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34. Sur le premier théoréeme dans la theorie
des fonctions méromorphes.

Par Yosiro TUMURA.
Sizuoka Kotogakko.
(Comm. by S. KAKEYA, M.LA., April 13, 1942.)

1. Dans la théorie de la répartition des valeurs des fonctions
méromorphes, deux théorémes fondamentaux de M. Nevanlinna jouent
un role important, et sont étudiés par plusieurs auteurs. Quant au
premier théoréme, on le prouve en employant la fonction de Green ou
la formule de Gauss-Green, ou introduisant des quantités géométriques
suivant M, Simizu. Dans cette Note je montre qu’il est un particulier
cas du théoreme de M. Cauchy.

Soient w=f(2) une fonction méromorphe dans le cercle: |z|<<R
(Z ), b, son pole et a, son nul, et A(b) et A(z) leurs multiplicités.
Définissons un rectangle:

log p<RE<log 7, 0<J¢<2n

dans le plan des ¢=logz pour r<<R et p>>0 arbitrairement petit.
Soit D un domaine qui est enlevé du rectangle les petits cercles K
autour de logb et log a, et les coupures:

L®): J¢=argdb, log|b|<<RE<logr
L(a): ¢=arga, logla|<<RE<logr.

Dans le domaine D, w=log f(2) est uniforme et réguliere. On
Papplique dans D le théoréme de M. Cauchy: Si une fonction ¢(2) est
holomorphe & Uintériewr d’ume courbe fermée, et continue sur la courbe
elle-méme, Uintégrale Sso(z) dz, prise le long de cette courbe, est égale &

zéro.,

Supposons que f(2) est réguliére sur ’axe réel positif. Alors on a,

i. Si les rayons des petits cercles tendent & zéro, 'intégrale sur
K tend & zéro.

ii. Si ¢ parcourt le long de K une fois, w({)=logf(2) augmente
A(b)2ri ou —A(a)27i. Done, intégrale sur L est égale &

2n1 - A(b) log T . ou —2ni- Aa) log r

|o]’ la|
iii. Pour p<<t<<r, on a
log f(pe*™) , si f(0)30, ¥
log f(p)=1 log f(pf™)—mn(0,0), si f(0)=0

log f(pe™) n(0, =), si f(0)=oco
Par conséquent, on a
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S::::[cu (log ) — w (log t+27¢)]d¢
0, si f(0) X0, &
—n(0, 0) 273 log ‘% , sif(0)=0

1(0, ) 273 log -:} , si f(0)=oo.

iv. Car w(¢)=log|f|+argf, on a

f'w(logmso) de =i log | f(re®) | dp— | arg f(re) do

2% 27 . 21 .
- So w(log p+ip)dl= —iss log | f(pe®) | dp+ SO arg f(pe®)de ,

2 .
igo log | f(pe®®) | dg

2ni log | £(0) | +¢(p), si f(0) %0, oo
=1 2ntlog | c;|+27in(0, 0) log p+e(p), si f(0)=0
2mi log | ¢; | —2min(0, ) log p4-e(p), si f(0)=co .,
L’intégrale le long de la frontiere de D est la somme de ces cing

intégrales. La somme est égale & zéro suivant le théoreme de M.
Cauchy. Divisonsla par 27i, alors sa partie réelle est, pour p— 0,

1 e i T
o jo log | f(re )ldso'l;)ngl(b) log: ] +n(0, <) log r

~31 AMa) log r—n(0, 0) log r—log | ¢;|=0.
<lal<r
Done, on a la formule de MM. Jensen-Nevanlinna :
Si, autour de Uorigine, la fonction f(2) admet le développement :

F@R)=ct ettt (ci30),
on a
T(r’ oo)_T('r, 0)=10g | cll .

2. Si Yon prend la partie imaginaire, alors on a une relation entre
I’argument de b, et a,, et celui de f(re®).

Théoréme.
2n .
> (2n—argb)— > (2r—arg a)=s arg f(re®)dp—arg f(0),
o<ibi<r <lal<r 0

oiv arg f(r)—arg £(0) est le changement de Uargument de f(2) sur Uaxe
red 0 <z

3. Nous traiterons le probléme de M. Kunugui. Soit w=f(2) une
fonction uniforme et méromorphe dans un domaine 4 (ou, somme des
domaines) et sa frontirére y & distance finie, de telle qué f(z) prend
dans 4 la valeur de D de w-plan, dont la frontiére I" sont des courbes
analytiques, et prend sur 7 celle de I, Pour le point a appartenant a



166 Y. TUMURA. [Vol. 18,

D, définissons les quantités® mys(r, a; 4), Ny(r, a; d) et Ty(r, a;d) suivant
M. Nevanlinna. Nous prouverons, d’abord, le

Lemme. Soit w=w(w) est une fonction univalente qui réprésente
D conformément au domaine ® de w-plan, telle que le point w=a cor-
respond & w=a. Alors on a

Tw(r’ a; d)= Ta)(r, a, A)+0(1) .

M. Nevanlinna a prouvé que la fonction méromorphe dans le cercle
ne differe que 0(1), par la transformation linéaire. Ce lemme est I'ex-
tension de cette proposition, car la transformation conforme et univalente
de la Riemann-sphére & elle-méme, il n’y en a qu'une transformation
linéaire.

N,(r,a; )=N,(r, a; 4) est trivial. Considérons

a) la fonction g=-<

w

“2 si D ou D ne contient pas des points
-

w=oco ou w=co respectivement.

b) la fonction g=2—"%. w—b

o—f w—a

Cette fonction est réguliere, et n’est jamais nul dans D, et sur I" sa
module est bornée. Done, on a

, ol @=f correspond & w=b.

1

lo—al

1

=0(1)
lw—a

— loé‘

—Ilz<|9(w)|<K ot log

Q.D.E.
Dans ma précédente Note?, nous avons prouvé la formule de M.
Cartan :

TS T

et si I'on prend comme D le cercle-unité |w—a|<<1

Ty(r,a; d)= lﬂ j: Ur,d arg f (z)] d—: +1log m

ot I'on pose log-——=— =0, si 2=0 n’appartient pas 2 4.

If ~a

Soient D; un domaine simplement connex qui est contenu & l’in-
térieur de D, g(w, a) sa fonction de Green. Alors, représéntant D, con-
formément au cercle, on a

Ter,a;d ~—2—S N@» ¢, A)——g(w, a)ds+0(1),

1) Voir ma Notc précédente: Sur le probléme de M. Kunugui, ce Proc. 17 (1941).
2) loc. cit. Mais quelques démonstrations n’y étaient pas suffisantes. Par ex., on
doit lire, au lieu de (4) (p. 290),

[, darer@+r loglrereie) | do+ Sl o) log 1 /@) | -0 og | £
+2{, 2 log | £ @ | ds=0,

ol 6=0(r) est une équation de 7.
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ol I est une frontiere de D, et { parcourt le long de I. No. 3 de
la précédente Note doit remplacé par cette formule.

4. Solent Dy un domaine arbitraire contenu & linterieur de D, et
4y celui de z-plan correspondant. Pour deux points donnés w=a et
w=b appartenants & D, représentions D par w=w(w) au “ Schlitzs-
bereich” © de w-plan, tel que w=a et w=>b sont transformés aux
points w=oc0 et w=0, qui posséde comme des frontiéres les coupures:

i. des arcs circulaires: |w|=const., ou

ii. arg w=const.

Si 'on applique la formule de Gauss & log | w(2)| dans le domaine
excepté les petits cercles autour de 0- et o-points de w(2), on a, tendant
des rayons des petits cercles vers zéro.

(1) J‘Trd arg o(2)+ rg; Lrlog | w(re®) | de

+ 3 r[63(r) log | w(zg) | —0i(r) log | w(z1) []
+2mn(r, oo 4)—2mn(r, 0; 4)=0.

Par I'intégration logarithmique de (1), ou par I'application de la méthode
du No. 1, on a

dr.
r

@ T oo;A)—Ta,(r,o;AHj”zLjT darg o

0 4T

+ 2" S 83108 | wea) |-G log | o) 1dr=0.
2r 0

Dans le cas de i, log|w(2)| est invariant sur le méme arc de la
frontiére y. Donec, on a

(3105108 | (e 16 1og | (e [1ar=0(1) .
Eerivons par »(r) un nombre des courbes r qui possddent des points

ST d arg w(?) l < 2mu(r), est

@) Ty(r, a3 d)— Tyr, b; 4)=0 (j”—(:l dr) :

0

communs 3 |z|=7, on a,

En général, par la considération simple et géométrique, on a
U darg w(z)‘<L(r). ou L(r) est une longueur sphérique de w-image
Ty

de 6,. Done,
@) Tr, a; 4)— To(r, b; A)=o(j’£'-(l”ldr) .
o T

Nous avons prouvé que, sauf I'ensemble exceptionnel E, ou la
variation de log log » est bornée,

gr !‘%)” dr <const.v'Tlog T.

0
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Dans le cas de ii. s darg w(2)=0. |log!w(2)!| est borné sur 7.
T

Par conséquent, on a, écrivant par d=40(r) Péquation de la frontiére 7,
2" Tr(r,a; 4)—Ter,b; )= O(JTZ |6'(r)] dr) .

Multipliant 1’élément de ’aire sphérique du(b)Y, par intégration de
(2) dans Dy, on a

Ty(r,a; ) — Ls Ny(r, b; A)d#(b)=0(1)+0(D .
Al Dy
Théoreéme. Soit Sy(r; 4) Uaire sphérique de w-tmage de 4, qui est
partie commune & 4y et & |z|<<r, divisée par Uaire de Dy Définis-
sons la fonction caractéristique de f(2) comme le' swivant

Tf(r;4)=5"-sf—(’;iﬁdr.
0

Alors, on a
Ty(r, a; 4)=Ty(r; 4)+ 2(r)+0(1)

ot lo terme L2(r) satisfait aux conditions suivantes :

i o < jo i(:—)dr ,
i, 2r) =0(S‘:E |06) 1 dr),
i, o) =o(jr£i?i dr)
0

r) < const. V' Tx(r; 4) log Ti(r; 4)?

sauf Vensemble exceptionnel E, oi la variation de log logr est bornée.

La fonction caractéristique Ty(r; d) est invariante sauf la quantité
2(r) par lo transformation conforme et univalente de D.

En outres Vensemble exceptionnel E, ne dépend que la fonction, et
nt @, nt la transformation de D.

5. Supposons que D est un cercle-unité |w|<<1l. Dans ce parti-
culier cas, nous aurons des résultats plus préeis. Si l'on applique la
formule de Gauss & la fonction log (1+]|f[?) dans 4,, on a

| Zroga+ismdstr-2[ toga+ismde
dr Je,

T, ON
+r 33 [ 65 log (1+] £(2) ) —6; log (1+] () ) ]

_ Fd:
'45 o (TP

1) Voir par ex., R. Nevanlinna, Eindeutige analytische Funktionen, p. 169.
. 2) Jai prouvé ce résultat dans la précédente Note, mais y employé la théorie de
“ Uberlagerungsfliche ” de M. Ahlfors. Voir aussi, Prof. Tuji, ce Proc. 18 (1942).
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ou,

2
Ty 0N on log [ f|ds.

j 2 log (1+|f|2)ds=srrg%lf| ds=ST

r

Par conséquent, de la formule de M. Cartan, on a

Ty(r, 0; 4) =_é1_ Y%‘T‘Ld arg £(2)+0(1)

T Yo

2 ("dr Lf 2
2 jo ’ Lr o ide+ 0.

Si Pon désigne par S(r;d4) laire euclidienne de w-image de 4,
divisée par celle de D, considérons la fonction

w(z)=log

1,1 e 1
f}+2|f|2 :

suivant M. Selberg®. Alors on aura le résultat analogue.

1) H. Selberg, Algebroide Funktionen und Umkehrfunktionen Abelscher Integrale,
Avh. ut. av Det Norske Vid. Akad. i Oslo, 1934, p. 8.



