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Sur la mtrique riemannienne et Plment de volume
dans les espaces de groupes de Lie.

Par Makoto
Institut Mathmatique, Universit Impriale de Tokyo.

(Comm. by T. TAK,(I, M.I... Dec 13, 1943.)

1. On sait qu’il existe dans l’espace d’un groupe de Lie G au
moins une mtrique riemannienne invariante par le premier et le
second groupes des paramtres, lorsque G est semi-simple et clos
(compact). La mme chose arrive evidemment, quand G est un groupe
commutatif. Nous allons faire voir dans le prochain 2 que ces deux
types de groupes sont essentiellement les seuls jouissant de cette
proprietY.

Nous considrerons ensuite dans le 3 le problme correspondant
au sujet du volume invariant dans G.

D’autre part, t un groupe de Lie quelconque G on peut attacher
deux connexions affines au paralllisme absolu et, en gnral, avec
torsion, en prenant pour transports parallles les transformations de
l’un ou l’autre groupe des paramtres1). Ces deux connexions dfinis-
sent les mmes gd&iques, savoir, les sous-groupes t un paramtre
du groupe G ou leurs transforms par les transformations du (premier)
groupe des paramtres. A cSt de ces deux connexions affines, il yen
a une troisime, comportant les mmes godsiques, mais qui est sans
torsion et, en gnral, avec courbure. C’est prcisment cette con-
nexion, que dfinissent les mtriques riemanniennes dans les groupes
du type considr dans 2. Nous allons enfin dterminer compltement
dans le dernier 4 le type des groupes, dont la connexion affine sans
torsion peut tre dfinie par une mtrique riemannienne.

2. Soit G un groupe de Lie connexe. Une mtrique rieman-
nienne, qui se conserve par toutes les trangformations du premier
groupe des paramtres est compltement dtermine, ds qu’elle est
dflnie t l’lment unit il suffit de la transporter au point arbitraire
de G au moyen de la transformation du groupe des paramtres8.

1) F: La gomtte des groupes de transformations, J. de matta (9) VI
(1927), p. 1-119. Chap. IL

2) E. Caftan 1. c. Chap. III.
3) Cela peut tre exprim6 analytiquement de la manire suivante- Soit O

l’61ment unit, Ple point infiniment voisin de O, reprsent par une transformation
infinit&imale -?.e/X. Une mtrique soit d6fmie au voisinage de O par

o=(e)=.&.
I)signons maintenant par Y.X la transformation infinitsimale xS+d o
sent des formes de Pfaff des paramtres du groupe a, r, leurs coefficients tant
fonctions des ai. Si l’on transporte la m(trique (e), dfinie au point O, au point
arbitraire S de G, la distance entre deux points infiniment voisins Sa et ,a+da sera
donne par

ainsi se d6termine gga) au point arbitraire de G.
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Pour qu’elle soit aussi invariante par le second groupe des paramtres,
il faut et il suffit qu’elle soit invariante par le groupe adjoint F de G.
Une condition ncessaire et suffisante pour que le groupe G admette
une mtrique riemannienne invariante par l’un et l’autre groupes des
paramtres, est donc que/e groupe adjoint lindaire I") laisse invariant
au moins une forme quadratique ddfinie positive, ou encore, que F soit
un groupe linaire clos).

Dsignons maintenant par G* l’algbre de Lie (ou le groupe
infinitesimal) associe au groupe fini G. Soient R son radical (le plus
grand sous-groupe invariant intLable) et R’ l’algbre drive de R:

G* R R’ (0).

F est un groupe linaire, operant dans l’espace lindaire G* et laissant
invariants les sous-espaces R et R’. Supposons maintenant que F
laisse invariante une forme quadratique dfinie; /" est alors complte-
ment rductible. On a par suite les dcompositions de G* et de R en
somme directe des sous-espaces invariants"

G* =S+R R=C+R’.
S est un ideal semi-simple et C un ideal commutatif de G*. De la
deuxime identitY, il rsulte

R’= C’+R"=R"
Mais, R’ tant intgrable, cela n’est possible que si R’ se r6duit t (0).
G* est donc la somme directe d’une algbre semi-simple S et une
algbre commutative C:

G* =S+C. (1)

L’algbre de Lie F* associ6e au groupe adjoint F est donc isomorphe
S; S est par suite l’algbbre d’un groupe semi-simple clos. R6cipro-

quement, si G* a cette structure, F est un groupe (semi-simple) clos,
et, par cons6quent, il laisse invariante une forme quadratique d6finie
(Thrime de H, Weyl}).

En rsum6, on a obtenu
Thorme 1. Pour qu’un groupe de Lie G admette une mtrique

riemannienne invariante par le premier et le second groupes des
paramtres, il faut et il su2t que G soit localement le produit direct
d’un groupe semi-simple clos et un groupe commutatif. Cette condition
s’exprime aussi de la manire suivante: que G soit (globalement)le

4) A savoir, le groupe des automorphies intrieures ,.,--SaS, considrs
c0mme substitutions linaires oIrant dans l’algbre de Lie G* associ4e G.

5) Si le groupe linaire r laisse invariante une forme quadratique dfifiie, r est
un sous-groupe ferm d’un groupe orthogonal- il est doric clos. Rciproquement, si r
est clos, il laisse invariante, par exemple, la forme suivante

I [(s+ +(s.)As

off z, sont les variables transferrals par r et l’intgrale est tendue route
la varit du groupe/" (Thorme de H. Weyl).

6) Voir la note prdente 5).
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produit direct d’un groupe dos K et le groupe V des translations de
l’espace euclidien 4 une certaine dimension

G=Kx V (2)

Remarque 1. M.H. Freudenthal a dmontr un thorme7), qui
peut s’noncer ainsi pour un groupe de Lie"

Pour qu’un groupe de Lie admette une mtrique (pas ncessaire-
ment riemannienne) invariante par le premier et le second groupes
des paramtres, il faut et il suflit que le groupe G air la forme (2).

Ce thorme implique la ncessit de la condition dans notre
thorme comme un cas particulier. Combinant ce thorme avec le
n6tre, on peut faire la remarque suivante"

Si un groupe de Lie G admet une mtrique invariante, il admet
aussi une mtrique riemannienne invariante.

Remarque 2. Si l’on n’exige pas que la forme mtrique fonda-
mentale soit ddfinie positive, on arrivera galement au groupe produit
direct d’un groupe commutatif et un groupe semi-simple, mais ce
dernier ne sera pas ncessairement clos.

3. Le mme problme se pose aussi pour l’lment de volume
dfini dans l’espace du groupe G. D’une consideration tou f fait
analogue celle dans te numro prcSdent, il rsulte

Pour qu’on puisse dfinir dans l’espace du groule. G un lment
de volume invariant par l’un et l’autre groupes des paramzres, il
faut et il suffit que toutes les substitutions linaires du groupe adjoint
F soient de ddterminant 1 (ou routes le transformations infinitsimales
de F soient de trace 0)8).

Si I" est identique son propre groupe driv F’, la condition est
evidemment remplie; c’est ce qui se produit en particulier au cas d’un
groupe semi-simple. I1 en est de mme pour un groupe nilpotent9)

(groupe de rang z4ro), puisque toutes les transformations infinitimales
du groupe adjoint d’un tel groupe ont toutes les racines caractristiques
gales 0 et, t plus forte raison, les traces gales 0.

Revenons maintenant au cas gnral. D’aprs un thorme dfi
E.E. Levi1, l’algbre de Lie G* associe au groupe G est la somme
directe d’une sous-algbre (qui n’est pasncessairement un id4al) semi-
simple S et le radical R de G*:

G*=S+R

Soient F* l’algbre de Lie linaire associe au groupe linaire F;
v et P les sous-algbses de F* correspondant respectivement Set
R. Les substitutions linaires de X sont toutes de trace 0; on le

7) H. Freudenthal: Topologische Gruppen mit genigend vielen fastperiodischen
Funktionen, Annals of math. (2) 37 (1936), p. 57-77.

8) E. Cartan: I.p.c. 47. La mme condition y est d&luite analytiquement
9) Un groupe est nilpotent, si les crochets (-..((UU1)U3)...Uc/) form,s d’un certain

hombre des transformations infinitsimales sont toujours 0. On appelle (d’aprs P.
Hall) le plus petit hombre de cette nature la c/asse de ce groupe.

10) Voir p. ex. J. H. C. Whitehead- On the decomposition of an infinitesimal
group, Proc. Cambridge Phil. Soc. 32 (1936) p. 229-237.
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dluit acilement du fair, que S est identique sa propre algbre
drive. D’autre part, les substitutions de P opbrent dans G*/R
comme transformation nulle; elles seront donc de trace 0 comme
substitutions de l’espace entibre G*, si elles induisent des substitutions
de trace 0 dans le sous-espace in.variant R. D’ofi l’on obtient

Thorme 2. Pour qu’un groupe de Lie admette un volume in-
variant par l’un et l’autre groupes des paramtres, il faut et il sut
qu’il en soit ainsi pour le radical de ce groupe.

La question est ainsi ramene au cas d’un groupe intgrable.
Envisageons done de plus prbs l’algbbre intgrable R. DAsignons

par R’ son algbbre dArive et par X, X., ..., X les lments linaire-
ment independents de R n’appartenant pas R R’:

R (X)+ / (X,)+R’

Les substitutions operant sur R correspondant aux lments de R’
sont videmment de trace 0. I1 ne reste donc qu’ examiner si X
induisent dans R’ des substitutions de trace 0. Or, R/R" est une
algbre commutative et par suite X sont des substitutions nulles dans
R]R’; X seront donc de trace 0 comme substitutions de R, s’ils le
sont comme celles de R’. La condition que les substitutions du
groupe adjoint de R soient de trace 0, est enfin ruite la condition
suivante

Que X, ..., X soient, considbrs comme opdran dans l’espace
lindaire R’, tous de trace O.

4. Considrons maintenant l’espace connexion affine sans torsion
E attach un groupe de Lie Gm. Un vecteur infiniment petit issu
du point origine est reprsent par une transformation infinitsimale
X du groupe G. Si l’on transporte par paralllisme ce vecteur le long
d’un paralllogramme lmentaire, dont les deux cSt sont deux vecteurs
infiniment petits U et V issus de ce point, la variation gomtrique

de ce vecteur X serait (gale --((UV)X)’. On en dduit im-

mCdiatement, que le groupe d’holonomie de l’espace E transforme les
vecteurs comme le groupe driv F’ du groupe adjoint /" de G).

Or, une condition ncessaire et suffisante pour qu’un espace R
connexion affine sans torsion soit un espace de Riemaan, est evidem-
ment, que son groupe d’holonomie laisse invariante au moins une
forme quadratique dfinie. Notre problbme est donc ramen au
problme algbrique suivant"

Pour quel type de groupe G, le groupe driv I" du groupe
adjoint F, laisse-t-il invariante une forme quadratique ddfinie ?

On volt facilement que les groupes du type considr dans 2, et
en particulier, les groupes semi-simples clos satisfont cette condition.
I1 en est de mme pour les groupes anement plats, c’est-a-dire les
groupes tels, que les espaces R connexion affine sans torsion attaches

11) E. Cartan: 1. c. Chap. III.
12) F_. Cartan: 1. c. p. 65.
13) E. Cartan: 1. c. p. 77.
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ces groupes soient les espaces afline ordinaires. Les groupes G de
ce type se caracthrisent par la proprith que leurs groupes d’holonomie
se rduisent l’opration identique, ou encore, que tous les crochets

((UV)X) form,s de trois transformations quelconques U, V, X de G
soient identiquement nuls. Les groupes aflinement plats ne sont done
autres que les groupes nilpotents de classe 2.

Revenons maintenant au cas gnral et dmontrons
Thorme 3. Soi E l’espace connexion a2ne sans torsion attach

un groupe de Lie G. Pour que E soi un espace de Riemann, il fau
e il su2 que G soi localemen le produi direc d’un groupe semi-simple
dos e un groupe anemen pla.

Dmonstration. La condition est videmment suffisante par ce qui
prickle. Supposons rciproctement que E soit un espace de Riemann.
Le groupe driv F’ du groupe adjoint F laisse alors une forme
quadratique dfinie invariante il est par suite compltement rductible.
Dignons par G* l’algbre de Lie associe Get par G*" son algbre
drive. Le groupe adjoint de G*’ est le groupe/’, considr comme
olrant dans le sous-espace G*" de G*; il laisse donc aussi une forme
quadratique dfinie (en variables de G*’) invariante. La consideration
dans 2 montre, que G*’ est alors la somme directe d’un ideal semi-
simple S et d’un ideal commutatif C:

G*’=S/ C:
Set C sont, comme sous-algbres caractristiquesm de G*’, aussi des
idaux dans G*. Dsignons d’autre part par R le radical de G*; R
contient l’idal C comme un sous-idal. G*/S tant intgrable (puisque
les facteurs G*/G*’, G*’]S sont commutatifs), et par suite ne contenant
plus aucun facteur semi-simple, G*/R est isomorphe au ideal S. Par
consequent G* est la somme directe de l’idal semi-simple S et le
radical R:

G*=S-R R C.

L’algbre facteur R/C tant isomorphe G*]G*’=(S/R)/(S/C}, elle
est commutative; C contient par suite l’algbre drive R" de R.
Rciproquement, R’ tant un ideal in.able de G*’, il est contenu
dans le radical de G*’, savoir, dans C--R G*’. On a donc

C=R’
Soient maintenant F* et/’*’ les algbres de Lie linaires, associes

respectivement aux groupes linaires / et /’. /’*’ tant compltement
rductible, il y a un sous-espace L de R, ihvariant par /’*’, de sorte
que R se dcompose en Let le sous-espace invariant C"

R=L/C.

Les transforms des lments de L par /*’ appartiennent L, puisque
Lest invariant par F*’, et en mme temps l’algbre drive G*’,
par suite "a G*’ R=C; ils sont donc tous nuls. En particulier on
obtient

14) A savoir, les sous-algbres de G*’, invariantes par toute automorphe de G*.
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(CL)=0, d’ofi (RC)=0.

En r6sum6, la structure de l’algbbre intgrable Rest donne par

R’ C (RC) O

R est donc une algbre nilpotente de classe 2, et par suite le groupe
fini associ Rest un groupe affinement plat, c. q. f. d.

Soit maintenant S la somme directe des algbres simples S"
s=s+...+s,.

La forme quadratique la plus gnrale invariante par I" sera alors
de la forme

=co+---+c+
les tant respeetivement les formes eorrespondantes dans S, dter-
min6es un faeteur eonstant positif e pros, et une forme quadratique
dfinie positive arbitraire en variables de R. Toutes ees formes m6tri-
ques dfinissent la mme connexion affine eonsidre plus haut.

Remarque 1. Remarque 2 de 2 est aussi valable pour la question
de ee paragraphe.

Remarque 2. Toutes les substitutions du groupe F’ tant de
dterminant 1, il existe toujours l’lment de volume dans eet espaee,
qui se eonserve par le transport parallle. Par suite, la question
eorrespondant eelle du paragraphe pre(dent ne se pose pas iei.

15) E. Cartan- 1. c. p. 68.


