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La produit kroneckerienne infinie des espaces
linaires.

Par Motokiti KOND5.
L’institut mathmatique, l’universit impriale de Kyusyu, Fukuoka.

(Comm. by M. FUJIWARA, M.LA., Oct. 12, 1944.}

M. J. v. Neumann a introduit les notions de la produit kroneck-
erienne infinie des espaces hilbertiens et de celle des anneaux des
oprateurs sur ceux. Or, ces notions sont aussi importantes pour la
recherche des espaces linaires et il est trbs dsireable de les introduire
sur ceux. Le but de cette note est de discuter ces notions pour les
espaces linaires.

M. J.v. Neumann a dfini la produit kroneckerienne infinie des
espaces hilbertiens constructivement en se servant la produit des fonc-
tionnelles linaires, mais dans cette note, nous avons dfini descriptive-
ment d’abord la produit kroneckerienne d’un nombre fini des espaces
lin4aires et puis celle infine de ces espaces comme la limite de ces
produits finies. La dfinition descriptive de la produit kroneckericnne
d’un nombre fini des espaces linares nous parait form alle mais nous
ne pouvons la dfinir constructivement sans perdre la g4n4ralit. En
effet, nous savons les diverses dfinitions de la produit kroneckerienne
d’un hombre fini des espaces linaires et fl n’y a aucune relatfon entre
elles.

1. Soient ( 1, 2,..., n) les espaces linaires norms et com-
plets. Alors, nous entendrons par la produit des lments f de

()t 1, 2, ..., n) la formule II (R)f =fl (R)ft. (R) (R) f, qui remplit les con-
-1

ditions suivantes
1) quelques soient les lments f de (=1,2, ..., n), il existe

toujours la produit de ces lments,

2) H (R)f est dtermine univoquement par f (--1,2, ..., n),

3) quand (kl, ks, ..., k) est une permutation de (1, 2, ..., n), nous

avons H (R)f H (R)f,
2-I -1

4) ( (R)) (R) (R)f)= (R),
2-1 2-k+l 2-1

5) pour un nombre a et une produit lo= H @f, ap dsigne une
2-1

produit (aft)(R) H (R)f, et nous l’appelons la produit de a et p; (i) ap

est dfinie pour tout nombre a et toute produit p, (fi)ap est dter-

mince univoquement pour a et is, (iil) (a[)p---a(fJp), (v) II (R) (af)=
2-1

6) un nombre que nous appelons la norme de p et la dsignons

I) J.v. Neumann, On infinite direct product, Comp. Math., 6 (1939),
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par ]p] correspond chaque produit p= H (R)f et elle jouit des pro-

prits (i) Pl 0, (ii) ]-[ (R)fl H If I, (iii) ]ap]= la I! P [.
Puis, nous envisageons les sommes formelles p p+p2+... +p

k-1

des produits pa (k=l, 2, ..., m). Quand elles satisfont aux conditions
suivans

7) quelleques soient les prosuits p (=1,2, ..., m), il existe la
mme de ces produits,

8) p est dtermine univoquement pour les produits p (k=
1,2, ..., m),

9) p+p=p’+p,
10) (p+p’)+p" =p+(p’
11) pour un nombre a et une somme s= pa, as dsigne la somme

ap, et nous l’appelons la pruit de a et s; (i) pour tout nombre

a et toute somme s, il existe toujours la produit as, (ii) as est dter-
mince univoquement pour a et s, (iii) a(fls)=(a)s, (iv)
(v) (+’)=+s’.

12) pour deux sommes s et s’, il existe toujours la somme
lle qu’on ait s s’ +", et nous la dsignons par s- 8’ et en particulier
par 0 la somme s-s et par -s la somme 0-s,

13) pour deux sommes s=p et s’= q, off p sont les pro-
k-1 k-1

duits des lments de (I=1,2, ...,1) et q sont celles de ceux de
( =l+ 1, /+2 ..., n), nous entendrons par la produit s @ s’ la somme

p q; (i) quelle ques soient les sommes set s’, off 8 et g sont
-I k-1

les sommes produits des lments de ( =1,2, ..., l) et (I=/+1,
1+2, ..., n) respectivement, il existe la produit s@8’, (ii) s@s’ est
dtermin univoquement pour s et g, (iii) s s’=s’ s, (iv) s @ (g
8")=(8 8’) 8". (v) (8+8’) s"=(8 8")+(8’ s"). (vi) (.8) (fig)=
()8 8’,

14) quand nous avons f=f+f, nous avons H f=f@
f+fi’ f.
15) un nombre que nous appelons la norme de s et la dsignons

par s correspond chaque somme set elle jouit des proprits; (i)
80 e s=0 entraines=0, (ii) ]s+s’s+]s’, (iii) ss’=
l’ensemble de toutes les sommes est un espace linaire et normS. Nous

dsions par H celui obtenu en completant cet espace linaire
3-1

et l’appels la produit kroneckerienne de (3 =1, 2, ..., n).
2. Voici quelques exemples de la produit kroneckerienne des

espaces linaires.
(2.1) Etant donn un espace mtrique compact R, nous dsignons

par C(R) l’espace de toutes fonctions ntinues sur R dont
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la norme fl d’un lment f---f(x) est donne par la borne
sup(rieure de If(x)l sur R. Alors, si nous dfinissons la
produit fl (R)f des lments fi=f1(x1) de C(R) (k=l, 2), off
R, (k=l, 2) sont les espces mtriques compacts, par la fonc-
tion f(x)f(zs) dfinie sur R x R, nous avons C(R) x C(Rz)=
C(R x R).

(2.2) Etant donn un ensemble A non-vide et une mesure (F) de
M.C. Caratheodory dfinie sur qvelques sous-ensembles de A
telle qu’on ait m(A)=l, nous ddsignons par L(A) l’espace de
routes fonctios sommables sur A dont la norme f d’un

lmeng ff() es donne ar lf()g , off 1.

Alors, si nous dgfinissons la rodui des lmens de (A)
(=1, ) de mme que le eas (.1), nous avons L(A)N
L(A x A).

t2.3) Etant donn un espace mtrique compact R sur lequel une
mesure re(E) de M.C. Carathdory est dfinie de manire
que re(R)=1, nous considrons les espaces C(R) et L(R), off
p 1. Alors, si nous dfinissons la prodnit f@ g des lments
f=f(x) de C(R) et g=g(y) de L(R) par la fonction f(x)g(y)
dfinie sur R x R de manire que ]f g[= [f[] g , la produit
kroneckerienne C(R)@ L(R) est l’pace de tous les fonc-
tions sommables f(x,y) dfini sur R x R telle qu’on ait

sup. y) I’dy + ooborneR
et que la norme de f(z, y) soit dfinie par le nombre donn
par (*).

(2.4) Etant donn( l’espace l {p 1), nous dfinissons la produit
de deux l’dlments f={f,f, ...) et g=(gl, gs, ...) de cet espace
par l’lment (fgl, fg,fzg, ...) du mme espace, nous avons

3. Maintenant, nous donnons un proc gn.ral qui dfinit la
produit kroneckerienne des espaces linaires (2 =1, 2, ,.., n) norms
et complets. Nous posons d’abord pour la produit H (R)f2 des lments

2-1

H @f J=t]f_ I. Puis, etant donn un hombref2 de !2 (2=1,2,... n) 12.1
positif p:> 1, nous dfinissons la norme d’une somme s=5],pk des

produits p (k= 1, 2, ..., m) par la borne infrieure de a// ]qk.ir pour
k-1

toute suite (q, q., ..., q) des produits telle qu’on ait s= q,. Alors,
k-1

l’ensemble de ces sommes est un espace linaire et normS, et nous

obtenons la produit kroneckerienne 17 (R) ida en compIetant celui-ci. Nous
2-1

l’appelons la produit kroneckerienne (Lr) des espaces 2 (=1, 2, ..., n).
4. Puis, nous considrons la produit kroneckerienne infinie des

espaces linaires. Soient ida (2 e A) les espaces linaires, norms et
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complets. Nous dfinissons d’abord une famillel)--nous l:appelons une
famille projective des produits kroneckeriennes finies des espaces
( e A)--des produits kroneckeriennes du hombre fini de ces espaces
qui jouit des proprits"

1) quelque soit le sous-ensemb N fini et non vide de A, il
exis pr&isment une produit H @ parmi cette famille et nous la

dsignons par ,
2) pour une suite finie (N} (k=l, 2, ..., n) des sous-ensembles

finis, non rides et disjoints de A, s e H @ (k 1, 2, ..., n) entrainent
ek

k-1 k-1

D’ailleurs, nous enndrons par une suite convergente (N) des
lments de D ( e A) un ensemble {f} ( e A), off f e D, qui saris-
fair la condition: nous pouvons choisir un nombre positif p de facon
que, quelque soit le nombre positif , il existe un sous-ensemble fini
N0 de A tel qu’on ait fl-,]f pour tout sous-ensemble fini

N de A qui contient N0. De plus, nous appelons le hombre la norme
de celle-ci.

(4.1) Quand un ensemble {f) ( e A), off f e D, est une suite con-
vergente (N), tout ensemble obtenu en remplaant le nombre
fini des lments de (f) (2 e A) par ceux contenus dans les
mmes espaces est aussi convergente (N).

(4.2) Quand un ensemble (f) (2 e A), off f e D, contient au moins
un lment 0 de quelque espace D, il est convergente (N).

(4.3) Quand un ensemble {f) (fie A), off f e D, est convergente
(N) et une pr,)duit H a est convergente), l’ensemble

eA
( e A) est aussi convergen (N).. 0r, pour une suite convergente (N) (f) (2 e A), off f e D,

nous entendrons par la produit convergente (N) des lments f de
D (2 e A) ia formule H f qui remplit les conditions:

1) pour tout suite convergente (N), il existe toujours la produit
de ces lments,

2) H @f est dtermin univoquement par f ( e A),
eA

3) quand (k) ( e A) est une permutation de (,) ( e A), nous

4) quand A est une somme des ensembles non vides et disjoints

A (k 1, 2, ..., n), nous avons H @ ( H @f} H @f,
k-1 eAk eA

5) pour un nombre a et une produit p= H @fi, ap dsie une
eA

1) Nous devons cette notion MM. P. Alexandroff et H. Freudenthal. Voir P.
Alexandroff, Untersuchungen fiber Gestalt und Lage abgeschlossener Mengen beliebiger
Dimension, Ann. Math., 30 (1929) et H. Freudenthal, Entwicklungen yon Raiimen und
ihren Gruppen, Comp. Math., 4 (1937).

2) Pour la convergence d’une produit // an, voir J.v. Neumann, loc. cit., p. 15.
eA



No. 8.] La produit kroneckerienne infinie des espaces linaires. 573

produit (aft,)(R) ]-[ <.>L et nous rappelons la produit de a et p; (i) pour

tout a et toute produit p, il existe toujours la produit ap, (ii) ap est
dtermine univoquement par a et p, (iii) a(flp)=(afl)p, (iv) quand uue
produit H a est convergenteD, nous avons H (af)=( H a)p,

eA eA
6) nous appelons ls norme d’une sui convergente (N)

( cA) celle de la produit H @f et Ia dsignons par H @f ; (i)
-A

6. Puis, us introduissons la notion de l’quivalenee sur les
produis. Quand deux produits f et g satisfont la condi-

tion" quelque soit le hombre positif , il existe un sous-ensemble ni

produit kronkeienne appartenue la famille projtive donne,
nous dirons quelles sont quivalentes l’une l’autre et nous dsignons oar
f g eette relation.

(6.1) La relation de l’quivalence sur les produits est symtrique,
reflexive et ransitive.

D’ofi, nous pouvons classifier routes les produis en les classes de
manire que desex produits eonenues dans une mme classe sont qui-
valentes l’une l’autre et eelles eontenues dans les classes diffrens
ne sont pas quivaientes l’une l’autre. Nous appelons les classes ainsi
obnues eelles de l’quivalenee et nous dsignons par F 1’ensemble de
eelles.

Remarque. La dfinition de l’uivalence donne ici est une
gnralisaion de eelle de M. J. v. Neumann).

7. Etant donne une elasse de l’dquivalence, nous eonsidrons

les sommes formelles s=p d’un hombre fini des produits p (k

1, 2, ..., n) apparnues . Alors, elles satisfont aux conditions:
7) quelleque soient les produits p (k=l, 2, ..., n) de , il existe

toujours la somme pa,
k-1

8) la somme p est determine univoquement par les produits
kl

p,, (k , , ..., n),
9)--12) donnes dans 1,
13) quand A es une somme des ensembles (kl, 2,...,n)

non-rides et disjoints, nous prenons les sommes s ps (k 1, 2, ..., n)
des produits pa= j (j 1, 2, ..., l et k= 1, 2 n), off f
est la produit des lments de (2 A) appartenus quelqu’une des

produits de , et nous dsignons par s=% s s. la

1) Pour la convergence d’une produit 1I an., voir J.v. Neumann, loc. cir., p. 15.

2) J.v. Neumann, loc. cir., p. 22.
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la produit H @.s, (ii) H @ s est dtermin univquement par s
k-1 k-1

(=1,2,...,), (iii) G @ s=G @, o (kl, k2,...k) dsigne

permutation de (1,2, ...,), (iv) qand (k=1,2, ...,) nt en sol

les produits H @ s (k= 1, 2, ..., n), nous avons H H @ s= H @ s,

14) quand nous avons f=f+f pour un indice z de A, nous
avons H @f=f @ H @f+f; H @f.

$. Or, nous pouvons donner la notion de la norme sur ces sommes.
D’,.M, en prenant une produit p= H fi de E, nous considrons

eA
une somme s=p telle que toute produit p soit obnue en rem-

k-1

placant le nombre fini des lments de {f} ( e A) par ceux contenus
dans les mmes espaces. I1 existe alors un sous-ensemble fini N de A
tel que route produit p (k=l, 2, ..., n) peut tre crit sous la forme

off h (k=l, 2, ..., n) sont les lments de de donc, nous avons

s=(h) H ft. 0r, comme la somme h appartient encore, nous posons en se servant la norme de cette somme dans

k-1 N

Alors, l’ensemble de toutes les telles sommes est un espace linaire et
norm et d’ofi nous obtenons un espace linaire norm et complet
en completant celui-ci. 0r, tant donne une somme p’= H g de E,
quand nous posons h=H g H @f, off N dsie un sous-

ensemble fini de A, les produits h (N A) appartiennent et

/ eM eM/

o0 M= wN’- e M’ wN . Par consequent, 6an donn6
un hombre posifif , si nous prenons un sousnsemble fini N0 de A
de manire que N A-N0 entraine I,H @ g @A < , nous avons

ur le hombre positif C=rn6sup. lfi [, a[ga l} et No =< N, N’

lh-h, <
et donc la sui dir {h} (N A) nverge veto un 616ment de .
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D’of, nous identifions cette limite la produit p=H (R) g, et en

gnral une somme s pl0 des produits de la somme des lments

identifis Pk. NOUS avons dfini l’espace en se servant la pruit
p H @ f, mais il est indendent du choix de la pruit

d’o nous l’aplons la pruit kronkerienne -ique et le dions
par H

(8.1) L’ensemble de tout les sommes des prodts onues en
remplaant le nombre fini des lmen d’une produit donn de
t parut dense dans la produit kronkerienne -adique

H @ .
9. Mainnant, nous intruisns la mesure re(J) ur les sous-

ensembles de F lle qu’on ait m(())=l ur chaque lment
et no dfini la somme dirte (L) des espaces H

o p est un hombre 1, c’est ce que nous appelons la produit kronk-
erienne infinie de l’ordre p de D ( cA) et nous le dsions par
H @ D. I1 t evident que nous avons l divees prui kronk-

erienne infinie de D (2 e A) suivant le choix de l’order p et la famille
projtive.

Encore, quand la famille de tous prMuits kronkee (L)
du hombre fini des espaces ( cA) est projtive, nous uvons
dfinir par cette famille la pruit kronkerienne infinie de l’ordre
de ( e A). Nous l’aplons la prt kronkerienne infinie (L)
des espaces D (2 e A).

10. Puis, nous considrons les fonctionnelles lin&ires d4finies
sur la produit kronkerienne des espaces linaires. Nous dfinissons
d’ard la pruit des fonctionnelles des espaces D (=1,2, ...,n).
Etant donns les fonctionnelles linaries et rns des espac

( e A), nous ndrons par leur produit H @ celle numrique

de (:l, 2,...,n) et no sons ur une somme
$-1 -1

de
-1

(s, @ v)= ,
-1 -1

et enfin, nous prolongns continuellement la produit H @ sur us
-1

les lments de H @ D, c’est la fonctionnelle linire d4finie par la
-1

pruit H @ et nous la dsions par H @ en sol. Or, pour
-1 -1

que la norme de la produit H @ est H] , il faut qu’elle satisfait
] condition

I) M. Eond, ur I sommes dirties des es ]in.ires, P,
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pour route somme s. Nous avons alors

(10.1) Quand la produit kroneckerienne TI (R) !B satisfait t la con-
-1

dition (*), nous avons

(T (R) )*= (R) i
-1 -1

11. Etant donn un ensemble {} (R e A) des espaces lin6aires,
norms et complets, nous supposons qu’il existe la produit kroneck-
etienne infinie et que chaque espaces de sa famille projective
(NA) satisfai A la condition (*). Alors, la famille des espaces
conjugu6s ]* (t e A) est aussi projective et donc nous pouvons dfinir
la produit kroneckerienne infinie de l’ordre p des espaces nju6s

(X e A). Or, pour voir les propri6ts fonctionnelles des lments de
H @ , nous introduissons ici la notion de l’accordabili. Pour une

produit H@f de H@ et celle H@ de H@, si la pro-
eA eA eA

duit U (f,)est convergent, nous dirons que H f et H
eA eA

sont accordes l’une l’autre et dsignons ce fair par AH fA
(11.1) Pour deux produits H @f et H g de H @ et celles

eA eA
H et H de H, les relations Hf
H @g, HH@ et H fA H @ entrainent
eA eA eA eA
encore H gA H.

eA
D’ofi, pour une classe de F et celle * de F*, quand une pruit

de et celle de * sont accordes d’une l’autre, chaque produit de
et chaque produit de * sont aussi accordes et donc nous dsignons
ce fair par A *.

0r, pour une produit H @f de H et celle H @ de
eA eA, nous posons

H f Ag@p ,
eA ReA eA eA

=0 si on n’a pas [ (R) f/ H (R) ,
eA

et en gnral pour une some s ] H f et Tl , nous posons

Alors, (3, ) est une fonctionnelle linaire dfinie sur les sommes de
II (R) et par suite nous pouvons la prolonger continuellement sur

H (R) tout entier. D’alleurs, pour chaque lment u de H (R) ,
eA eA
(u, ), off est une somme de II @ , est une fonctionnelle dfinie
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sur les sommes de IT (R) D, et done nous pouvons la prolonger con-

tinuellement sur H @ D tout entier. D’o5, quand nous dsions par

(u. ) la valeur de cette fonctionnelle l’lment de H @ D, no
avons les suivants"

(i) [(u,p)lu[ p{,
(ii) (au+v, )a(u, )+(v, ),
iii) (u, ap+p)=a(u, p)+(u, ),

c’est-R-dire, (u, ) est une 2onctionnelle linaire et rn sur H @ D
en mme temps celle sur H . Nous entendrons par la

fonctionnelle (u, ) dfinie sur @ D.
(11.2) Quand @ D est une produit kroneckerienne infinie de

l’ordre 1 des espaces ( e A) par rapport la famille
projective () (NA), la produit kroneckerienne infinie
de l’ordre 1 des espaces conjures D ( e A) par rapport R
la famille projtive {} (N A) est l’espace conju de

@ , c’est-R-dire,

(g )*= @ %.
eA

(11.3) Etant donn une classe de l’quivalence de quand nous
dsignons ar l’ensemble de toutes les classes * de F*
telles qu’on air A , nous avons

Remarque. Darts (11.2) et (11.3), nous ne pouvons remplacer l’ordre
de la produit kronkerienne infinie par le nombre p tel qu’on air
p > I en gnral.

12. Puis, nous considrons la produit kroneckerienne des orateurs
linaires. Etant donns les espaces linaires ( 1, 2, ..., n) norms
et complets, et les oprateurs A (= 1, 2, ..., n) de R (), nous enten-
drons par la produit H @ A de ces opraurs celui dfini sur les

-I

somme s= H f, de H @ par
z-I -I 2-I

( A)s= (Af,),
-I -I -I

et puis prolonge continuellement sur H @ tout entier. Or, pour

que la norme de H @ A est H IA], il faut qu’dle satisfait la
-I -I

condition"

1) M. KondS, Les anneaux des opdrateurs et les dimensions, Proc. 20 (1944).



78 M. KOND6. [Vo|. 20,

pour toute somme s. Alors, une somme s= H (R) A est aussi un
,u-1 I-1

oprateur linaire et born sur H (R) ! et done nous pouvons considrer
-1

chaque lment de la prt kroneckerienne H @ R() de R()
-1

(l, 2, ..., ) comme l’oratur linaire et rn sur H D.
13. Etant donn un enmble () ( A) des espies linai,

norms et complets, no ppons q’il exis la produit kronk-
etienne infinie l’o p de esp et que chaque pa de sa
famille projtive () (N A) satisait la condition (**). Alors,
la famille des produits kronkeenne H R() (N A) est aussi

pjfive et done nous uvons dfinir la pruit kronkerienne infinie
de l’ordre p de R(D) ( e A). Or, ur une pruit H f de H D

eA
et celle H A de H R(), nous

eA

A) f= (Af).
eA eA

Alors, H @ (Af) est aussi convergente (N) et d’o5 quand nous posons
eA

pour une somme s= ,I f de H @
-1 eA eA

A %H =eA -1 eA p-1 eA

la pruit H @ A est d’aprs la condition (**) un oraur linaim

et rn sur l’enmble des soes de H D. Done, nous uvons
le prolonger confinuellement sur H D ut entier. L’our ainsi

obnu t linaire et de la norme HA] et c’t celui donn par la

Puis, ur un lment uproduit H (R) A.

S=] H (R) A de

IT (R) et une somme

H (R) R(!), nous posons
2eA

Su=: 1 (R) A,,)u.

Nous avons alors SulSllu ur ut lment u de H @ et

done nous uvons envisager tout lment u de H N comme un

oraeur di sur l’enmble de mm de

le eonromaine es eonu darts g N . Par
rolonger ehaque lmen de g N eomme
g N R() tout enier de maniere que nous ao

ur tou lment U de II @ R(). D’o, no uens eonsidrer

ehaque lmen U de g N R(Y) eomme un orateur line
sur II @ .
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(13.1) Quand les produits H (R) , et H (R) R(,) sont en mme
temps de l’ordre 1, la norme d’un lment de @ R()
est aussi celle de celui comme un oprateur de H @ .

Remarque. De mme que le cas des fonctionnelles, nous ne pouvons
remplacer en gnral l’ordre 1 par celui p (p > 1) dans (13.1).

(13.2) Chaque produit kronkerienne E-adique H@ est trans-

forme par une produit U de H @ R() en quelque produit

kronkerienne E*-adique et la classe E* est dtermin com-
pltement par E et la classe de l’quivalence qui contient U.

(13.3) Pour un oprateur A d’un anneau des opraurs R()
donn, nous dsignons par , l’oprateur linaire et rn
sur H @ tel qu’on ait (HA@f)=(Af) @ H @f ur
ute produit H @f de H @ . I1 est dtermin univoque-

ment pour A et l’anneau R() dtermin par tous les
opraurs (A e R()) est isomorphique pologiquement

R(). De plus, les deux anneaux R() et R() ( # )
sont commutatifs l’un l’autre, et l’anneau dtermin par tous
les anneaux R() (2 e A) est la produit kronkerienne 0-
adique de R(} ( e A), off E0 dsigne la classe de l’qui-
valence qui contient l’opmteur identique de H @ , c’est-
-dire, {R()} (2 e A)est la factorisation de H @ R()).

Remarque. Nous pouvons donner la propri caractristique de
H @ R() de mme que M.J.v. Neumann l’a donn dans son

mmoire).
14. Nous avons les divers exemples des produits kronkeriennes

infinies des espaces linaires, p.e., celles des espaces (C), ceux (L),
ceux (l), e., et les conditions (*) et (**) sont remplies dans
pruits.

1) J.v. Neumann et F.J. Murray, On rings of operators, Ann. Math., 3’ (1936).
2) J.v. Neumann, loc. cit. (1).


