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118. La produit kroneckerienne infinie des espaces
linéaires.

Par Motokiti KONDO.
L’institut mathématique, "université impériale de Kyusyu, Fukuoka.
(Comm. by M. FUJIWARA, M.IA., Oct. 12, 1944))

M. J.v. Neumann® a introduit les notions de la produit kroneck-
erienne infinie des espaces hilbertiens et de celle des anneaux des
opérateurs sur ceux. Or, ces notions sont aussi importantes pour la
recherche des espaces linéaires et il est trés désireable de les introduire
sur ceux. Le but de cette note est de discuter ces notions pour les
espaces linéaires.

M.J.v. Neumann a défini la produit kroneckerienne infinie des
espaces hilbertiens constructivement en se servant la produit des fone-
tionnelles linéaires, mais dans cette note, nous avons défini deseriptive-
ment d’abord la produit kroneckerienne d’un nombre fini des espaces
linéaires et puis celle infinie de ces espaces comme la limite de ces
produits finies. La définition descriptive de la produit kroneckericnne
d’un nombre fini des espaces linéaires nous parait form alle mais nous
ne pouvons la définir constructivement sans perdre la généralité. En
effet, nous savons les diverses définitions de la produit kroneckerienne
d’un nombre fini des espaces linéaires et il n’y a aucune relation entre
elles.

1. Soient B, (1=1,2,...,7n) les espaces linéaires normés et com-
plets. Alors, nous entendrons par la produit des éléments f; de B;

1=1,2,...,n) la formule E’:&ﬁ =fi®,® - ®f, qui remplit les con-

ditions suivantes:
1) quelques soient les éléments f; de B; (A=1,2, ..., n), il existe
toujours la produit de ces éléments,

2) ﬁ@ﬂ est déterminée univoquement par f; (1=1,2, ..., n),
3) quand (ky, ks, ..., k,) est une permutation de (1,2, ...,7n), nous
avons ﬁ ®ka= 11 ®fa,

4) (H ®fa)®( TI ®fx) H ®f1,

5) pour un nombre a et une produit p-—H S ap désigne une
produit (af;)@ TI ®f;, et nous P'appelons la prodult de a et p; (i) ap
est définie pour tout nombre a et toute produit p, (ii) ap est déter-
mmee univoquement pour a« et p, (iii) (eB)p=a(fp), (iv) TT ® (. f)=
Tl'aln' ® S

A=1 A=1
6) un nombre que nous appelons la norme de p et la désignons

1) J.v. Neumann, On infinite direct product, Comp. Math., 6 (1939),
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n
par |p| correspond 3 chaque produit p= 1‘[ ®f} et elle jouit des pro-

priétés; (i) |p| =0, (i) IHOfAI—II Ifal, (i) Iapl—lallpl.
Puis, nous envisageons Ies sommes formelles Zpk =P+ Pet -+ Dm

des produits p; (k=1,2,...,m). Quand elles satxsfont aux conditions
suivantes :

7) quelleques soient les prosuits p. (k=1,2, ..., m), il existe la
somme de ces produits,

8) kﬁ‘ipk est déterminée univoquement pour les produits . (k=

1,2 ..,m),

9) p+pv'=p'+p,

10) (p+p)+p"=p+(p'+p"), .

11) pour un nombre a et une somme s=k21: Di, a8 désigne la somme
kﬁlapk, et nous l'appelons la produit de « et s; (i) pour tout nombre

a et toute somme s, il existe toujours la produit as, (ii) as est déter-
minée univoquement pour « et s, (iii) a(Bs)=(aB)s, (iv) (a+p)s=as+fs,
(v) a(s+8)=as+as,

12) pour deux sommes s et ¢, il existe toujours la somme s”
telle qu'on ait s=¢+g”, et nous la désignons par s—s' et en particulier
par 0 la somme s—s et par —s la somme 0—s,

18) pour deux sommes s=,§ pr et & =kZl Qr, OU P sont les pro-

duits des éléments de B; (1=1,2,...,0) et ¢ sont celles de ceux de
§B,, (/1 l+1, 142 ..., n), nous entendrons par la produit s ® ¢ la somme

EZp, ® gr; (i) quelle ques soient les sommes s et s, ot s et & sont

les sommes produits des éléments de B; (A=1,2,...,0) et B; (A=l+1,
142, ...,m) respectivement, il existe la produit s@s’, (ii) s®s" est
déterminée univoquement pour s et &, (iii) s® s'=¢ ®s, (v) sR (¢ ®
§)=(s®8)®8", (v) (s+8)3s"'=(s®8")+(s ®35"), (vi) (a8) ® (8s)=
(af)s® ¢,

14) quand mous avons f.=f,+f., nous avons R@ff—:f;‘@
Ifi+f. @ Qf,
Axp Ap

15) un nombre que nous appelons la norme de s et la désignons
par |s| correspond i chaque somme s et elle jouit des propriétés; (i)
|s] =0 et |s|=0 entraine s=0, (i) |s+&|<|s|+]|¢ |, (ii) |s®s |=
Isl|g'], Gv) |as|=lal]s],

Pensemble de toutes les sommes est un espace linéaire et normé. Nous
n
désignons par F1® B, celui obtenu en completant cet espace linéaire

et I'appelons la produit kroneckerienne de %B; (1=1,2, ..., n).
2. Voici quelques exemples de la produit kroneckerienne des
espaces linéaires.
(2.1) Etant donné un espace métrique compact R, nous désignons
par C(R) l'espace de toutes fonctions continues sur R dont
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la norme |f| d’un élément f=f(x) est donnée par la borne
supérieure de |f(x)| sur R. Alors, si nous définissons la
produit f; ® f; des éléments f,=fi(xr) de C(R) (k=1,2), ou
Ry, (k=1,2) sont les espgces métriques compacts, par la fone-
tion fi(x;)fx(x:) définie sur R; x R, nous avons C(R;) x C(R,)=
C(Ry x Ry).

(2.2) Etant donné un ensemble A non-vide et une mesure m(I") de
M. C. Caratheodory définie sur quelques sous-ensembles de A
telle qu’on ait m(A)=1, nous désignons par L,(A) U'espace de
toutes fonctions sommables sur A dont la norme |f| d'un

1
¢lément f=f(x) est donnée par { L'f () l”dx}?, ol p=1.

Alors, si nous définissons la produit des éléments de L,(Ax)
(k=1,2) de méme que le cas (2.1), nous avons L, (A;) ® L,(As)
= p(Al X Az)-

(2.3) Etant donné un espace métrique compact B sur lequel une
mesure m(E) de M.C. Caratheodory est définie de maniére
que m(R)=1, nous considérons les espaces C(R) et L,(R), ol
p=1. Alors, si nous définissons la prodnit f® g des éléments
f=f(x) de C(R) et g=g(y) de L(R) par la fonction f(x)g(y)
définie sur R x R de maniére que |f®g|=|f||g|, la produit
kroneckerienne C(R) ® L(R) est 'espace de toutes les fone-
tions sommables f(x,y) définies sur R X R telle qu'on ait

(*) borrggs Sup. {jR] flx,y) [ﬂdy}?lf< +

et que la norme de f(x,y) soit définie par le nombre donné
par (*).

(2.4) Etant donné l’espace 1, (p == 1), nous définissons la produit
de deux l'éléments f=(f,, [ .-.) et g=(gy, gs, -..) de cet espace
par Vélément (figy, figz fog1, ---) du méme espace, nous avons
I, ®l,=l,.

3. Maintenant, nous donnons un procédé général qui définit la
produit kroneckerienne des espaces linéaires B, (/1—-1 2, +.., 1) NOrmés

et complets. Nous posons d’abord pour la produit H ® f; des éléments
fide 8B, 1=1,2,...7n) | TI ® f; I—Hlf,,l Puis, etant donné un nombre
positif p=1, nous deﬁmssons la norme d’une somme s—g_] P des

produits p. (k=1,2,...,m) par la borne inférieure de J kZ}lqk, |7 pour

l
toute suite (qy, g, .-, q;) des produits telle qu’on ait s=:/_."1qk. Alors,
Pensemble de ces sommes est un espace linéaire et normé, et nous
n
obtenons la produit kroneckerienne 1TI1®%A en completant celui-ci. Nous

I'appelons la produit kroneckerienne (L,) des espaces B, (1=1, 2, ..., n).
4. Puis, nous considérons la produit kroneckerienne infinie des
espaces linéaires. Soient B; (1€ A) les espaces linéaires, normés et
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complets. Nous définissons d’abord une famille® —nous I’appelons une
famille projective des produits kroneckeriennes finies des espaces B,
(1 € A)—des produits kroneckeriennes du nombre fini de ces espaces
qui jouit des propriétés :

1) quelque soit le sous-ensemble N fini et non vide de A, il
existe précisément une produit Agf@ B, parmi cette famille et nous la

désignons par Py,
2) pour une suite finie {N:} (k=1,2,...,n) des sous-ensembles
finis, non vides et disjoints de A, s; el1 1;[\] ® B, (k=1,2, ...,n) entrainent
sNg

n n
| TT ®s,|=1T | 8] .
k=1 k=1

D’ailleurs, nous entendrons par une suite convergente (IN) des
éléments de B; (1€ A) un ensemble {f,} (e A), ot f;eB;, qui satis-
fait & la condition : nous pouvons choisir un nombre positif p de facon
que, quelque soit le nombre positif ¢ il existe un sous-ensemble fini
N, de A tel qu’on ait | p—AIGTNIf} || <e pour tout sous-ensemble fini

N de A qui contient N, De plus, nous appelons le nombre p la norme
de celle-ci.

(4.1) Quand un ensemble {f;} (A€ A), ot f;€B,, est une suite con-
vergente (N), tout ensemble obtenu en remplacant le nombre
fini des éléments de {f,} (A e A) par ceux contenus dans les
mémes espaces est aussi convergente (N).

(4.2) Quand un ensemble {f;} (e A), ol f;eB,, contient au moins
un élément 0 de quelque espace B, il est convergente (N).

(4.3) Quand un ensemble {f;} (f;eA), ol f,e%, est convergente
(N) et une produit A?Aa* est convergente®, 'ensemble {a,f;}

(A e A) est aussi convergente (N).
5. Or, pour une suite convergente (N) {f;} (Ae ), o f;eB,,
nous entendrons par la produit convergente (IN) des éléments f; de
B, (Ae A) la formule 151 ® f; qui remplit les conditions :

1) pour tout suite convergente (), il existe toujours la produit
de ces éléments,
2) ll’[ ® f; est déterminée univoquement par f; (A€ A),
eA

8) quand {k;} (AeA) est une permutation de {1} (1€ A), nous
avons ATIA®f;¢ X =Al'£1 ® fu
e €

4) quand A est une somme des ensembles non vides et disjoints
Ay (k=1,2,...,m), nous avons I ®{ T ®@f,}=TI ®f,,
k=1 ledy AeA

5) pour un nombre « et une produit p=xITA®fl. ap désigne une
€

1) Nous devons cette notion & MM. P. Alexandroff et H. Freudenthal. Voir P.
Alexandroff, Untersuchungen tiber Gestalt und Lage abgeschlossener Mengen beliebiger
Dimension, Ann. Math., 30 (1929) et H. Freudenthal, Entwicklungen von Raiimen und
ihren Gruppen, Comp. Math., 4 (1937).

2) Pour la convergence d’'une produit ‘ITA az, voir J.v. Neumann, loc. cit., p. 15,

€
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produit (af.) ®1£I ® f, et nous I’appelons la produit de « et p; (i) pour
“

tout a et toute produit p, il existe toujours la produit ap, (ii) ap est
déterminée univoquement par « et p, (iii) a(fp)=(af)p, (iv) quand une
produit AHAa‘ est convergente?, nous avons AHA® (a"f‘)=(xr£1 a)p,

e e e

6) nous appelons la norme d'une suite convergente (N) {f3}
(Ae A) celle de la produit TI ®f; et la désignons par |1‘I ®fil; @)

lpl20, () |TT®f|=11 lfxi ") lup|=lallpl.

6. Puls, nous 1ntrodulssons la notion de l'équivalence sur les
produits. Quand deux produits;ATE1 ®f et AITA® g, satisfont 3 la condi-
e e

tion : quelque soit le nombre positif ¢, il existe un sous-ensemble fini
N, de A tel que NS A—N, entraine 1IT ®fi— TI Cg;l<e dans la

produit kroneckerienne Py appartenue a la famllle projective donnée,
nous dirons quelles sont équivalentes I'une I'autre et nous désignons par

I ®f; ~T1I ®g, cette relation.
ieA Aed

(6.1) La relation de l'équivalence sur les produits est symétrique,
reflexive et transitive.

D’oti, nous pouvons classifier toutes les produits en les classes de
maniére que deux produits contenues dans une méme classe sont équi-
valentes I'une l'autre et celles contenues dans les classes différentes
ne sont pas équivalentes 'une Pautre. Nous appelons les classes ainsi
obtenues celles de P'équivalence et nous désignons par I' I'ensemble de
celles.

Remarque. La définition de I'équivalence donnée ici est une
généralisation de celle de M. J. v. Neumann?,

7. Etant donnée une classe € de 1’équivalence, nous considérons
n
les sommes formelles s=k§:.; pr d’'un nombre fini des produits pp (k=

1,2,...,n) appartenues 4 €. Alors, elles satisfont aux conditions :
7) quelleque soient les produits p, (k=1,2,...,n) de €, il existe

n
toujours la somme kE; Dies

n
8) la somme kElp/c est determinée univoquement par les produits

Dr: (k=1’ 29 ceey n)y
9)—12) données dans 1,
18) quand A est une somme des ensembles A; (k=1,2,...,7%)

U
non-vides et disjoints, nous prenons les sommes sk=21 iy (k=1,2,...,n)
=
des produits pi;= TI ® fif; (7=1,2,...,L et k=1,2....,m), 00 TI ® fij,
deAy Aedy

est la produit des éléments de B, (1 € A,) appartenus & quelqu’une des
produits de €, et nous désignons par kITI ®84=83%® - ®s, la

1) Pour la convergence d’'une produit AgA% voir J.v. Neumann, loc. cit, p. 15.

2) J.v. Neumann, loc, cit., p. 22.
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I 1

sommes 21 2211 L Dijy ® Doy ® =+ ® Py, 5 (1) quand les sommes s
J1=1 J2=

k=1,2,...,m) satlafont aux conditions données ici, il existe toujours

n n
la produit kTIl ®.8, (ii) kITl ® s, est déterminée univoquement par s

(k=1,2,...,m), (i) 1T ® skj=kf'1; ® s, o0 (kg Ky .. k) désigne une
Pt -
permutation de (1,2, ...,n), (iv) quand s, (k=1,2,...,m) sont en soi
A n n
les produits TIl ® sx; (k=1,2, ...,n), nous avons kH1 Hl ® s,,,-=kI‘I1 & sz,
g= =15= -

14) quand nous avons f,=f,+f« pour un indice # de A, nous
avons AT£1®f=f; ®A1;£ Rfitfa® Al;I ® fi
e "

8. Or, nous pouvons donner la notion de la norme sur ces sommes.
D’..bord, en prenant une produit p= 1’[ ® f; de €, nous considérons

une somme s§= Z‘pk telle que toute prodult pr soit obtenue en rem-

placant le nombre fini des éléments de {f;} (1 e A) par ceux contenus
dans les mémes espaces. Il existe alors un sous-ensemble fini N de A
tel que toute produit », (k=1,2, ..., n) peut étre écrit sous la forme

pk=h‘k ® I[ ®fd ’
AEN

ou h; (k=1,2,...,m) sont les éléments de Py de done, nous avons
2 n

s-—-(g hi) ®1FN® fi Or, comme la somme kiihk appartient encore i
< s =

Bu, nous posons en se servant la norme de cette somme dans Py

lsl=1 353 el T Il

Alors, 'ensemble de toutes les telles sommes est un espace linéaire et

normé et d’ot nous obtenons un espace linéaire P normé et complet

en completant celui-ci. Or, étant donnée une somme p’=/1 T ®g, deC,
eA

quand nous posons hy =JHN® 9 ®;E~r®f" ou N désigne un sous-
ensemble fini de A, les produits hy (N < A) appartiennent & € et
|hn—hn | < by —hyen | + | hyon: —hae |
—nlgzlnlp}HH ® fi— H ®QA|

+ nigalnlf'z”n@fa rgp@ga‘:

e€N-N’

ot M=NUN~-N et M'=N N —N'. Par consequent, étant donné
un nombre positif e, si nous prenons un sous-ensemble fini N, de A
de maniére que N < A— N, entraine | 1'[ ® g,— H ®f,| < ¢, NOUS avons

pour le nombre positif C=borné sup {AEINIJ}I Agvlg,ll} et NS N, N
| hy—hy | <2C%,
et donc la suite directe {hn} (NS A) converge vers un élément de P.
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D’ol,, nous identifions cette limite & la produit »'= TI ® g;, et en
général une somme s= }_, P des produits de € ala somme des éléments

identifiés & px. Nous avons défini Vespace P en se servant la produit
p=1ITA@f}, mais il est independent du choix de la produit » dans €,

d’ott nous P’appelons la produit kroneckerienne €-adique et le désignons
par AIIA@ ® B,

(8.1) L’ensemble de toutes les sommes des produits obetenues en
remplagant le nombre fini des éléments d’une produit donnée de
€ est partout dense dans la produit kroneckerienne €-adique

°® B,

9. Maintenant, nous introduissons la mesure m(d4) pour les sous-
ensembles de I telle qu’on ait m((@))=1 pour chague élément € de I”
et nous définissons la somme directe (L,) des espaces AHA@ ®B;, €elN),

e
ol p est un nombre = 1, ¢’est ce que nous appelons la produit kroneck-

erienne infinie de lordre p de B; (AeA) et nous le désignons par
AHA® B,. Il est evident que nous avons les diverses produite kroneck-
e

erienne infinie de B; (1 € A) suivant le choix de Vorder p et la famille
projective.

Encore, quand la famille de toutes produits kroneckeriennes (L,)
du nombre fini des espaces B, (1e.A) est projective, nous pouvons
définir par cette famille la produit kroneckerienne infinie de Pordre p
de B, (A€ A). Nous lappelons la produit kroneckerienne infinie (L,)
des espaces B; (4 € A).

10. Puis, nous considérons les fonctionnelles linéaires définies
sur la produit kroneckerienne des espaces linéaires. Nous définissons
d’abord la produit des fonctionnelles des espaces B; (1=1,2,...,m).
Etant données les fonctionnelles linéaries et bornées ¢: des espaces

B, (1 e A), nous entendrons par leur produit TI ® ¢, celle numemque

de ¢, 1=1,2,...,n) et nous posons pour une somme 8= EH ® fia
de TT ® %;
A=1
n m n
(6 T ® p)=23 TI (fuw 02)
et enfin, nous prolongeons continuellement la produit IT ® ¢; sur tous
les éléments de l’I ® B,, c’est la fonctionnelle lmeau‘e définie par la
produit }:[x ® ¢; et nous la désignons par ATI1® #; en soi. Or, pour

que la norme de la produit El ® ¢, est ffll o2, il faut qu'elle satisfait
a la condition

1) M. Kond6, Sur les sommes directes des espaces linéaires, Proc. 20 (1944),
2) B* désigne l’espace conjugué de B,
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*) 6@ el <Isl Tl

pour toute somme s. Nous avons alors
(10.1) Quand la produit kroneckerienne 11"‘[1 ® B, satisfait & la con-
dition (*), nous avons

(T ® B)*=T ® B} .
A=1 A=1

11. Etant donné un ensemble {N,} (1€ .A) des espaces linéaires,
normés et complets, nous supposons qu’il existe la produit kroneck-
erienne infinie et que chaque espaces de sa famille projective {Pn}
(NZ A) satisfait & la condition (*). Alors, la famille des espaces
conjugués B} (1€ .A) est aussi projective et done nous pouvons définir
la produit kroneckerienne infinie de l'ordre p des espaces conjugués
BF (AeA). Or, pour voir les propriétés fonctionnelles des éléments de
I'I ® B}, nous introduissons ici la notion de I'accordabilité. Pour une

prodult TI ® f; de 1'[ ® B; et celle TI ® ¢, de H ® B}, si la pro-
duit ITTA (f,,, o) est convergent nous dlrons que Al’ﬂ ® f; et lTL@ @2
e e e
sont accordées ’une 'autre et désignons ce fait par 11'1[1 ® fi /\151 ® ¢,
e
(11.1) Pour deux produits AHA® fi et AHA® g, de ATIA@) B, et celles
IT®g, et T ®¢; de T ® B}, les relations T ® f) ~
AeA ieA AeA AeA
M®g, TR~ ®¢, et TTQf; AT ® ¢, entrainent
AeA ied AeA AeA isA
encore II ® g, A II ® ¢,.
Aed AeA

D’ot, pour une classe € de I' et celle €* de I'*, quand une produit
de € et celle de €* sont accordées d’'une l’autre, chaque produit de €
et chaque produit de €* sont aussi accordées et donec nous désignons
ce fait par € A €*.

Or, pour une produit Agl ®f, de AIJA® B, et celle AFA® ¢; de

11’5@ B}, nous posons

e
(MRS M p)=T(fr,p) siona TRXfHLATT® ¢,
AeA AeA AeA AeA Aed

=0 si on n’a pas n@fAAH®¢A’
AeA deA

m n
et en général pour une some s=2‘i AHAfM et ga=21 ITI @, NOUS pOSONS
= € Y- 3A

m n
(S, fo)=2 E 1T (fl/b %u) .

u=1v=12eA
Alors, (4, ¢) est une fonctionnelle linéaire définie sur les sommes de
AI'£1® B, et par suite nous pouvons la prolonger continuellement sur
€
ll’&@ B, tout entier. D’alleurs, pour chaque élément u de lTL@ B,
€ €
(u, ¢), ol p est une somme de ATTA® By, est une fonctionnelle définie

€
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sur les sommes de TI ® BY, et donc nous pouvons la prolonger con-
tinuellement sur TI ® %; tout entier. D’odll, quand nous désignons par
(u. ) la valeur de cette fonctionnelle & I'élément ¢ de TI ® B, nous
avons les suivants:

@) [, o) S lullel,
(ii) (au‘l‘ﬁ?), go)=a(u, ¢)+lg('v’ 5") ’
(iii) (%, ap+Bp)=alu, p)+p(u, ¢),

c’est-a-dire, (u, ¢) est une fonctionnelle linéaire et bornée sur 151 ® B}
et en méme temps celle sur 151® %B,. Nous entendrons par ¢ la
fonctionnelle (u, ¢) définie sur ,1131® B,

(11.2) Quand Ale'IA® B, est une produit kroneckerienne infinie de

Pordre 1 des espaces B; (1e.A) par rapport & la famille
projective {By} (NE A), la produit kroneckerienne infinie
de Yordre 1 des espaces conjugués B} (Ae.A) par rapport 3
la famille projective {Px} (V< A) est Pespace conjugué de
151 ® B,, c’est-i-dire,

(T ®BY*=TI ® B} .
deA ieA
(11.3) Etant donné une classe € de 1’équivalence de I', quand nous

désignons par 4 'ensemble de toutes les classes €* de I'*
telles qu’on ait € A €% nous avons

(M@ PBY*'=>17, ® T ® B} .
Aed Cxed AeA
Remarque. Dans (11.2) et (11.3), nous ne pouvons remplacer 'ordre

de la produit kroneckerienne infinie par le nombre p tel qu’on ait
p>1 en général.

12. Puis, nous considérons la produit kroneckerienne des opérateurs
linéaires. Etant donnés les espaces linéaires R; (1=1,2, ..., n) normés
et complets, et les opérateurs A4, (1=1,2, ...,n) de R (B,), nous enten-

drons par la produit }TI® A, de ces opérateurs celui défini sur les

somme s=3] TT ® fiu de e B, par
pu=1 A=1 i=1
(f1 ® 4)s=31 TT (4.3,

et puis prolonge contmuellement sur IT ® B; tout entier. Or, pour
que la norme de TI ® A, est H | 4; I, 11 faut qu'elle satisfait 4 la
condition :

(+*) (T ® 45| S TT 14, [s]

1) M. Kondd, Les anneaux des opérateurs et les dimensions, Proc. 20 (1944).
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pour toute somme s. Alors, une somme s= E I} ® A;, est aussi un
opérateur linéaire et borné sur TT ® B, et donc nous pouvons considérer
chaque élément de la prodult kroneckenenne IT ® R(QBA) de R(SB;)
(1=1,2, ..., n) comme l'opératur linéaire et borne sur TT ® B;.

18. Etant donné un ensemble {&} (Ae A) des espa.oes linéaires,
normés et complets, nous supposons qu’il existe la produit kroneck-
erienne infinie de U'ordre p de ces espaces et que chaque espaces de sa
famille projective {n} (N < A) satisfait & la condition (**). Alors,
la famille des produits kroneckerienne ‘gv® R(B;) (NS A) est aussi

projective et donc nous pouvons définir la produit kroneckerienne infinie
de Vordre p de R(B;) (1 e A). Or, pour une produit 111 ® f; de ATIA® B;
€ €

et celle ATIIt ® A4, de ar£1® R(8B,), nous posons
( TI ® Aa) TT ®fz= H ® (Aafa)-

Alors, H ® (4,1) est aussi convergente (V) et d’olt quand nous posons
pour une somme s= E R @fm de JI® B,

(I ®Aa)2 TI ® fan= Z I ® (43,

la produit Ag@ A, est d’aprés la condition (**) un opérateur linéaire
et borné sur l’ensemble des sommes de AIG‘IA® B,. Done, nous pouvons
le prolonger continuellement sur Agl ® B, tout entier. L’opérateur ainsi
obtenu est linéaire et de la norme aExl A;| et c’est celui donné par la
produit TI ® A;. Puis, pour un élément u de 151® B, et une somme

S= 5‘_, TI ® A de IT ® R(%B,), nous posons

u=1 2eA

Su=§_.; (151 ® Az)u.

Nous avons alors | Su| <|S|lu| pour tout élément u de 151® B; et
donc nous pouvons envisager tout élément w de 151® B, comme un
opérateur défini sur ’ensemble de toutes sommes de lﬁ@ R(%B,) dont
le contre-domaine est contenu dans 121® B,. Par suite, nous pouvons
prolonger chaque élément % de AI;IA® B, comme un opérateur sur
lg@ R{®B,) tout entier de maniere que nous avons |Uu|<|U||u|
pour tout élément U de )Eﬂ@ R(8;). D’ou, nous pouvons considérer
chaque élément U de 11;&@ R(B;) comme un opérateur linéaire et borné
sur 151@ B;.



No. 8]
(13.1)

La produit kroneckerienne infinie des espaces linéaires. 579
Quand les produits Al’i@ B, et ATI ® R(B;) sont en méme
€ eA

temps de l'ordre 1, la norme d’un élément de AT&@ R(%B,)
est aussi celle de celui comme un opérateur de 1T¥4® B,.

Remarque. De méme que le cas des fonctionnelles, nous ne pouvons
remplacer en général 'ordre 1 par celui p (»p>1) dans (13.1).
(18.2) Chaque produit kroneckerienne €-adique IT}f ® B, est trans-

(13.3)

formée par une produit U de AITA® R(B,) en quelque produit

kroneckerienne €*-adique et la classe €* est déterminée com-
plétement par € et la classe de ’équivalence qui contient U.
Pour un opérateur A, d’un anneau des opérateurs R(B,)
donné, nous désignons par A, l'opérateur linéaire et borné
sur AHA® B; tel qu’on ait Ap(lg®fl)=(A,,f,,) ®,1£[ ® f; pour
€ 72
toute produit AHA® Ji de ATL@ B,. 1l est déterminé univoque-
e €
ment pour A, et Panneau R(B,) déterminé par tous les
opérateurs A, (A,‘ € R(QS,.)) est isomorphique topologiquement
3 R(B,). De plus, les deux anneaux R(B;) et R(B.) (13 )
sont commutatifs I'un l'autre, et I'anneau déterminé par tous
les anneaux R(B;) (Ae A) est la produit kroneckerienne €y

adique de R(B,)) (ReA), ou € désigne la classe de I'équi-
valence qui contlent I’'opérateur 1dent1que de TI ® B;, c’est-

Remarque. Nous pouvons donner la propriété caracterlstxque de
ITI ® R(®B,;) de méme que M.J.v. Neumann I’a donné dans son
eA

mémoire?.

14‘

Nous avons les divers exemples des produits kroneckeriennes

infinies des espaces linéaires, p.e., celles des espaces (C), ceux (L,),
ceux (I,), etc., et les conditions (*) et (**) sont remplies dans ces

produits.

1) J.v. Neumann et F.J. Murray, On rings of operators, Ann. Math., 37 (1936).
2) J.v. Neumann, loc. cit. (1).



