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44. Zur konformen Abbildung zweifach zusammen-
hdngender Gebiete, 1.

Von Ytsaku KOMATU.
Institut fiir Mathematik, Kaiserliche Universitit zu Tokyo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.LA., May 12, 1945.)

In der Theorie der konformen Abbildung von zweifach zusammenhiingenden
Gebieten werden gewisse Gebiete normaler Gestalt, etwa konzentrische Kreisringe,
Parallel-, Kreisbogen- oder Radialschlitzgebiete usw., oft als Normalgrundgebiete
aufgenommen. Ist ein beliebiges zweifach zusammenhingendes Gebiet vorge-
geben, so weist die Abbildung auf das eine von solchen Gebieten unter anderem
verschiedene besondere Extremaleigenschaften auf. Darauf hin, wenn wir als
vorgegebenes Grundgebiet einen konzentrischen Kreisring nehmen, so mag die
Abbildung von ihm auf ein anderes solcher Gebiete als die Extremalabbildung in
Frage kommen. Um verschiedene Schranken der Extremalprobleme beztiglich
irgendeiner Familie der Abbildungsfunktionen quantitativ zu bestimmen, sollen
wir also zuerst die expliziten Gestalten solcher speziellen Abbildungstunktionen
festsetzen. In den vorliegenden und nachfolgenden Noten soll der Verfasser sich
mit einer systematischen Herleitung der expliziten Ausdriicke solcher speziellen
Funktionen, der Schrankenbestimmung verschiedener Verzerrungssitze sowie den
verwandten Problemen fiir die in einem Kreisringe schlichte Abbildungsfunktio-
nenfamilie beschiiftigen”.

A. Eininge spezielle Abbildungsfunktionen.

1. Verallgemeinerte Greensche Funktion eines Kreisringes.

Wir betrachten zuerst eine Funktion f(z;2. ), deren reeller Teil die Green-
sche Funktion mit dem Pol z,., von einem vorgegebenen konzentrischen Kreisringe
R: ¢<|z|<1 liefert. Sie verhilt sich, von einem einzigen inneren Punkte
% (¢ < | 20| <1) abgeachen, tiberall in R analytisch, aber dort vieldeutig, und
1Bt sich bekanntlich® darstellen etwa in der Gestalt

o's(i Ig —-?—z'q"z—)
a'(i Ig :T)

1) In bezug auf betreffende Probleme fiir die Parallelschlitzabbildung vgl. man etwa
Y. Komatu, Die Geschwindigkeitspotentiale und die Kutta-Joukowskischen Bedingungen fiir
c!ie Strémungen in vielfach zussammenhiingenden Gebieten, II. Proc. 21 (1945), 83-93;
Uber Verzerrungen bei der konformen Parallelschlitzabbildung von zweifach zusammen-
héingenden Gebieten. Proc. 21 (1945), 1-5.

2) Vgl etwa die in Anm. 1) genannte erste Note.

f(z32.)=Ig

gz + 22 ) (@ v | g2+ B(),
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worin B(z,) eine iibrigens bis auf eine rein imagingre additive Konstante wohl
bestimmte GroBe bedeutet und zwar etwa durch den Ausdruck
1
Bl)=( -+ 22 e (g T I leg

oo o.,.

—lg(iq*'ﬂ' T q,,,_,)) 2”‘lg(q *Izwl)lg——

gegeben wird, Die hier auftrenden Bezeichnungen aus der WeierstraBischen
Theorie der elliptischen Funktionen beziehen sich alle auf diejenigen, welche die
primitiven Perioden

%20 =27 und Zwx=2i lg%

besitzen., Diese Funktion 148t sich aber weiter in eine bequemere Gestalt umfor
men. Wir konnen sie nimlich, mittels der Legendreschen Relation
127" —-mm—-nswl—"/m ]8—‘— —s
und nach Vernachlissigung einer unbedeutendm rein imagindiren additiven Kon-
stante, in eine mehr tibersichtliche Form
o(ilg ) (1182

qw) +2inIg (¢ ¥ )22

f(z320)=1g " —
G'('l: ]g -Z)a's('b Ig -—q—
bringen.
Fijhren wir nun eine Funktion f(2;Z.;a,a;) mit beiden reellen Para-
metern @, und a; ein durch die Gleichung

f(2320300, 1) =f(2320 ) — a—;;!ﬂ lgz+a,

so stellt sie diejenige Funktion dar, deren reeller Teil gerade die sogenannte
verallgemeinerte Greensche Funktion mit den Randwerten ao und a; liefert. Die
eindeutig bestimmte reelle Funktion $f(2;%.;a, ;) nimmt nimlich die kon-
stanten Randwerte @, und a; auf | z| =¢ bzw. | z| = 1, und weist die Harmonizitit
und Singularitit derselben Art wie die (gewohnliche) Greensche Funktion
RS2 20)=Rf(2;2.;0, 0) selbst auf.

Mit Hilfe der soeben definierten Funktion kénnen wir, bei beliebiger Vorgabe
beider positiven Konstanten e* und e* sowie emner beliebigen komplexen Zahl z,
mit g< | 2z»| <1, eine in R analytische (aber im allgemeinen vieldeutige) Funk-
tion f*(z;2,;¢™, ¢*) ohne weiteres konstruieren, welche sich bis auf einen ein-
gzigen Pol 2,, erster Ordnung dort {iberall reguliir verhiilt und deren Absolutbetrag
auf|z| = q und | z| = 1 gleich den konstanten Werten ™ baw. ™ ist. Sie 1Bt
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sich nimlich einfach durch den Ausdruck
F¥(2;203€™, €)= exp f(2; 205, ar)
: oCilezdon(i e 2 )

= M Bnlk (q— T |200])—(a1—a0))/1g @ /A
. 2 .
o(ite2) (i)

liefern, und bestimmt sich offenbar, von einem konstanten Faktor mit dem
Absolutbetrag Eins abgesehen, ganz eindeutigerweise. Sie gentigt sogar ersichtlich
der Identitit

(2320567, €)= [¥(2;2031, 6"7%) .
Bei einer speziellen Substitution der unabhingigen Veréinderlichen: Ig 2z
Ig z+ 27t bekommt diese Funktion, wie man leicht tibersehen kann, den Faktor

exp (S Cll] — (=),

dessen . Ablutbetrag natiirlich gleich Eins ist, und dessen Argument gerade mit
dem Periodizititsmodul von f(2;2w ;003 @), du h. mit dem Werte des Integrals

C};df(Z;z..;ao,an) )

auf einem in R verlaufenden und beide Randkomponenten voneinander trennen-
den Wege erstreckt, tibereinstimmt.
2. Monodromiebedingung fur die Kreisbogenschlitzabbildung.

Zwei voneinander verschiedene Punkte z, und 2z, selen im Innern vom
Grundgebiete R beliebig vorgegeben. Wir betrachten nun diejenige Funktion
o=wl2)=w2;%,%) ,
welche den Ring R auf ein Kreisbogenschlitzgebiet abbildet, das durch Aufschli
tzung der vollen w-Ebene lings zwei Kreisbogen um o =0 entsteht, und sogar den

Normierungsbedingungen

ol(2)=0, o2)=, Res[2; @:]=1
geniigt. Sie bestimmt sich bekanntlich durch die angegebenen Nebenbedingun-
gen ganz eindeutigerweise®.
Nun bemerken wir, daB jeder Zweig der Funktion
s (S22 i)

sich im ganzen R regulir und sogar eindeutig verhilt. Die Regularitit ist
némlich ohne weiteres ersiehtlich, und jeder Zweig kann iibrigens htchstens einen
rein imaginéiren Periodizitdtsmodul besitzen. Aber die letztgenannte GroBe

3) Betreffs dieser Tatsache werden wir wieder am Anfang des nichsten Paragraphen
niher eingehen.
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betrigt wirklich gerade Null. Um dies zu zeigen, geniigt es ja zu beweisen, daB
diese Funktion bei einer besonderen Substitution 1gz|lgz+ 2uri,. ebwa lings
|z| =1, invariant bleibt. Dabei transformieren sich aber die betreffenden
Summanden wie im folgenden:
o a2
Ig wi(2) l g w,,(z) ’

‘woraus tatsiichlich die behauptete Invarianz folgt.

Bezeichnen wir nun mit || = mo und |w| = m, die Kreise, welche die
Bildschlitze von | z| = ¢ bzw. |z| = 1 bei der Abbildung w=ws(z) tragen, so
sind die Randwerte des reellen Teils der betreffenden soeben betrachteten Funk-
tion gleich

g (122 22 o 0)= {

2=z

i + 2925
1—z.2

; 1 - quew _40 T %0 30 )
ch —z 1 —z,,qe“’ )
g m, (z=¢®)
Wir kinnen also auf sie Monodromiebedingung® anwenden, welche durch jede in
R reguliire und eindeutige Funktion erfiillt wird. So erhalten wir die Bezichung

1-—-zoqe g6’ —2z,
Ig m,=lg mo+ %I Ig 6 7 #———quem do.

Das rechts stehende Integral 1aBt sich aber leicht, etwa mittels der GauBischen
Mittelwertsatzes, explizit ausrechnen, und so ergibt. sich eine merkwiirdige

Relation
my =’_z_~;_,
M 2

3. Herleitung der Abbildungsfunktion wy(z;2.,%) mittels der verall-
gemeinerten Greenschen Funktion.

Um die Gestalt der im letzten Paragraphen definierten Abbildungsfunktion
0i(2)=0w(2;%, %) explizit zu bestimmen, bemerken wir zuvor, daB sie sich
schon durch ihre Normierungsbedingungen an 2z, und 2z, nebst der Bedingung
wi(2)3<0, die Konstanz ihres Absolutbetrages auf beiden Randkemponenten
sowie das Verschwinden ihrer Umlaufszahl etwa lings |z| = 1, d. h.

1
27’_?: "]-ldlgmﬂ'(z)—o ’

ganz charakterisieren 1iBt.
Es sei niimlich 0*(z) eine beliebige Funktion, die den angegebenen Bedin
gungen geniigt. Das Quotient Q(2) =w*(2)/wi(z) verhiilt sich dann an jedem

4) Vgl -z B. Y. Komatu, Untersuchungen iiber konforme Abbildung von zweifach
zu-ammenhingenden Gebieten, Proc. Phys.-Math. Soc. Japan 25 (1943), 1-42.
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Punkte von R reguléir und verschwindet nirgends; somit stellt die GroBe 1g|Q(z)|
M,

my

auf

eine reguldr harmonische Funktion mit den konstanten Randwerten Ig

| 2 |—-qundlg auf |z| =1 dar; hierbei bedeuten M, und M, die Randwerte
von |w*(2)| auf Izl— =1. Wir erhalten also nacheinander
Cig iy (Mo g B0 ) el
|| =g, -+l — T - )0

Mom1 f1eq

Q2)= 2 e,
my

mit einer gewissen reellen Konstante 4.  Nach der Voraussetzung ergibt sich aber
0=5. BN =l 1eq,
und folglich, wie behauptet,
Q(z) =e> 2 " = konst. =Q(z.)=1 oder @*(z)=wi(z)

Nach dieser Vorbemerkung betrachten wir jetzt das mittels der im vorigen
Paragraphen eingefiihrten Funktion f* gebildete Quotient
o
O()=0Cs 20, w500y 1y 1, B) =O-TLEEL 0.
worin C (3x0) eine spiter genau zu bestimmende Konstante bedeutet. Es verhilt
gich natiirlich 1n R meromorph und besitzt die folgenden Eigenschaften:
P(2)=0, @'(2)=0; O(z)=c,

1 — o Be8 [203*(25 205 €%, €*1) ]
Res [Zw, ¢]"'C f*(zm.zo.eﬂo 6")

— O — iz )e=%,, @in3 lg| [ @1-00)+(By—BoN/1E ¢

. L1 e e . Z
9 0‘("' Ig z.,,)a'('b g ’Z)G‘s:("f Ig q )0'3('& Ieg “q—‘) )
] . Zeo 0 2% ’
o(ilg 20)0'3(’1: Ig T)G‘z(" Ig )
_plCle®  (lz]l=9),
I(P(z)l'—{ IClen ™ (|z]=1);
1 =1 (1| %= g — -
o 1 0=7 7 (] 2| -Ca—w) +(8-8)
wo das Integral auf einem in R verlaufenden und seine beide Randkomponenten

trennenden Wege zu erstrecken ist. 'Wihlen wir also insbesondere die Parameter
ay, a;, By, B und die Konstante C, derart, daB beide Bezichungen

a —00_([31—.30)=_lg_!—z';:" !7 R

und
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0= _z_i_e*—(ﬁl—h‘)z”—@"n—‘) Ig IT'.: [/]g q

x

oCilg 2)an i lg = 2= )o(i g )

oCilg 2o (i 12 ) (ug [z}, (ug =)
bestehen, so erfiillt die Funktion @(z) alle im Anfang dieses Paragraphen fiir
(2320, %) erwihnten Bedingungen. Wir gelangen somit zur gewlinschten ex-
pliziten Darstellung fiir die Abbildungsfunktion wi(2; 2., %), Welche lautet:

v [ 2z \m
et £ (2)%
(23 %05 %) o\

o D 5l )
(e 2 )ofite 2 (i1 B s
() (@ te =)ol 2 doCi g )

)(lg =)o gl T )

Nebenbei bemerkt ist ihre Ableitung an der Nullstelle z, gleich

_—_1__ 2 T‘K‘— [ o(ilgzam) I”
e = o () e kel il
hierbei haben wir die Tatsachen beniitzt, daBl bei unsrem Falle 2w,=27, 20s
=2i1g % die Relation nach Legendre:

X

1 oo _1y=2m_

sowie die identische Beziehung o) =0(u) gilt.

4. Eine direkte Herleitung von wx(2;%w, 2 )

Die die Kreisbogenschlitzabbildung des Kreisringes vermittelnde Funktion
Bt sich, wie im letzten Paragraphen wirklich gezeigt wurde, mittels der Green-
schen oder lieber der verallgemeinerten Greenschen Funktion leicht konstruieren.
Dieselbe Methode scheint aber durch irgendeine einfache Modifikation nicht auf
die Konstruktion der spiter auftretenden verwandten Abbildungsfunktionen an
wenden zu konnen. Um alle in den vorliegenden und nachfolgenden Noten
behandelten speziellen Abbildungsfunktionen systematisch aus einer und derselben
Quelle ziehen zu wollen, sollen wir hier aufs neue ein anderes mehr unmittelbares
Herleitungsverfahren fiir die Funktion wx(2;2-, %) angeben, welches sich umge
kehrt auf Konstruktion der Greenschen Funktion selbst anwenden 158t.

Zum Zwecke bemerken wir zuerst die speziellen Gestalten beider Gebiete,
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welche durch die betreffende Abbildung o= w:(z) voneinander entsprechen sollen.
Es liegt nimlich nahe, das Spiegelungsprinzip erfolglich anwendbar zu sein. In
der Tat 1iBt sich diese Abbildungsfunktion, vom Urkreisringe R ausgehend, suk-
zessiy in die benachbarten Kreisringe mit demselben Modul Ig % analytisch

fortsetzen, derart, da} die Funktionalgleiehungen

A D)=y ™ (D)=

immer bestehen, worin m, und m, dieselbe Bedeutung wie vorher besitzt, und
woraus weiter die fundamentale Funktionalgleichung

o) =="F ( 2 = ()=

folgt. Die analytisch fortgesetzte Funktion wx(z) verhilt sich also in der ganzen
punktierten Ebene 0< | z| < co meromorph. Ihre Pole liegen an den Punkten

2

q%zw ’ qu (n=0, £1, £2,...)

und sind simtlich einfach; alle Nullstellen sind auch einfach und liegen an den
Punkten

2n

q?mZo, —-é—— (n=0, "._"1, "_':2, --o) .

LS

Nehmen wir nun einen Kreisring um z=0 mit dem Modul 2 lg -;'— , etwa den

Vereinigungskreisring ¢< |z| < —;— von dem Urkreisringe R und dessen Spiegel-

bilde am |z| = 1, aufs neue als Grundgebiet, so enthilt es je zwei Unendlichkeits-
und Nullstellen

1
Zoy —— bzw. 29, —1—
% 200
Um nun den Periodizititscharakter der betreffenden Abbildungsfunktion
noch deutlicher einzusehen, wollen wir eine neue Verinderliche w durch die

Gleichung
w=1lgz oder z2=e¢™ ™
einfithren, und darauf hin setzen wir
Q(w)=ae™).
Die Eindeutigkeit von wx(z) zieht zuerst ohne weiteres nach sich die entspre-
chende Periodizitiit :
2(w+27r)=02(w).
Wir erhalten weiter nach der oben angegebenen Funktionalgleichung eine kom-
plementiire Pseudoperiodizitit:
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.Q(w +2ilg —;~) = ( Z:: )29(10)

Betrachten wir das Grundrechteck

V. 0<Rw< 2, —lg—gll——<8w< lg —;—,
welches bei der Transformation w=1 lg 2z aus dem liings der positiv-reellen Achse
aufgeschlitzten Kreisringe ¢< |z| < —;— entsteht, so besitzt die Funktion 2(w)

dort je zwei einfache Unendlichkeits- und Nullstellen
=1 18 70, Ty =i Ig % w=ilgn, Bu—ilg —;:

Nach dem oben erwihnten Periodizititscharakter von wx(2) geniigt die eindeutige

Funktion

o{(Ww—we )o(w—w,)

o(w—we )o(w—wy)

mit einer unten festzustellenden Konstante @ beiden Gleichungen
F(w+27)=F(w) exp [ —(4piJ(Weo — o) —2mia)] ,

F(w+ 2ilg —Z) = F('w)( e )2 exp [ — (it —wp)—2a lg '91,"‘)]

Wihlen wir daher die Parameter @, ma und m;, derart, da die Relationen
i I(Weo —0y) — 2710 =0 ,

2lg —:g:’— — At (W —wyp) —20a Ig —;— =0

F(w)=2(w)e™”

oder
200

_ 2y )= 2m
a= - 3(’“)00 ’wo)- %

o

’

% = exp (2173133(%—100) + 2y % Ig . —ZZ~ D

™

2 01 oo
= exn (2ot L e le] 7 ) =| 2=

gelten sollen, so besteht die reine Doppeltperiodizitst

F(w+27r)=F('w+2'£lg % )=F(w)
Also ist F(w) eine elliptische Funktion, welche sogar sich iiberall im ganzen
fundamentalen Periodenparallelogramm V reguliir verhiilt, Daher muB sie iden-
tisch gleich einer Konstante sein. Die Annahme Res [2w;wi(2)] =1 zieht aber
nach sich die entsprechende Bedingung

Res [we; 2(w)] =16™,

und folglich ergibt sich

Flw,) =igetiaws

0'( Weo — :‘-—00)

(oo — W0 )0 (Weo — W)
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Somit erhalten wir schlieBlich die endgiiltige Darstellung
(23200, 20) =2(w)
() a(ugwa(ug—f—)a(i lg 2
e ol )oCilg |2l Do{i1g 2 JoCila )

welche gerade mit derjenigen im vorigen Paragraphen erhaltenen iibereinstimmt.

5. Monodromiebedingung fur die Radialschlitzabbildung.

Wir haben in den vorigen Paragraphen die Kreisbogenschlitzabbildung
@ =w;(2) des Kreisringes R: ¢< |z| <1 behandelt. Wir kdnnen uns mittels
ganz shnlicher Methode diejenige Funktion

o=0,(2)=w,(2;%,2)
unter denselben Normierungsbedingungen wie bei w.(2):
0 (%)=0, @z)=c, Res[z;0,]=1

beschiftigen, welche die Abbildung von R auf ein Radialschlitzgebiet vermittelt,
das dadurch entsteht, dal man die volle w-Ebene lings zwei Strecken auf den
Radialstrahlen beziiglich @ =0 aufschlitzt. Diese Funktion bestimmmt sich wie-
derum durch die angegebenen Normierungsbediugungen ganz eindeutigerweise.
Hierbei verhalt sich jeder Zweig der Funktion

_—

lzozz—
2—2 1—

m,( z)]

in B wiederum regulir und sogar emdeutlg, was in ganz shnlicher Weise wie
beim Falle e,(2) bestitigt werden kann, Bezeichnen wir also beide die Bildsch
litze von |z| =¢ und |z| =1 tragenden Halbstrahlen mit arg o =x, baw. =x, und
wenden dann auf diese Funktion die Monodromiebedingung an, so ergibt sich
sofort die Gleichung:

z,+-——j (e = —]‘_’m—\do

_ " g (L= 29¢° _ge” )
=0t 2-1r o T8 ( qe® —2 l-zwqe d6 .
Die hier auftretenden Integrale lassen sich beide, etwa mittels des GauBischen
Mittelwertsatzes, leicht ausreechnen, und wir erhalten somit die wichtige Relation

200
X —X = arg — :
g 2

lnerbei sind die Zweige der Argumente natiirlicherweise geeignet zu wihlen.
6. Bestimmung der die Radialschlitzabbildung vermittelnde Funktion
@,(2; %0y 20
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Um die Fuktion o,(2)=,(2;%., %) explizit darzustellen, kénnen wir ganz
wie vorher fortfahren. Sie 1aBt sich nsimlich in eine auf der punktierten Ebene
0< |2| < oo meromorphe Funktion, mittels der Funktionalgleichungen

j_ Rk T 7N _1__ =¥ Y
o - )=e o (2), o 2 )¢ o(2),
analytisch fortsetzen, woraus weiter die Gleichung
o)t L) = T o0

folgt. Ihre in Frage kommenden Unendlichkeits- und Nullstellen liegen an den
Punkten
und sind natiirlich simtlich einfach.
Fithren wir wiederum die Hilfsveriinderliche w=1lgz ein und betrachten
dann die transformierte Funktion
Qw)=w (62, %),
so gentigt sie den entsprechenden Funktionalgleichungen

O(w+2m)=0(w) und @(w+2ilg %) S OY
und., besitzt im Grundrechtecke V je zwei einfache Pole und Nullstellen:

Weo="1 1g 2e0y W, —'zlg——bzw wy="11g 20, W,

Die mit einer spiter festzustellenden Konstante b versehene Funktion

o (W — W Yo (0 — W)
P(u) =@ (u)d 2 e s

verhilt sich also tiberall im Endlichen der w-Ebene regulir und eindeutig, d. h.
stellt eine ganze Funktion dar. Sie geniigt sogar den Funktionalgleichungen
P(w+2m)=F(w) exp [ —49R(we—wuy) —27b)] ,
F(1w+2i g 1) = F(w) exp(2iCx1 1)~ (4miCon—w) ~ 2 &)
Bestimmen wir deshalb die hier enthaltenen Parameter durch die Relationen

b= %‘—%(ww—wo)”—‘—*gﬁ a-lg"zi ,

™ Z0

—%="—20s IR (wee — ) + —— 2”' lgg

_2( . 1 _ o gy P
_Wi(ﬂ"blg q 773'"')9'1'8 % arg %

so wird die Funkfion F(w) doppeltperiodisch. Ihrer Eindeutigkeit und Regulari
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tit wegen muB sie also identisch konstant sein. Wir erhalten somit, unter
Berticksichtigung der auferlegten Normierung an z,, die gesuchte Darstellung:

y 2"!1‘ 200
? 2\ arg —

ﬁ’r(z;zow Zo)= (Z ) = o
2’“ 00

o [l i 18 2 )oCi lg )
ol 2 )oCilg 2rdo{ilg 22 YoCilg 2)
Die Ableitung an z, betragt hierbei
~1_(_zo_ ey o(ilg |2 oCilg] %]
o\ B o162 ) | oCilg2u)

X

02320,y %) =



