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29. Bemerkungen iiber infinitesimale Deformationen

eines Raumes.*

Von Kentaro YANO.

Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitit zu Tokyo.
(Comm. by 8. KAKEYA, M.L.A., March 12, 1945),

§0. Seitdem T. Levi-Civita® seine berithmte Arbeit iiber geoditische Ab-
weichung verd ffentlichte, sind die infinitesimalen Deformationen der Kurven in
Riemannschem oder in allgemeinem metrischem Raum von J. L. Synge®, V.
Hlavaty®, A.J. McConnell®, H. A. Hayden® w. a. untersucht worden. Die
Theorie der infinitesimalen Transformationen sind dann von J. A. Schouten®, E.
Bortolotti”, H. A. Hayden”, E. T. Davies”, P. Dienes' und A. G. Walker' ftir
einen Unterraum in Riemannschem, in allgemeinem metrischem Raum oder noch

* Diese Forschung wurde auf Kosten der Ausgaben des Unterrichtsministeriums fiir
wissenschaftliche Forschung ausgefiihrt.
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allgemeiner in allgemeinem affinem Raum mit Torsion weiter verallgemeinert
worden.

Andererseits untersuchte W. Slebodzinski” diejeniegen infinitesimalen Defor-
mationen eines Raumes-selbst mit einer affinen ﬁbertragung, welche die simtlichen
mittels der affinen Ubertragung des Raumes definierten Eigenschaften unversindert
bleiben lassen; er nannte sie isomorphe Transformationen,

D. van Dantzig® hat darauf hingewiesen, dass der Raum mit einer affinen
ﬁbertragung, der den Raum mit einer projektiven Ubertragung® darstellt, eine
isomorphe Transformation zulidsst, indem er gezeigt hat, dass das sogenannte Lie-
sche Differential der affinen Ubertragung dabei verschwinden muss. Die Slebodzin-
gkische isomorphe Transformation wurde von L. P. Eisenhart® sowie von M. S.
Knebelman® affine Kollineation genannt. Die Theorie der infinitesimalen Trans-
formationen des Raumes wurde danach von J.A. Schouten und E.R. van
Kampen® systematisch entwickelt ; sie haben némlich insbesondere gezeigt, dass
wir bei Betrachtung einer durch

(0.1) =2+ 8Edt
definierten infinitesimalen Deformation des Raumes, die einen Punkt P(z) in
einen benachbarten Punkt Q(z+ £dt) bringt, am Punkte Q drei verschiedene
Werte eines Vektors v* gewinnen: erstens

1
(0.2) P+ &dt=2 +do? P
der den Feldwert von v* an @ darstellt, zweitens
(0.3) o — D edt=1*+do*,

der den durch Parallelismus von P nach @ verschobenen Vektor bedeutet, und
letztens
3
(0.4) v+ wdt=v*+do?,
der den durch (0.1) von P nach Q mitgeschleppten Vektor ausdriickt. Alle

Differenzen zwischen ihnen
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(rs) r ] ())
(0.5) d=(d—dP=—DAdt  (r,s=1,2,3)
an as
sind die kontravarianten Vektoren wie +’. Hierbei bedeutet D v*dt, D v*dt

— Dipdt und (B)'o"dt das kovariante, Liesche bzw. scheinbare Differential von .
Die Slebodzinskische isomorphe Transformation lisst sich durch Verschwinden des
Lieschen Differentials der affinen Ubertragung I'), charakterisieren, Das schein-
bare Differential wurde schon von A.J. McConnell und von H. A. Hayden in
ijhren oben zitierten Arbeiten tiber infinitesimale Deformationen der Kurven be-
nutzt, Seit Veréfientlichung der Arbeit von J. A. Schouten und E. R. van Kam-
pen ist das sogenannte Liesche Differential in einem Raum mit einer affinen Uber-
tragung von E. T. Davies”, P. Dienes® und N. Coburn® weiter untersucht und
sogar von E. T. Davies” fiir den verallgemeinerten metrischen Raum verallgemei-
nert worden.

J. A. Schouten und E.R. van Kampen behandelten, als eine Anwendung
ihrer Theorie, die infinitesimalen Deformationen eines nichtholonomen Raumes;
ihre Untersuchung ist demnach von E. T. Davies™ fortgesetzt worden.

Es scheint jedoch dem Verfasser, dass diese Theorien mehr oder weniger von
formalem Charakter sind. Darum soll nun eine Methode angegeben werden,
wodurch sich das Wesen der Theorie der Deformation mehr geometriseh erkennen
lisst. Es gibt zwar noch eine andere Methode, die uns diejeniege Theorie der De-
formation mehr intuitiv tibersehen lisst, welche darin besteht, dass wir tangentiale
Deformation eines in einem gewdhnlichen Raum ohne Krtimmung eingebetteten
Unterraumes betrachten und sie dabei fiir die Deformation des eingebetteten
Raumes selbst ansehen; aber Einzelheiten sollen an anderem Orte angegeben
werden.

§ 1. In einem n-dimensionalen Raum A, mit einer affinen ﬁbemragung,
der die Ubertragungsparameter I'}(z) sowie den Torsionstensor

(1) Sw=In—T%
begitzt, betrachten wir jetzt eine infinitesimale Deformation
(1.2) P=z"+8&\dt,
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die den Funkt 2* in den benachbarten Punkt 2* bringt, worin df eine infinitesi-
male Grosse bedeutet. Hierbei soll wie tiblich nur die Grossen erster Ordnung
beziiglich df in Betracht genommen werden.

Wir betrachten nun einen kontravarianten Vektor v*, und gewinnen den
mitgeschleppten Vektor wie im folgenden: Da der Funkt 2* durch (1.2) in den
Punkt 2 + £dt gebracht wird, so geht dabei der Punkt 2* + v"¢, der auf dem Vektor:
v* und in unendlicher Nihe von #* liegt, in den Punkt 2*+v*e+ (& + &%) dt
tiber. Wir kénnen also denken, dass der durch

[(2*+ v*)—2*] /e
an 2 gegebene Vektor v* in den Vektor
P(@)=[{2*+ e+ (B +E 2We)dt} — {2 +8dt}] /e

cder

(1.3) V()= + 8 o'dt
tibergegangen ist. Andererseits, wenn wir uns zuvor auf ein Vektorfeld v*(2) be-
zogen haben, so kénnen wir an z*+ §’dt den zugehdrigen Feldwert

?(2) =7 (x+&dt) =v"(z) +* ,£"dt

betrachten, und die Differenz beider Grossen betrigt also

(14) Dv*=[*,6"— & 0" ]dt
oder, in Tensorform geschrieben,
(15) D= [ ,8'— &8 0’ — S\ 06 ]dt .

Sie stellt nichts anderes als das sogenannte Liesche Differential von v* in der
durch & gegelenen Richtung dar. Um nun das Liesche Differential eines kovari-
anten Vektorfeldes u, zu definieren, nehmen wir hierbei an, dass das Liesche Di-
flerential eines Skalars f mit dem tiblichen in der Richtung £ genommen Di-
flerential tibereinstimme und der Operator D sich nach demselben Gesetz wie dem
fur die ubliche Differentiation regle. Fur einen beliebigen kontravarianten Vektor
v* ergibt sich demnach

(1.6) D(upt*)=d(u*)
und folglich
(D )0 + 1, (Do) =[ (i, 16" )0 + 1, (0* ) 1 .

Einsetzen von (1.4) in die letate Gleichung zieht nach sich wegen der Will-

kurlichkeit von v* die Beziehung

.m Du,= [, 18"+ 8 yun ]dt
oder, wiederum in Tensorform geschrieben,
(1c8) .Du‘,,= ['u",;yev'*' Ek;p,u) + &uvﬂ)&?] dt .

Die letzte Tensorform lssst sich unmittelbar auch mit Bertucksicht auf die
Gleichungen
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(1.9) D(uv*)=d(ut*)=8(w2*)
herleiten, wo 8 das kovariante Differential in der durch §* bestimmten Richtung
bedeutet; hierbei ist die zweite Gleichheit eine direkte Folgerung aus der Eigen-
schaft, dass das kovariante Differential fiir eine skalare Funktion gerade dem tib-
lichen gleich ist. Aus der Gleichung (1.9) ergibt sich namlich
(Dup )t +u (D) = [ (un )0 + 0 (0,87) ]

Setzen wir dann (1.5) in diese Gleichung ein, so erhalten wir in der Tat die Be-
ziehungen (1.8).

Auf einen allgemeinen Tensor T%,, wenden wir nun mittels drei beliebiger

Vektoren u,, v*, w* dasselbe Verfahren wie oben an. Aus der Annahme
D(Fopuatw’) = d( Plpsuantw”)
folgt dann
(110) DI ={Th "~ T2 8 o+ Th 8+ TALE” V] dE
oder, wieder in Tensorform umgeschrieben,
(111) D =[Th = T2 o+ ThnE o+ ThE%
— P2 S ™+ DTS2 pn€™ + ThuS2ua€™1dt

Diesgelbe Tensorform lisst sich auch aus der Beziechung

DT unv*w”) =8( Py w”)
unmittelbar gewinnen.

§2. Die Lieschen Differentiale der Vektoren sowie der Tensoren sind hier-
mit wohlbestimmt, und wir sollen nun das Liesche Differential der affinen Uber-
tragung definieren wie im folgenden.

Betrachten wir zum Zwecke zuerst einen kontravarianten Vektor »* an einem
Punkte 2* und schieben ihn parallel in den benachbarten Punkt z*+ da, so ergibt
gich an 2*+ d2* ein Vektor

P(z+dz) =v*(2) — Iw'da’.
Bei der infinitesimalen Deformation (1.2) des Raumes, werden diese
Vektoren v*(z) und 7(z+ dz) an 2* bew. 2*+ d2* in die Vektoren
(2.2) P(@)=v"+ & it
bzw.
(23) B(z+dz)=v"—itde’ + (8 .+ 8, d2") (v — 150 da)dt
=v*— Miwrde’ + & i+ [, — 8 T8 o da"de

=2+ 8dt tew. o+de*=2"+Edt+ (d2* + & dadb)
mitgeschleppt.  Wir bezeichnen mit I')(z) die Ubertragungsparameter des
mitgeschleppten Raumes und setzen dann
(2.4) ri(z)—TIi(@)=Dr;
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hierbei nehmen wir weiter an, dass beide Vektoren v*(z) und %(z+ dz) in bezug
auf die neu entstandene affine Ubertragung ', %) voneinander paralle] seien.
Da [™,(z) durch
Fin&)=T}(z)—DI%,
gegeben werden, so erhalten wir infolge
P+ da) — ()= — () (z)de”
die Beziehungen
—Movda+ [8, ,— & iy ]vPda’de
=(=I)—TI7 8%+ D) (0" + 6 0°dt) (da” + 6 ydabdt)
= — Miwide’ — I8 ywdz'dt— M6 wida’di
— I}y oA dt+ DM de®
woraus DI}y sich in die Gestalt
(2.5)  DIW=[8 v+ E°— 8 I+ DhE* v+ e 1dE
oder in die damit #quivalente Tensorform
(2.6) D= [(8%,+ ShE)+ RL\E¥]dE
bringen lzsst, welche gerade das Liesche Differential von Iy, liefert.
§3. Wir haben in § 1 das Liesche Differential Dv* eines kontravarianten
Vektors v* durch die Differenz
(z)—v*(x)=Dv*
definiert. Darauf hin gilt am Punkte 2
(&) — ()= —Dv*,
nimlich
3.1 () =v"(z)+ Dv*
Ganz shnlich ergeben sich der Reihe nach
(3.2) un(2) =u(2) + Du,
ftir einen kovarianten Vektor u,,
(3.3) Phu(2)=T(2) + DT
fiir einen germuschten Tensor 77, und
(3:4) I (2)=I(x)+DrI%,
fiir die afine Ubertragung I'S,. Nach unserer Definition von DI,y erhalten wir
(3.5) 0 =8+ D(&),
Wo & das kovariante Differential beztiglich 12,= I'sy+ DI's, bedeutet.
Aus Bestehen von
(3.6) S =d(v*+ Dv*) + (I + DIy, (v + Dv*)dz’
=8+ 8Dv* + (DI )v'dz”
folgt nun mit Rticksicht auf (3.5) die Relation
(3.7 D) —8(Dv*)=(DI'h)vda".
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Auf ghnlichem Wege ergibt sich aus

(3.8) “Sup = 8u, + D(8u,)
die Relation
(3.9) D(3up)—8(Dup) = — (DI yJuada”
fiir einen kovarianten Vektor u,, und weiter lisst sich aus
(3010) gT.Av.v= ST?M +D (ST?uv)

die fiir einen allgemeinen Tensor 7%, geltende Belation
(3-11) D(ST 3‘;w) - S(DT z‘m) = [(DF :'w)T?uv - (DF :'O)T?w - (D[".:.,,)Tf‘,,,,]dw"'
erhalten.

Es gilt aber stets

(3.12) Ddz*=0".

In der Tat, da im allgemeinen der Punkt 2* bei der Deformation in den
Punkt 2*+&*dt gebracht wird, geht der Punkt z*+dz* dabei in den Punkt
2+ dz* + (6*+ §* \dz*)d¢ tber, und folglich betriigt der mitgeschleppte Wert von
da* gerade

dz*+ & dz'dt.
Wir erhalten andererseits an z*+ §*d¢
d(z*+ 82 dt) =dz* + &* \d2'di
und schliesslich infolge unserer Definition des Deformationsoperators D die be-
hauptete Relation Ddz*=0,
Aus den Relationen (3.7), (3.9) bazw. (3.11) folgen somit nacheinander
(3°13) D('vl;v) - (D'v)‘);v= (DP:V)”“ ’
(3.14) D(upy)—(Dup),v=— (DI )ua
(315) D(Tlh) —(DT0)0= (DI To— (D)o, — (DTG5

Nach unserer Definition des Operators D erhalten wir nun fiir eine skalare

Funktion f die Beziehung

Fwv=Fuv+ D(fp) ,
wo das auf die quergestrichene Grésse angewandte Semikolon die kovariante Dif-
ferentiation beziiglich I'3,= I'%,+.DI"s, bedeutet.

Die Formel

Sav—Fovw=—FuSh
sowie die entsprechende Formel beziglich der quergestrichenen Gréssen ziehen
nach sich
FaSh=FaS+ D(f,8%) .

1) N. Coburn: A characterization of Schouten’s and Hayden’s deformation methods,

a.a.0.
2) W. Slebodzinski: Sur les transformations isomorphiques d’une varisté a connexion
affine, a.a.0.
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Erinnern wir uns jetzt daran, dass

Ja=Ffa+D(f)
gilt, und dass f;, hierbei beliebig wal ™~r ist, so erhalten wir schliesslich
(3016) -.);Lv: + -D }u.v .

Nach der Definition von D erhalten wir in ghnlicher Weise die Relation
V=00 + D(v4.0)
fur einen beliebigen kontravarianten Vektor v*. Aus den Formeln von Ricei
D0 — 0y =R
sowie den entsprechenden Formeln fiir die quergestrichenen Grossen folgt dann
PR =1"RA\o+ D RA) .

Erinnern wir uns wiederum an das Bestehen von

P*=0*+ Do*
sowie an die Willktirlichkeit von v*, so gelangen wir folglich zu
(3.17) R\,.=R)\..+DR),..

Beide soeben gefundenen Formeln (3.16) und (3.17) fallen gerade mit den
von E. T. Davies” durch direkte Berechnung gewonnenen zusamnmen.

1) E. T. Davies: On the infinitesimal deformations of a space, a.a.0.



