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Bemerkungen iiber infmitesimale Defmmationen
eines Raumes.*

Von Kentaro YANO.

Mathematisches Institut, Kaiserliche Universit//t zu Tokyo.

(Comm. by S. KAKEYA, M.I.A., March 12, 1945).

0. Seitdem T. Levi-Civita1 seine berfihmte Arbeit fiber geoditische Ab-

weichung veriSffentlichte, sind die infinitesimalen Defolanationen der Kurven ha

Riemannschem oder in allgemeinem metrihem Raum yon J.L. Synge’), V.
H]avat, A. . McConnell H.A. Hayden u.a. untersucht worden. Die

Theorie der inilnitesimalen Tmndormationen sind dann yon J.A. Schouten8, E.

Bortolotti, H.A. Haydeff), E.T. Davies, P. Dienes1) und A. G. Walker11 ftir

einen Unterraum in Riemannsohem, in al]gemeinem metrischem Ravin oder noch

Diese Forschung wurde auf Kosten der Ausgaben des Unterrichtsministeriums tdr-
issenschaftliche Forsehung aus.gefiihrt.
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allgemeiner in allgemeinem affinem Raum mit Torsion weiter verallgemeinerb

worden.

Andererseits unrsuchte W. Sleb(Mzinski dieeniegen infinitesimalen Defor-

mationen eines Raumes-selbst mit einer affinen Ubertragung, welche die simtlichen

mittels der affinen Ibertragung des Raumes definierten Eigenschan unverindert

bleiben lassen; er nannte sie isomorphe Tmnsformationen.

D. van Dantzig hat darauf hingewiesen, dass der Raum mit einer aitinen

jbertragung, der den Raum mit einer proektiven ’bertragung3) darstellt, eine

isomorphe Tra.nformation zulsst, indem er gezeigt hat, dass das sogenarmte Lie-

sche Differential der affmen Ubertragung dabei verschwinden muss. Die Slebodzin-

skische isomorphe Transformation wurde yon L. P. Eisenhart) sowie yon M. S.
Knebelman) aitine Kollineation genannt. Die Theorie der intlnitesim.en Trans-
formationen des Raumes wurde danach yon J.A. Schouten und E.R. van
Kampen) syste.matisch entwickelt; sie haben niimlich insbesondere gezeigt, dass
wit bei Betrachtung einer durch

(0.1) ---- x + dt
definierten infinitesimalen Deformation des Raumes, die einen Punk P(x) in
einen benachbarten Punkt Q(x+$dt) bringt, am Ptmkte Q drei verschiedene

Verte eines Vektom vx gewinnen" erstens

(o.2) ,+.,dt , +d.r
der den Feldwert yon v an Q darstellt, zweitens

(0.3) v’ F,v$ dr=v + dye.,
tier den durch Paralleiismus yon P nach Q versehobenen Vektor bedeutet, und

letztens

(0.4) v + $,vdt--?+dv,
der den dureh (0.1) yon P nazi] Q mitgesehleppten Vek4or ausdriickt. Alle

Differenzen zwischen ihnen
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afllne. Pace Mat. Fiz., 39 (1932), 55-62.
2) D. van Dantzig: Zttt allgemeinen pojektiven Differentialgeometrie, II. X+1 mit

eingliedriger gruppe: Pro. Kon. Akad. Amsterdam, 35 (1932),. 535-542.
3) D. van Dantzig: Tbeorie des projektiven Zusammenhan t-dimensionaler RKume.

Math. Ann., 10 (1932), 400-454.
4) L. P. Eisenhart Non Riemannian geometry. Amer. Math. Soe. Coll. Publ. VIII.
5) M. S. Knebelman: Collineations and motions in generalized spaces, a.a.O.
6) J. A. Sehouten und E. R. van Kampcn: Beitr//ge zur Theorie der Deformation,

Prate Mat. Fiz., 41 (1933), 1-19.
7) Komma bedeutet hierbei die iibliche partielle Dilerentiation, dagegen Semikolon

die kbvariante Differentiation.
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C2)

sind die kontrawrianten Vektoren wie . Hierbei bedeutet Dd, Dd

Dd und Dvd das kovariante, Liesche bzw. cheinbare Differentia yon

Die Slebodzine iomorphe Trandormation ]st sich dutch Verchwinden des

Liechen Diterential der aflinen Ubetragung / charakrisieren. Das sob,in-

bare Diterentid wurde chon yon A.J. cConneLl und yon TT. A. Hayden in

ihren oben zitiezn Arbeiten fiber infinitesimal. Deormatiozen tier Kurvez be-

nut. Seit Verienehung der Arbeit yon ]. A. Schouten und E. R. van Kam-
pen ist das ogenannte Liesche Diterentia in einem Rau mit eizer attinen Uber-

tragung yon E. T. Davie, P. Diene) und N. Coburn" weiter unterucht und

sogar yon E. T. Davie) flr den vera]Jgemeinerten metrichen Raum vera]Jgemei-

nert worden.

J.A. chouten und E. R, van Kmpen behande]ten, a eine Anwendung

ihrer Theorie, die intiteimden Deformationen eines nichtholonornen Ranes;
ihre Unteruchung it demnach yon E. T. Davie ortgesetzt worden.

Es scheint och dem Veraer, da dies, Theorien mehr oder weniger yon

tormalem Charakter ind. Datum oll nun eine Method. angegeben werden,
wodurch ich da Wesen der Theorie der Deformation mehr geoetrieh erkennen

liist. Es gibt zwar noch eine and,re ethode, die un diejeniege Theorie der De-

formation mehr intitiv tbersehen liit, welch, darin besteht, da wit tangential.

Deformation eine in einem gewhnlichen Raum ohne Krfimmung eingebetteten

Unterramnes betrachten und sie dabei flit die Defozation de eingebettete

Raume sdb and.hen; abet Einze]heiten )len an and.rein Orte angegeben

werden.

L In einem n-dimenionalen Ram L mit einer atnen Uberragung,

der die betragungparameter F( owie den Toionnor

beitzt, betrachten wit etzt eine iinitemale Deformation
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die den Funkt in den benachbarten Punkt x" brigt, worin dt eine iffinitesi-

male GrSsse bedeutet. I-Iierbei soll wie tiblich nur die GrSssen erster Ordnung

ztiglich dt in Betracht genommen werden.

Wir betrachten nun einen kontravarianten Vektor ., und gewinnen den

mitgeschleppten Vektor wie im folgenden" Da der l=unkt x durch (1.2) in den

Punkt -+dt gebracht wird, so geht dabei der Funkt x +, der auf dem Vektor

vx und in unendlicher Nihe yon xx liegt, in den Punkt x

fiber. Wir kSnnen also denken, dass der durch

an xx gegebene Vektor in den Vektor

()-- [ [xx/ ,*+ ($-IY$,,v*)dt}
oder

tibergegangen ist. Andererseits, worn wir uns zuvor auf ein Vektorfeld *(x) be-

zogen haben, so kSnnen wir an x*-t-*dt den zugehSrigen Feldwert

betrachten, und die Differenz beider GrSssen betrigt also

oder, in Tensorform geschrieben,

(.5) D= *

Sie stellt nichts anderes als das sogenannte Liesche Differential yon in der

durch $ gegelenen Richtung dar. Um nun das Liesche Diferent eines kovari-

anten Velrfeldes up zu definieren, nehmen wir hierbei an, dass das Liesche Di-

fferential eines Slalars f mit dem tiblichen in der Richtung * genommen Di-

fferential tibereinstimme und der Operator D sich nach demselben Gesetz wie dem

fiir die bliche Differentiation regle. F/r einen beliebigen kontravarianten Yekr

ergibt sich demnach

(1.6:)
und folglich

(D)+AD)-[(,)+
Einsetzen yon (1.40 in die letzte Gleichtmg zieht nach sich wegen der Will-

kfirlichkei yon v die Beziehung

(1.7) Du-- [u.,$ +
oder, wiederum in Tensorform geschrieben,

Die lefMm Tensodorm la sich unmitelbar auch mit BerScksich atff die

Gleichmgen
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(.9)
herleiten, wo 3 das kovariante Dierentl in der durch bestimmten Richtung

bedeutet; hierbei ist die zweie Gleichheit eine direkte Fo]gerung aus der Egen-

schaft, dass das kovariante Differential ftr eine "skalare Funktion gerade dem iib-

lichen gleich st. Aus der Gleichung (1.9) ergibt sich ntmlich

CDu)+uCD) [Cu.)v
Setzen wit da- (1.5) in diese Gleichung ein so erhalten wir in der Tat di Be-
ziehungen (1.8).

Au[ einen, allgemeinen Tensor T. wenden wit nun mittels drei belibiger

Veldren u, v, w dasselbe Verfahren wie oben an. Aus der Annahme

folgt dann

O.0) DT,=[,,’--T:.,$.+ T.,e’.+
oder, wieder in Tensorform .umgeschrieben,

C.) DT., [T.,;"- T:.,$*+ T.,, +

Dieselbe Tensorform liisst sieh aueh aus der Beziehung

unmittelbar gewinnen.

2. Die Lieschen Differentiale der Vektoren sowie der Tensoren sind hier-

mit wohlbestimm, und wit sotlen nun das Liesche Differential der afllnen

tragung definieren wie im folgendet.

Betrachten wit zum Zwecke zuerst einen kontravarianten Vektor v* an einem

Punkte x und schieben ihn parallel in den benachbarten Punkt x +d, so ergibt

sich an za+dx ein Vekt0r

*C+d)=v*C)-/,vd’.
Bei der inilnitesimalen Defonnation C1.2) des Raumes, werden diese

Vektoren v*Cx) und Cx-t-dz) an x bzw. x-t- in die Vektoren

lZWo
C2.) --x + *dt bzw. ,+d-- + Xdt+ (dx + *.,dx*dt

mitgese]fleppt. Wit beichnen mit F,() die bertragtmgarameer des

mitgesohleppten Raumes und seten dan

(.) r,()-P,() Dry,;
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hierbei nehmen wit weiter an, dass belde Vektoren -( und(+d) in bezug

atff die neu entstandene affine fJbertragung (. voneinander parallel seien.

gegeben werden, so erhalten wir info]ge

die Beziehungen

DFO

woraus DT’,, sich in die Gestalt

(2.5) Dry,= *

oder in die damit iquivalente Tensorform

bringen lisst, wolehe gerade das Liesehe Differential yon/, liefert.

3. Wir haben in 1 das Liasehe Differential Dvx eines kontravarianten

Vektom v" dutch die

definiert. Darauf b_in gil am !Mnk

v(z)
nimlich

(a.) (z)=,(,)+
Ganz ihrdieh ergeben sieh der Roihe naeh

ftir einen kovarianten Vektor

(a.a)
T*.. andftir oinen gemaseten Tensor

ltir die affine jbertragung/,. Naeh unserer Definition yon Dry, erhalten wit

(.) ;=,-+ D( ),

wo das kovariane Differential beztiglieh

Aus Bestehen yon

folg nun mi Rtieksieh auf (8.5) die Relation

(.7) D() (Dv) (Dr,)4
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Auf ihflichem Wege ergibt sich aus

(3.s) = +D(u)
die Relation

(3.9) D(u) (.D)
itir einen kovarianten Vektor u. und welter liisst sich aus

(3.10) . 1 .,,,+ D(T.,,)
die ftir einen al]gemeinen Tensor T. geltende Belation

erhalten.

Es gilt abet stets

(8.12) Ddx--0.
In der Tat, da im allgemeinen der Punt bei der Deformation in den

Punkt x/ $*dt gebracht wird, geht der Punkt /d dabei in den It
+ dx /(+ *,dx*)d fiber, und fo]glioh betrgB der mitgesohleppte Wert yon

dz gerade

dx -*.,d,dt
.ir erhalen andererseits an z-l-*dt

d(+$*dO;d + $*.dxd
und shliesslioh infolge unserer Definition des Deformatiosoperators D die be-

hauptete Relation Ddx-- O.

Aus den Belationen (3.7), (3.9) hzw. (8.11) fo!gn somit naoheinander

(B.18)
(Dl%)u,(3.14) D(u,) (D)--

DIT.;.I (DC.) .--
Nach unserer Definition des Operators D erhalten wir nun ftr eine skalam

Funktion f die Beiehung

wo das auf die quergestriohene Grsse angewandte Semikolon die kovariante Dif-

ferentiation beziiglioh r=/’+D/’ bedeutet.

Die Fomd

sowie die entpreohende ormel begliCh der quergestrichenen Grssen ziehen

naoh sioh

1) N. Coburn: A characterization of Schouten’s and Hayden’s deformation methods,
aoaoOo

2) W. Slebodzinaki" Sur lea transformations isomorphiques d’une vari6t6 g connexion
afline, a.a.O.



Erinnem wir uns jetzt daran, dass

gilt, und dass f;x hierbei beliebig wiii_"-)-- ist, so erhten wir schliesslich

(3.16)
Nach der De.tion yon D erhalten wir in ahnlicher Weise die Relation

fiir einen beliebigen kontravarianten Vektor vx. Aus den Formeln yon Rieei

sowie den entsprechenden Forme]n ftir die quergestrichenen Gr6ssen folg dann

Erinnem wir uns wiedemm an das Bestehen yon

sowie an die Willktirliehkeit yon x, so gelangen wir folglieh zu

R.,,--R.,,+DR.,,
Beide soeben gefundenen Formeln (3.16) und (3.17) fallen gerade xnit den

yon E. T. Davies) durch direldm Berechnung gewonnenen zhsammen.

1) E. T. Davies: On the infinitesimal deformations of a space, a.a.O.


