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87. Uber die Grundlagen der Mathematik.
(Zweite Mitteilung.)

Von Zyoiti SUETUNA, M.J.A.
(Comm. Oct. 12, 1951.)

In der ersten Mitteilung* habe ich die Meinung dargelegt :
eine mathematische KExistenz katexochen, d.h. ein mathematischer
Gegenstand von anschaulich-inhaltlicher Bedeutung soll mittels der
Totalitit von den natiirlichen Zahlen und des linearen Kontinuums
durch unsere durch Tat bewirkte Anschauung begriffen werden.
Der Totalitit von den natiirlichen Zahlen liegt unser wiederholtes
Addieren von 1 zugrunde. Durch die durch diese Taten bewirkte
Anschauung wird die Totalitdt von den mnatiirlichen Zahlen in
natiirlicher Anordnung als ein mathematischer Gegenstand geformt
und erfasst. Der Begriff der (unendlichen) Folge und Reihe wird
durch die Erfassung der Totalitit von den natiirlichen Zahlen erst
recht uns klar und damit wird die Arithmetisierung des Konti-
nuums moglich. Dem linearen Kontinuum liegt unsere Bewegung
zugrunde. Die Stetigkeit muss zunichst erlebt werden, um adédquat
begriffen zu werden.

In der Cantorschen Definition der Menge : eine Menge ist eine
Zusammenfassung bestimmter wohlunterschiedener Objekte unserer
Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen, liegt die
Hauptschwierigkeit darin, wie man eine Zusammenfassung zu einem
Ganzen versteht. Um unendlich viele Elemente als eine mathe-
matische Existens zu betrachten, muss zunichst unsere diese Totalitit
bewerkstelligende Tat uns klar sein und somit muss diese Totalitit
durch unsere durch diese Tat bewirkte Anschauung als mathematischer
Gegenstand begreifbar sein. Ich mochte nur eine auf solche Weise
erfasste Totalitit eine Menge nennen. Dass wir in die Mathematik
eine wesentlich nene Menge einfithren, besagt, dass wir damit ein
neues Axiom aufstellen, wenn man den Anfang der formallogischen
Deduktion Axiom nennt. Falls wir andere Gesamtheiten von Ele-
menten als eine hiermit definierte Menge (als Mittel in unserer
Mathematik) zu betrachten haben, dann sollen wir solche im gege-
benen Falle konkret einzeln behandeln, um wirklich die Mathematik
von anschaulich-inhaltlicher Bedeutung zu konstruieren. Somit lasst
sich der Begriff der oberen Grenze einer beschrankten Funktion
zum Beispiel genau so einfiihren, wie bei einer beschrinkten Menge.

* 7. Suetuna: Uber die Grundlagen der Mathematik; J. Math. Soc. Japan,
3 (1951) (Takagi Commemoration Number), 59-68.
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Wie ich schon in der ersten Mitteilung erodrterte, ist die soge-
nannte Freie Wahlfolge deshalb kein richtiger mathematischer
Gegenstand, weil eine unendliche Folge durch unser finites Tun
nie erfasst werden kann. Waihlen wir zunédchst beliebig eine Zahl
a,, darauf auch beliebig eine zweite a., dritte a, usf., so entsteht
natiirlich die Folge

was jedoch keine unendliche Folge von mathematischem Sinne ist.
Nur wenn a, fiir alle natiirlichen Zahlen n, d.h. fiir die beliebig-
allgemeine (konkret-allgemeine) natiirliche Zahl #» bestimmt ist,
haben wir eine (unendliche) Folge {a.} in wohldefiniertem Sinne.
Die Totalitat von solchen a, fiir alle » bildet eine Menge in un-
serem Sinne. Dass eine Menge tatsichlich als setend nicht nur als
werdend gedacht wird, ist deshalb sehr wichtig, weil wir dann erst
recht im Stande sind, dabei den Satz des ausgeschlossenen Dritten
sinnvoll anzuwenden.

Bei dieser Gelegenheit mochte ich noch eine Bemerkung tiber
das Auswahlprinzip hinzufiigen. Die Behauptung : ist M eine Menge,
deren Elemente sdmtlich mindestens je ein Element enthalten und
tiberdies paarweise elementefremd sind, so existiert mindestens eine
sogenannte Auswahlmenge, die mit jedem Elemente M, von M gerade
ein einziges Element gemein hat, aber keine anderen Elemente
besitzt, ist im allgemeinen nicht richtig, wenn das Wort Menge
nicht in unserem strikten Sinne verstanden wird. Wir wissen ja
gar nicht, wieso die Elemente, jedes von denen aus irgendeiner
Menge M, gewihlt ist, eine mathematische Totalitdt bilden. Nur
wenn wir M als eine Menge von Mengen M, in unserem Sinne be-
trachten konnen und deshalb von dem beliebig-allgemeinen M, sinnvoll
sprechen diirfen, bilden die Elemente, deren Reprisentant aus
solchem M, gewihlt ist, tatsdchlich eine Menge in unserem Sinne;
und somit gilt nun das Auswahlprinzip.

Wenn wir a, fiir alle natiirlichen Zahlen » angeben konnen,
dann ist a. eine zahlentheoretische Funktion von n. Aber nun denken
wir uns ein Intervall, etwa

aZle<b (a < D).

Alle diesem Intervall angehorigen Zahlen bilden natiirlich eine
Menge in unserem Sinne. Wenn der korrespondierende Wert von
y dann eindeutig bestimmt wird, falls irgendein, d.h. beliebig-
bestimmter Wert von 2 in diesem Intervall angegeben ist, so soll
y nun nicht eine Funktion sondern eine Pseudofunktion von =
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genannt werden. Wenn aber der korrespondierende Wert von y
fiir alle Werte von 2 in diesem Intervall eindeutig bestimmt wird,
dann erst soll ¥ eine Funklion von x heissen. Eine Pseudofunk-
tion y = f(x) soll in einer Stelle x = ¢ stetig heissen, wenn fiir eine
beliebig-bestimmte gegen £ konvergierende (dem Intervall ange-
horende) Folge* {x.}

.f(xn) _)f (5) fur n —>» oo

gilt, d.h. wenn es fiir ein beliebig-bestimmtes positives ¢ ein ganzes
positives n, derart gibt, dass

| fz.)—FE) | <e fiir jedes ganze %= n,

ist. Wenn eine Pseudofunktion y in einer beliebig-bestimmten Stelle
von z stetig ist, so ldsst sie sich iiberall so genau approximieren,
wie man nur winschen kann. (Man erinnere sich hierbei an den
Weierstrassschen Satz, dass sich jede im abgeschlossenen Intervall
stetige Funktion dort durch eine gleichmaissig konvergente Reihe
von Polynomen darstellen lisst.) Folglich sieht man ein:

Wenn eine Pseudofunktion in einer beliebig-bestimmten Stelle
des Intervalls stetig ist, so ist sie eine Funktion in diesem Intervall,
und zwar eine stetige.

Natiirlich heisst eine Funktion f(z) in 2 = & stetig, wenn es
fiir ein beliebig-bestimmtes positives ¢ ein positives & derart gibt,
dass

|fe)=f (@) [ e

fiir jedes dem Intervall angehdrige ¢ mit |x—¢&| <8 gilt. f(z) ist
somit stetig im Intervall, wenn sie in jeder Stelle des Intervalls
stetig ist.

Bezeichnen wir in der Mathematik den Anfang der formallo-
gischen Deduktion als Axiom, so ist die oben erwihnte Tatsache
gicherlich ein Axiom, weil man bloss aus einem beliebig-bestimmten
Elemente (einer unendlichen Menge) iiber alle Elemente formallo-
gisch nichts aussagen kann. Gemiss dem Tatbestand, dass wir das
Prinzip aus einer beliebig-bestimmten natiirlichen Zahl iiber alle
natiirlichen Zahlen zu schliessen als Axiom der vollstindigen Induk-
tion hervorheben, mochte ich dies Axiom das Axiom der stetigen
Funktion nennen.

Auf Grund dieser Begriffe von Zahlen und Funktionen konnen
wir die Grundsitze der gewdhnlichen klassischen Mathematik an-

* Von allen gegen & konvergierenden Folgen soll keine Rede sein.
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schaulich-inhaltlich darlegen.* Eine Funktion von anschaulichem
Inhalt mag eigentlich, wie die Intuitionisten behaupten, eine stetige
sein. Ich glaube doch, dass wir sicherlich erlaubt sind, den Begriff
der Funktion in der Mathematik von anschaulich-inhaltlicher Bedeu-
tung so weit wie oben erkldrt zu nehmen. Somit konnen wir zum
Beispiel den Begriff der Ableitung (als Funktion) allgemein einfiihren.
Eine (stetige) Funktion y = f(z) in einem Intervall heisst in einer
Stelle x = ¢ differentiierbar, wenn

F@=FO gy 5os
r—§&

einen Limes besitzt. Weil y = f(x) fiir alle x im Intervall definiert
jst, muss die Funktion entweder in allen Stellen des Intervalls
differentiierbar sein oder es gibt mindestens eine Stelle des Inter-
valls, wo sie nicht differentiierbar ist. Wenn also eine Funktion
in einer beliebig-bestimmten Stelle des Intervalls differentiierbar ist,
so muss sie in allen Stellen des Intervalls differentiierbar sein.
Damit ergibt sich der Begriff der Ableitung einer Funktion, was
gewiss nicht immer stetig ist.

Tokyo, den 25. Sept. 1951.



