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38. Notes sur UIntégration. I

— Quelques Propriétes des Fonctions d’Intervalle

Par Shizu ExomoTo
Institut de Mathématiques, Université @’Osaka
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., March 12, 1954)

Le but principal de ces Notes est ’extension de 1’intégration
au sens de Denjoy (ou Denjoy-Perron) pour 1’espace euclidien d’une
dimension & ’espace euclidien de plusieurs dimensions. Les études
dans cette direction ont été déja données par MM. M. Krzyanski,®”
J. Ridder,® S. Kempisty® et M. Romanowski.? Comme totalisation
d’une fonection de point définie dans 'intervalle contenu dans I’espace
euclidien de » dimensions, ces auteurs ont fait appel 4 la notion
d’une fonction d’intervalle. Nous allons aussi employer cette notion,
mais, en outre, les valeurs des fonctions d’intervalle dans nos cas
peuvent étre approchées par celles des intégrales au sens de Lebes-
gue. D’abord, dans cette Note, nous commencons par 1’étude pré-
liminaire sur les propriétés des fonctions d’intervalle.

Termes et Notations. Considérons un espace euclidien E, a %
dimensions composé des points x=(x,, %, ..., Z,), dont les coordonnées
sont @y, Ty ..., Tp.

Etant donné un systéme a,, b ag, by} .. .; @n, b, de 2n nombres
réels tels que a,<b, pour ¢=1,2,...,%n, nous appellerons intervalle
I=[a, b; asb,; . ..;a,0,] de ’espace E, ’ensemble de tous les points
(@ Tgy . .., T,) OU @, <<, <b, pour 2=1,2,...,n et carré ’intervalle
tel que b,—a,=b,—a,=...=b,—a, Nous appellerons le plus grand
des nombres b,—a,, b,—a,,..., b,—a, la norme, n(I), de l’intervalle
I, et le produit (b,—a,)(b,—a,)...(b,—a,) aire, | 1], de I’intervalle I.
Nous entendrons par p(I) le parameétre de régularité de I, c’est-a-
dire le rapport des mesures de ’intervalle I et du plus petit carré
contenant I.

Nous entendrons par systéme élémentaire un nombre fini S
d’intervalles I, I,,..., 1, contenus dans E,.

Soit F(I) une fonction d’intervalle définie pour tous les inter-
valles I contenus dans un intervalle R de E,. Nous disons que
F(I) est fini-additive, lorsque

FI)=F,)+FI,)
quelle que soit la décomposition de I en deux intervalles I, et I,.

Nous disons qu’une fonction d’intervalle F(I) définie dans R est
continue (¢) & un point p de R quand elle tend vers zéro avee l'aire
d’intervalle I tel que n(I)<<a et I5p. Pour tout ensemble A contenu
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dans R, nous entendrons par F.(I) la fonction d’intervalle telle que
F,(I) est égale a F(I) quand I contient un point de 1’ensemble A
et nulle dans le cas contraire.

Nous entendrons par w(A) la mesure d’ensemble A mesurable
au sens de Lebesgue. Nous écrirons 'intégrale d’une fonction de

point f(p) sommable dans un ensemble A par la notation (L) f £ (p)dp.

A

Définition 1. Nous considérons une fonetion de point f(p) définie
dans l'intervalle R de E, telle qu’il existe une fonction d’intervalle
F() fini-additive et une suite M,(n=1, 2,...) des ensemble mesurables
au sens de Lebesgue, satisfaisant aux conditions suivantes:

1) f(p) est sommable au sens de Lebesgue dans M, pour n=1,
2, ... .
2) >'M,=R.

n=1
3) Pour tout ensemble M, et tout £>0, on peut fair cor-
respondre un nombre 8(n,e)>0 tel que les conditions suivantes:

3.1) L~M,=0 (¢:=1,2,...,m)

82) w(QL-M)<(,¢)

3.3) nI) <21 G=1,2,. .., m
n
entrainent

ISFOL-5O [, fodl<e,

Mn
quel que soit le systeme élémentaire S composé d’intervalles I,
L,..., I, contenus dans R. Nous désignons par Dy la famille de
telles fonctions.

Deux théoremes suivants pourront étre regardés comme point
de départ de nos études sur Dg:

Théoreme 1. Soit F(I) une fonction d’intervalle fini-additive
définie dans l'intervalle R et satisfaisant a la condition telle que
la limit Fi(p) existe pour tout point p de R, ou Fi(p) est la limit
du rapport F(I)/|I| pour l’intervalle I, tel que I3 p, lorsque n(I)
tend vers zéro. Alors la fonction f(p)=F(p) définie dans R appar-
tient a Dy.

Mais il est remarquable que pour une fonction d’intervalle F(I)
fini-additive définie dans U’intervalle R et telle que Fi(p) existe sauf
pour un seul point n’appartient pas toujours a Dr. En effect, nous
pouvons le voir par un exemple trés simple comme il suit:

Exemple. Soit F(I) la fonction d’intervalle fini-additive définie
dans lintervalle R=[0,1;0,1] telle que

F(D)=(L) f' ay(w) [ ' %dx
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pour tout intervalle I=[a, b; ¢, d] contenu dans R. On a alors
Fia, y)=Y %
s ) x2+y2
pour tout point (x,y) de R différent de (0,0), mais pour le point
2,=(0, 0), FI) n’est continue (¢) pour aucun nombre a>0; par con-
séquent, F(p,) n’existe pas.

En outre, pour une fonction d’intervalle F(I), si I’on ajoute la
propriété de continuité (a), nous avons le théoréme suivant:

Thtoréme 2. Soit F(I) une fonction d’intervalle fini-additive,
définie dans R et satisfaisant a la condition: Fi(p) existe pour tout
point p de R sauf tout au plus une infinité dénombrable N et pour
tout point p de N il existe un nombre positive a=a(p) tel que F(I)
est continue () au point p. Alors la fonetion

f(p)= F(p) pour p tel que p€N et peR
p)—{ o
un nombre arbitraire pour pe N
appartient 4 Dy.

En particulier, au cas ou #=1, on a le

Théoréme 8. Pour lintervalle R de E, Dp coincide avec la
famille des fonctions intégrables au sens de Denjoy (ou Denjoy-
Perron) dans R.

Soit f(p) une fonection de point appartenant a Di. Soient encore
F(I) une fonction d’intervalle et M, l’ensemble, donnés dans la
définition de Dy pour la fonection f(p). Pour une telle fonction
d’intervalle F(I), nous pouvons énoncer les Théoréemes suivants:

Théoreme 4. La fonction d’intervalle F(I) est uniquement déter-
minée par f(p).

Théoréme 5. Pour tout ensemble M,(n=1,2,...), Fy (I) est

continue <}> .
)

Théoréme 6. A tout ensemble M, et tout €¢>0, on peut faire
correspondre un nombre z(n,¢) tel que les conditions

é!IiKv](n,E) et IIzIS%(i=1, 2, ...,m)
entrainent
EIFMn(Ii)l <8,

quel que soit le systéme élémentaire S composés d’intervalles I,
(¢=1,2, ..., m) contenus dans R.

Soit F,(p) la limite du rapport F(I)/[I| pour l’intervalle I, tel
que Isap et p(I)=p, lorsque |I| tend vers zéro, pour le nombre
positive p. Nous entendons par F'(p) la limit de F,(p) lorsque p
tend vers zéro.
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Théoreme 7. F'(p) exist presque partout aux points p de R et
elle est égale a f(p).

Pour une classe des fonections de Dy, on obtient le résultat
suivant qui est plus précis que Théoreme 6:

Théoreme 8. Si, pour 8(n,e) donné dans 3) de la définition 1,
nous pouvons prendre §,xe, ou le nombre §, est déterminé par
I’ensenmble M, seul, alors nous avons Fy(p)=f(p) presque partout
dans R.

Les fonctions étudiées dans Théorémes 1 et 2 satisfont a cette
condition.

Enfin, ajoutons encore deux théorémes concernant & 1’allure des
fonctions de point qui appartient a Dy.

Théoreme 9. Soient f, et f, deux fonctions de point appartenant
a Dyp; alors fi+f. aussi appartient a4 Dy et

FI)=F,I)+FyI)
pour tout intervalle I contenu dans R, ou F(I), F,(I) et F(I) sont
les fonctions d’intervalles données dans la définition de Dy pour fi,
J. et f respectivement.

Théoréme 10. Soit f(p) une fonetion appartenant a Dy et g(p)
une fonction de point telle que g(p) est égale a f(p) presque partout
aux points p de R; alors g(p) appartient aussi & Dr. Si, de plus,
F(I) est la fonction d’intervalle attachée a f(p) dans la définition
de Dy, il en est de méme de g(p).
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