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2. Sur PApplication Qui Fait Correspondre
a un Point un Continu Bicompact

Par Masuo HUKUHARA
Institut de Mathématiques, Université de Tokyo
(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., Jan. 12, 1955)

1. Nous avons démontré" sous certaines conditions que la famille
de toutes les courbes solutions d’une équation différentielle passant
par un point est un continu bicompact dans l’espace de fonctions
continues (C). Il y a done lieu d’étudier DI'application § qui fait
correspondre & un point x dans un espace R un ensemble F(x) dans
un espace .2 TUne application & est dite semi-continue supérieure-
ment en a, si, & un ouvert quelconque & contenant F(a), on peut
faire correspondre un voisinage U(a) tel que F(U(a))=®. TUne suite
d’applications {%,; 1 ¢ 4} est déeroissante ou croissante suivant que
I'on a 3\(@)=F.(x) ou Frx)2F(x) pour A>u.

L’intersection d’une suite décroissante de continus bicompacts
étant un continu bicompact, on a le

Théoreme 1. Si {F,; e A} est une suite décroissante d’applica-
tions qui font correspondre G un point un continu bicompact, la
limite § définie par F(x)= N F.(x) possede la meéme propriété.

Soit A un ensemble bic?)mpact contenu dans le domaine de défini-
tion d’une application ¥ bicompacte et semi-continue supérieurement.
Si G est une famille d’ouverts qui couvre F(A), on peut faire cor-
respondre & x € A, une sous-famille finie G(z) de G qui couvre F(x).
D’aprés la semi-continuité supérieure de %, on peut trouver un
voisinage U(zx) tel que & (U(x))=6(x), ou G(x) est la réunion de G(x).
D’aprés la bicompacité de A4, on peut trouver un nombre fini de
points x; € A (¢=1,...,n) tels que L‘J Ux,)2A. La réunion de G(z,)
(t=1,...,n) couvre F(4). On a donc le

Théoreme 2. Soit § une application bicompacte et semi-continue
supérieurement. St A est un ensemble bicompact, F(A) est aussi un
ensemble bicompact.

Soient € un ensemble fermé sur F(A) et B ’ensemble défini par
B={recA;F@)NEx0}. Si un point d’accumulation be A de B
n’appartient pas & B, () et € sont disjoints. € étant fermé sur
F(A4), il existe un ouvert 2F(b) qui ne contient aucun point de €.

1) Proc. Japan Acad., 29, 154-155 (1953). Voir aussi T. Kanazawa, A. Iwasaki,
et H. Murakami: Ibid., 30, 96-97 (1954).
2) Pour fixer les idées, noys supposons que R et R soient des espaces accessibles.
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Un voisinage quelconque U(b) contenant au moins un point de B, on
ne peut avoir FUD)EG. On a donc le

Théoréme 3. Soit §F une application semi-continue supérieure-
ment. St € est un ensemble fermé sur F(A), [’ensemble
{re A, F)NC0} est fermé sur A.

On en déduit immédiatement le

Théoreme 4. Soit §F une application semi-continue supérieure-
ment, qui fait correspondre & un point un ensemble connexe. L’image
F(A) d’un ensemble connexe A est comnexe.

Les théorémes 2 et 4 entrainent le

Théoréeme 5. S & est une application qui fait correspondre G
un point un continu bicompact, l'image F(A) d’un continu bicompact
A est aussi un continu bicompact.

2. Dans le cas d’une inéquation différentielle, 1’application qui
fait correspondre & un point la famille des courbes solutions passant
par ce point fait correspondre & un point un continu bicompact dans
I’espace (C). C’est ce que l’on voit sans peine. Grace au théoréme
1, on obtient done le théoréme généralisé de Kneser cité au début.

On peut étendre cette considération & I’équation intégrale

(1) T@=r@+ [ Ka,t, TO)t,

—_—
ou K(x,t,y) est supposée continue et bornée dans le domaine D:
0<t=z=<1, [Y|<oo.

Considérons une solution ¢ (x) de 'inéquation intégrale

(2) 7@ —F @~ [Ke, t, Tt < s,

ou m désigne un entier positif. Intercalons entre 0 et 1 une suite
de nombres croissants (0=a,), a,, ds,. . ., &,_;, (@,=1). Nous définissons
B(x, &) comme il suit:

P, §)=F(x) pour 0=<w<¢;

Si a,<&<a,.,;, nous posons

@, =9 +@— K@, & ()
+F@)-F O+ [(1Ba, 1, 20 -Kee, ¢, gonyat
pour §x=ay.,; '
Si $(a;) est définie (I>k), nous posons
2@, =@, &) +@—a)K(@, a, Fa, &)
+F@)—Flay+ [ 1K, t, 3¢, 0)—Ka, 3¢, O))dt

pour a;=r=0;.
Si tous les intervalles partiels (a;, a;+,) sont assez petits, (=, &)
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est une solution de (2). Elle varie d’une maniére continue avee §
dans l'espace (C). Elle coincide avec @(x) pour §=1, et F(x, 0) ne
dépend pas de la solution £(x). Si donec &, est ’application qui
fait correspondre & ? la famille des solutions de (2), elle fait cor-
respondre a ? un continu bicompact dans I’espace (C). L’application
§ qui fait correspondre a ? la famille des solutions de (1) est la
limite de la suite décroissante {®,}. Par suite, I'application & fait
correspondre a ,? un continu bicompact dans I’espace (C).



