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29. Théoréme de Krein-Milman et le Balayage de
Mesures dans la Théorie du Potentiel. III

Par Shin-ichi MATSUSHITA
(Comm. by K. KuNuGI, M.J.A., Feb. 13, 1956)

88. Le cas d’un ensemble fermé général. Il n’y a aucune dif-
ficulté pour étendre la définition de balayage aux ensembles compacts
ou fermés générals (au lieu d’un domaine compact): en effet, on
peut aller d’une maniére toute analogue au cas qui a été étudié
aux paragraphes précédents §§1-7.7

1°) Le cas d’un compact K. Les résultats que nous avons
obtenu dans les numeros précédents restent tout entier vrais quand

méme nous remplacerions le domaine compact D par un compact K
en considérant nt (K)=D (il se pourrait que nt (K)=0, mais en-
core le principe de la démonstration énoncée dans §8§1-6 sont bien
valide comme nous le verrons aisément).?

2°) Le cas d’un fermé mon borné. Soit F' un ensemble fermé
non borné quelconque; alors on n’aura maintenant qu’ad remplacer
My(D) et M"(D) par WM (F) et M{(F) respectivement:

M (F)=ensemble convexe des mesures positives de norme <1
sur F,

M; (F'y=ensemble des fonctionnelles linéaires continues définies
par (2.1) pour toute mesures u € M (F) sur ’espace vectoriel normé
H(F).»

Comme M(E) est un espace de Montel, M/ (F') est encore vague-
ment compact et d’aprés la continuité d’application p—pu", M (F')
est compact (et convexe) dans le dual topologique H"(F') a 1’espace
vectoriel H(F) muni de la topologie faible; ainsi, la Proposition 1
reste valide pour M (F").

En désignant ’ensemble des points extrémaux distincts de 0" de
M/ (F) par Ext. M;(F'),” la Proposition 2 est vraie en remplacant
Ext. M"(D) par Ext. M{(F). Toutefois, dans la partie 1°) de sa
démonstration, il est besoin de faire une petite modification, ¢’est-
a-dire, comme il est évident qu’il existe un point z ¢ E—F tel que

1) S. Matsushita: Théoreme de Krein-Milman et le balayage de mesures dans
la théorie du potentiel. I et II, Proc.Japan Acad., 31, 643-647 (1955); 32, 29-34 (1956).

2) Désignons par int (A) I'intérieur d’'un ensemble A.

8) H(F')=espace vectoriel normé des potentiels newtoniens continues des mesures
de m*(K-F), cf. §1.

4) Comme M (F') est compact et convexe, le théoréme de Krein-Milman est aussi

applicable pour m;(F); il est évident que 0*(fonctionnelle nulle) est un point extrémal
quand F' n’est pas compact.
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72, ) > 1r(%y, 2) pour deux points x, et x, dans le support d’une
mesure u, qui n’est pas égale 4 une mesure ponctuelle, on peut
prendre deux sphéres 3, et X, du rayon p,<#[r(z, 2)—7r(x, 2)] des
centres x, et z, respectivement; appliquons alors a ces 3, et 3, le
méme raisonnement comme dans la démonstration de la Proposition
2, §2, ce qui montre que p” n’est pas extrémal. 2°) reste vral
sans aucune modification. De plus, on a:

3°) Si la mesure ponctuelle v, n’est pas de norme 1, », n’ap-
partient pas a Ewt. M, (D); en effet, s, =as; +(1—a)0" ol a=|yv,||<1
et ¢, =y, /a (qui est ¢ M, (F)).

Proposition 2%, L’ensemble des points extrémaux de M, (F') se
constitute de [’élément zéro 0" et des éléments de Ext. M. (F); toute
mesure de Ext. M. (F') est ponctuelle de norme 1 et placée dans I’
(la fromticre de F).

En considérant M} (I") au lieu de M7 (I"), §3 reste encore valide.
Par conséquent, il en est ainsi des égalités fondamentales (8.5), (5.1),
et (5.2), de plus, de Théorémes 1 et 1*¢, Toutefois, quant & 1’éga-

lité f du= f du} dans les Propositions 3 et 3%, il n’en est plus de
méme; en effet, si £—F est relativement compact, on peut prendre
une mesure sphérique 2 sur X telle que E—FCX, alors on a UNx)=
U@ =k & p.p.p. sur I' et U (@) <k pour xcint (F), parce que
U est harmonique dans i (F') qui s’étend & 'infini. D’ou il vient

que fd/u>k‘1fU“}'dy:k“fog"d,u%:fd,u% (d’aprés (8.5)), quelque
soit la mesure w ayant le support dans nt (F') et de I’énergie finie.
8§9. Le cas d’un ensemble ouvert général. Soient D un ensem-

ble ouvert quelconque et I' la frontiére de D; prenons alors une
suite dénombrable des ensembles fermés F', tels qu’on ait

i) F.cD,D—F,.,,.cD—F,,
if) I'=~3.(D—F,).”

Pour une mesure weM*(D),® désignons par u, les restrictions
de p & F, et par u) les mesures balayées de u, sur les frontiéres
I, de F, pour tout n(=1, 2,---). On voit que u, convergent vague-
ment vers p et qu’il existe parmi les x, une sous-suite {u},} qui
converge vers une mesure pf définie sur I', comme N} (17) est
vaguement compact.

Proposition 8. Pour toute v ¢ MF(I") de I’énergie finie, on a

5) Par exemple, on peut prendre Fj,=D— S,erB" ol B? désigne une boule ouverte
de centre xe " du rayon 1/2¢ (cf. Démonstration de Théoréme 3).

6) On aura soin de ne pas confondre m+ (D) et my (D); uem+(D) est répartiée
dans D.
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9.1) f Uvrdy— f Uk d.

Démonstration: Désignons par »§ la mesure balayée de ve¢
M*(E—F;) sur I'; au sens du §8 (ou §5); en vertu du Lemme dans
83, on peut choisir parmi les »} une suite {»%} qui converge vague-

ment vers la mesure v%.” Etant donné un nombre ¢ >0 queleconque,
. . . . . 0
il existe un entier 5/ tel qu’on ait U"%<U“v"+e/2.
. 0 . = . . .
D’ailleurs, comme UY’ est continue sur D—int (F,.,), il existe

un entier n, tel que f U”(}'d,u?”< f U“‘}/d/.c%+a/2 pour tout ¢ tel que
n=n, 1 suit de 13 que f ¥ dpy, = f Uhdu, < f U dus, +e/2<
f U dply+e< f Uvdul+¢, par suite,

JUhdp=tim [UFdum, < [ dptre;

¢ étant arbitraire, on en conclute f U“%dpg f U dus.

D’autre part, on a v=»% (en considérant » ¢ M"(I") elle-méme
comme une balayée de v au sens général) parce que » est de 1’éner-

gie finie, et il est clair que Ur<lim U < lim U*n =" par con-

B G>oc

séquent, fU“d,u}zf U”g"dvg_fU”du, d’out résulte (9.1).® Nous
avons ainsi établi le

Théoréme 4. Soit D un ensemble ouvert quelconque ayant o
frontigre I'; pour toute mesure pe M*(D) 1l existe une et une seule
mesure py(=pf ot F=E—D), appelée la mesure balayée de p sur I’
(ou sur B, telle qu’on ait
a) U*=U"r partout sur E,

3) Ur=U" sur E—D et a p.p.p. sur I'.

Remarque 1. On voit aisément que dans un sous-domaine du
complément de F' qui ne contient aucune partie du support de p
on a ) U»>Ur.

Remarque 2. On peut aussi, comme 1’a fait M. H. Cartan (Loc.
cit.), établir la notion du balayage intérieur ou exiérieur pour un

ensemble général; mais nous mnous contentons ici d’exposer le
Théoréme 4 ci-dessus.

7) Si " n’est pas compact, c.8-d., elle s’étend & 1'infini, chaque I'; n’est pas compact
et il est besoin de remplacer m; par smj, mais le Lemme reste encore valide.

8) On ne peut employer ici les égalités (5.1), (5.2), etc., parce que le sens du
balayage pour u}, est différent de celui pour v}, dans la démonstration ci-dessus; c’est-
a-dire, xem+(D) mais vem+(/).
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10. Les problémes de Dirichlet et de Robin. Conformément &
la définition dans 86, on appelle encore point-frontiére régulier tout
x e I' vérifiant UXx)=U"r(z) pour toute ue M*(D), ot D est un en-
semble ouvert quelconque, et poini-froniiére irrégulier tout point
de I qui n’est pas régulier.

En vertu de (9.1), on voit immédiatement que I’ensemble des
points-frontiéres irréguliers d’un ouvert D est de capacité nulle. De
plus, on a

Proposition 5. Pour que x soit un point-frontiére régulier d’un
ouvert D, il faut et il suffit que, pour toute suite des points {y} de
D telle que y—=, {(¢,)T} sott convergente vaguement vers la mesure €,.

Démonstration: 1°) Soient 4 et ¥ mesures sphériques de masse
totale+1 de centre commun; alors U*™* est une fonection continue
a support compact et r=1—2" est de ’énergie finie. Désignant par
-2 et +* les restrictions de +~ sur D et F—D respectivement, on a
U@z [Urde= [T Fde,+ JUde,, dot U(@)=lmU (y)= lim

Yrx

f US"r de, + lim f U~ de,=U""r (&)+ U~"(x); si @ est un point-fron-

Y-
tiére régulier, on a U‘TD)ﬁ"(m):U”‘D(x) et done U~(z)=lim f U~d(e,)y,
Yy rxe
ce qui prouve que (¢,)y—>¢, vaguement.
2°) Réciproquement, soit x un point-frontiere irrégulier et
supposons que (£,)r—¢, pour toute suite {y} telle que y e D—>u;
alors U*r(y)= f Ut de,) et lim U¥(@) = lim [Ud(e,)p=lim L

Y>x Yyrx Yyrx
()% (Q’aprés (9.1)=U*x), donc par le méme raisonnement que dans
la démonstration de Prop. 6 on obtiendrait une contradiction.

Or, nous considérerons ensuite le probléme de Dirichlet pour un
domaine quelconque D ayant la frontieére I'. Il n’offrira maintenant
aucune difficulté de reconnaitre la solution; pour une fe C(I") quel-

conque, la solution F (x) est représentée par

(10.1) F@)= [f@dea, ou zeD.

En effet, prenons les domaines compacts F, vérifiant les condi-
tions i) et ii) au début de §9 (c’est toujous possible) et prolongeons
f en une fonetion f, continue & support compact sur E; en désignant

les restrictions de f, dans C(I".) par f., on voit que f';;(x)::

f Fu®)d(e,)y, sont harmoniques et uniformément bornées dans int (F',,)
Iy
pour tout m=mn,, alors il existe parmi les f.(x) une sous-suite qui

converge vers une fonction harmonique f(x) dans nt (F,), mais
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d’autre part on a lim f.(#)=f(2), c.-a-d., f@)=f(x) dans it (Fy,),

donc f(x) est harmonique dans int (F,), par suite dans D, n, étant
arbitraire. En vertu de Prop. 5, on a lim f(y):f (x), y ¢ D, pour
y>z

tout point-frontiére régulier z e I: L’unicité de la solution f ()
sera bien déduite par la méme argumentation comme dans la
derniére partie du §7.

Remarquons maintenant que si D s’étend & 1’infini, il est besoin
que nous nous assujettissions d’admettre la condition supplémentaire

que f (x) s’annule a 'infini, puisque ¢,— 0 vaguement quand x tend
vers l’infini.

Finalement, étant donné un compact K, prenons une mesure

sphérique 2 ¢ M*(E—K) sur IDK telle que U*=1 sur nt (X); alors
on a

(10.2) UX=1 & p.p.p. sur K
et o(K)= f dix. C’est la solution du probléme d’équilibre de Robin

pour K(A% est la mesure capacitaire de K).

§11. Application pour le potentiel d’ordre a. Soit D un domaine
relativement compact avec la frontiére I" dans E=E®; considérons
maintenant le potentiel V* d’ordre « (1<a<8) de M. Riesz. Soit z

un point quelconque de E—D, alors V* est sous harmonique dans

un domaine D, tel que DCD,CE—z,* par suite, il se décompose en
la somme (c.-a-d., la décomposition de F. Riesz);'®

(11.1) Ve=H-U" sur D,
ol v € M*(D) et H est harmonique dans D.
Pour tout point xe D, on a H(x)= f Hd(e,)y (la solution du
I

probleme de Dirichlet, §10) et d’autre part U*(x) = f Utzdy =
f UCbdy = f Ud(e)y; alors on a 1/rex, 2)= V(@)= H(@)— UXx)<
f H—Ud(e,)— f Vd(e,) ot il résulte que:

Ir r

Théoréme 5. Soit ¢ un point quelconque d’'un domaine relative-
ment compact D; alors pour la mesure balayée (e.)r au sens usuel de

9) O. Frostman: These Lund, 20 (1930); en effet, A—:&Ago pour a=1.

10) S. Matsushita: Sur la décomposition de F. Riesz, 1, C. R. Acad. Sci., Paris,
241, 1252-1254 (1955). S. Hitotumatu: Comm. Math. Univ. Sancti Pauli, 3, 69-94 (1955).
Dans ma Note ibid., il y a quelques errata typographiques; page 1253, 15¢ ligne, au
lieu de «“0="’, lire “0="’, et posonsfFf(~Ag)dx: <O0up(f)>(g). 17¢, 18, et 19e

lignes, aulieu de ‘¢, (f)”, lire “0,(f)".
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€y sur la frontiere I' de D, on a

11.2) Ure(w, V= f 1red(e,) sur E—D.
Ce théoréme de balayage pour le potentiel d’ordre a est appa-
remment d’un type différent que celui exposé par M. O. Frostman.'"’

12. Compléments. 1°) Dans le cas d’un domaine compact D,
le procédé du balayage exposé aux §8§2-3 est de méme que 'extré-
misation de M. M. Brelot;'® en effet, dans le Lemme au §3, on peut
remplacer la suite des domaines {D;} par celle des domaines
réguliers (c.-a-d., I';=1I"% pour tout j) qui est équivalente a cella-la.

Par exemple, comme 17;+1CDJ, il y a un recouvrement de I';
(compact) formé d’un nombre fini de boules ouverts (B,), dont
chacun ne rencontre pas ﬁm. Désignons par DY le complément
d’ensemble (XB,)~(E—D,); alors D,,,CD*CD; et la frontiére I'*
de Dj est régulier, c.-a-d., (I'f)’=I"* (voir Prop. 7, §6). Considé-
rons ensuite la suite des mesures balayées {v¥} de »eMF(D)C
My (DF) sur I'f pour j=1,2,--- . Alors, il existe une sous-suite de
{v¥} qui converge vaguement vers une mesure v} € M7(I"). Cette
mesure v# jouit les propriétés (8.4), (8.5), et (5.1) au lieu de »%;
d’aprés I'unicité de .}, on a nécessairement vi=yu%, qui est alors la
mesure extrémisée de v. Ceci étant, on peut remplacer ici la notion
de point-frontiére régulier par celle de point-frontiére stable au
sens de MM. Keldych et Lavrentieff.

2°) Soit D un domaine quelconqgue; désignant par H(D) 'espace
vectoriel des potentiels newtoniens qui sont uniformément bornés ét
harmoniques dans D, espace muni de la pseudo-norme || f]| ,,:smlé]]p) | f(@)l,

et par N(D) le sous-espace de H(D) constituté de telles f que ||.f|l»,=0,
on peut définir sur 'espace normé 9H(D) obtenu en munissant le
quotient H(D)/N(D) de la norme déduite de la pseudo-norme de H(D)
une fonctionnelle linéaire continue de telle maniére que pour
une u € M (D),

(12.1) W (f9=[fdu  pour toute < HD); fo< HYD).

PN

Il serait sans doute intéressant de chercher & rendre ce qui
précéde a l’ensemble convexe M (D) de cettes x~ dans le dual
topologique 97(D) de H,(D), au lieu de M"(D) (au §2), et a appli-
quer aussi le théoréme de Krein-Milman sur cet ensemble. Pour
cela, on aurait besoin qu’on considére sur M~ (D) une topologie qui
sera mieux adaptée —plus fine que la topologie vague, mais plus
faible que la topologie fine de H. Cartan.

11) O. Frostman: Loec. cit., n° 87, p. 65-66.
12) M. Brelot: Bull. Sci. Math., 68 (1944), et Jour. Math. pures et appl., 24 (1945).



