
No. 5] 257

Sur la Drivation de l’Intgrale (E. R.) Ind.finie. II

Par Shizu NAKANISHI
Institut des Math6matiques, Universig d’Osaka

(Comm. by K. KUNUG, M.ff.A., May 18, 1958)

Continuons l’tude sur la drivation de l’int6grale (E. R.) ind6finie. ’
Th6or6me 8. Soit u- {un}, un-- V(Fn, Vn; fn), une suite fonda-

mentale satisfaisant aux conditions 31 et 32. Posons f(z)= lim f(z).
Alors, l’intgrale (E. R.) indfinie F(x) de f(x) est une fonction ab-

solument continue au sens large sur tout F:, oh F:-- F, (n=0,
1, 2,...).

En effet, puisqu’on a

o h(x)--,=o p(x), il suffit de montrer que la fonction G(x)-= r(x)dx

est absolument continue au sens large sur tout F:. Soient e un hombre

positif quelconque et n0 une entier positif tel que 2-</2 et
i=n0+1

n0 >m. Alors, l’intgrale de la fonction ]r(x)] tant absolument
i0

continue sur [a, b, il existe un hombre positif =(e) tel que

mes<8 enraine r,(m) g<,
quel que soi l’ensemble eonenu dans [, b.

Soi ,b (j=l, 2,..., do) un sysme 61menaire queleonque
ao

que les exr6mi6s appariennen g F2 e don la mesure (b-)
$=1

es inf6rieur g 8. Puisqu’alors les exrfmi6s des inervalles [, b
appariennen g F, pour tout ino+l, on a, d’aprs la condition 8,
pour ou i no+ 1

)G(bs)--G(aj) r,(x) dx+ + r,(x) dx
aj aj

<+ 2-
2 *=no+ 2 2

1) S. Nakanishi: Sur la d6rivation de l’int6grale (E. R.) ind6finie. I, Proc. Japan
Acad., 34, 199-204 (1958).

2) Pour la d6finition, voir, par exemple, S. Saks: Theory of the Integral, 223
(1937).
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De plus, on en dduit le
Corollaire 1. Soit U {Un} U V(Fn, 1)n; fn), une suite fonda-

mentale satisfaisant aux conditions [3J et 3. Posons f(x)-lim f(x).
Alors, l’intdgrale (E. R.) indfinie de f(x) est absolument continue

g$n$ralis$e au sens large ) sur l’ensemble [J F,*, oit F,*-- F.
0

Montrons ensuite quelques conditions qui sont suffisantes pour que
l’intgrale (E. R.) indtifinie F(x) remplisse la condition (N) de Lusin
sur [a, bJ, c.--d, pour tout ensemble E contenu dane [a, bJ

mes E---0 entraine mes F(x); xE--0.
Or, F(x) remplit, en vertu du Corollaire 1, la condition (N)de Lusin

sur [J F,*. Donc, il suffit de montrer que les conditions entrainent
----0

la proprit suivante:

rues [F(x); x [a, b- [.J F,*J-0.
-0

Lemme 1. Soit u-{Un}, U-- V(F, n; fn), une suite fondamentale
satisfaisant aux conditions [3 et 3 et tel qu’il existe une fonction
(n) de n (n-O, 1, 2,...) qui jouit des conditions suivantes:

(1) (n)>O pour n=0,1,2,...;

( 2 ) +(n)<
----0

(3) pour tout ensemble E contenu dans [a, b--Fn, on a

f If (X) dx

_
Poo f(x)--limf(x). Aor, F(x)--(N. R.) f()d pode pro-

pridt suivante:

mes IF(x); x [a, bJ- [.J F,,* --0, o F*-- f] F,.
0

D.monstration. Posons A*- a, b [J F* et G,*- a, bJ --F,*. On
-0

a alors A*-- G*,. Soit e un nombre positif quelconque. Alors, il
---0

existe un entier positif no=no(e) jouissant des proprits suivantes:

1) 2- n0+< e/10;

2) , (n)</10;
’0

f3) p*(x) dx<e/lO, oh p*--,].ol Pn(X) I;

4) si ]xl--x. ]< mes (G20), on a F(xl)--F(x.)l< e/10.
G,* tant un ensemble ouvert dans [a, b, il s’exprime par la somme
de la suite finie ou ddnombrable d’intervalles disjoints. Dsignons par

3) Pour la ddfinition, voir S. Saks: Loc. cir., 223.
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Ino--(ano, bno) (i--1, 2,...) tous les intervalles de la suite qui contien-
nent u moins un point de A* et tels que anoa ou baobab, et par
a, bo) et (a0, b les intervalles qui contiennent respectivement a et b
(si’il existe).

A) Montrons d’bord qu’on a, quel que soit x e Io fq A* (i- 1,

2,...), .32,1F(x)-- r(ano) < 3e/lO.

Puisque G s’exprime la somme de la suite finie ou dnombrable
disjoints et que x (i-1, 2,...) appartiennent GZ, on a, pour tout
n no+ 1, les intervalles de la suite I-(a, b) (i- 1, 2, tels que
IniIni,--O (ii’) et IniXi. Soit, pour tout nno+l, L, (j-l, 2,...)
tous les intervalles de la suite contenus dans (a_,, ani (i-1, 2,...).
Alors, les intervalles possdent les proprits suivantes:

5) Ino Ino+, et In-- {X}.
0

6) les extrmits a et b des intervalles I (nno) appartien-
nent *, et on a IF:--O;

7) les extrmits des intervalles In (nno+l) appartiennent

F:, et on a InF2--O et In--(a_,,a)G.
Ceci tabli, nous allons montrer qu’on a F(x)--F(ano.)[<3/lO.

i=1

Puisqu’on a U (an,a+.)G:a,b--Fn, on a d’abord, d’aprs (3),
pour tout nno

+i’ f+(x) dx(n)
ang

De plus, puisque les extrmits des intervalles
F2+ et qu’elles appartiennent done F pour tout mn+l, on a,
d’aprs [3, pour tout m2n+ 1,

In+l,i

d’ofi, en notant que r(x) s’annule pour tout x appartenant
pour tout mn+l, on conclut que

l)E r(,) dx r(x) dx
an

)i=1 j=l
In+l,ij

g 2-<2-++.
Mais comme l’intgrale (E. R.) indfinie F(x) s’crit
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off h/(x)- , p(x), on a pour tout n>_no
rr=n+, F(an/,)--F(ai)

ani ani ani

<

Or, F(x) tant continue, on a pour tout i

F(x)--F(ao) (F(a+,)--F(a)).
0

Donc, on a

F(x)--E(ao) g F(a+.)--E(an)]
i=1 i=1

J0 no
ani

<.+fp*(x) dx +2-n0++< s.
10 10

B) 0n a maintenant rues F(x); x e A* ge. En effet, si l’on pose

/--max (]F(anoO--F(x)[; xeA* et x(anoi, bnoi)),
J-- F(anoO- l, F(ano)+lJ (i-- 1, 2,’" ),

on a d’abord d’aprs 4) _
FF(x); x A’J,

puisqueA* U(a,oi, b,oi)Lj a, bo)LJ(ao, bJ. D’autre part, puisqu’il existe,

pour v0 arbitraire, un point x de A* appartenant i (ao,bnoi)et tel

<lF(a,o)--F(x)i, on a d’aprs A)que l -- , l < , F(a,o)--F(x) + <3
:i :i i:i 10

et on a par suite l_<--3-s.
10

Donc, il en rsulte qu’on ames _F(x);

Corollaire 2. Soit u- {Un} U Y(rn, )n; fn), une suite fonda-
mentale satisfaisant aux conditions 31 et 3. et qui possde la pro-
pridtd P *.) En outre, supposons que pour la proprit P* la fonction
(n) de n jouisse de la proprit5 plus forte (n)< c. Alors, pour

0

4) Voir K. Kunugi" Application de la m4thode des espaces rang4s la th4orie
de l’int4gration. I, Proc. Japan Acad., 32, 215-220 (1956).
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l’int$grale (E. R.) indfinie F(x) de f(x)-limf(x), on a

rues F(); x [a, b- U F* -0, o N*- N.
Ensuite, considrons la condition suivante plus orte 3 au lieu

de la condition 3.
[3 Pour tout systme lmentaire d’intervalles L (i-1,2,...,

io) tels que l’un au moins des extrmits de I appartient F pour
tout i, on a

i0

Nous ouvons dmontrer alors le
Lemme 2. Soit u-- {u}, u- V(F, n; f), une suite fondamentale

satisfaisant aux conditions [3 et [3 et tel qu’il existe une fonction
(n) de n (n-O, 1, 2...) qui jouit des conditions suivantes:
(1) (n)0 pour n-O, 1,2,...;

2 ) +(n)< ;
0

(3) pour tout ensemble E contenu darts [a, bJ--F, on a

f fn(x)]dxg(n).

Posons f(x)-lim f(x). Alors, pour l’intgrale (E. R.) indfinie de

f(x), F(x)=(E. R.) f(x) dx, on a

rues N();s[a,b-- F --0, o N--
Dmonstraion. Ntant donn6 un s>0 arbitraire, dfinisons, de

mgme que Lemme 1, un entier ositif o et, our tout , des
suites d’intervalles

I--(an, b) (i--1, 2,...),
I+, (i--1, 2,...; j=l, 2,...).

Alors, on a, quel que soit xeIoA* (i-1,2,...), F(x)--F(ao)
i=l

<3e/10. En effet, puisqu’on a (a,a+.)[a,b--Fn, on a d’abord,

d’aprs (3), pour tout nno
]A(x)dx(n).

ani

D’ailleurs, puisque l’extrmit an d’intervalle [a, a+, (i-1, 2,...)
appartient F et qu’elle appartient done Fn, on a d’aprs
pour tout nno

r(x)dx 2-.
i=l

On a de plus, de mme que Lemme 1,
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, , r x) dx <_ 2-.
i=l m=n+l m=n+l

ani
Mais comme F(x) s’6crit

fF(x)- fn(X) dx+ h(x) dx- r(x) dx,

oh h(x)= p(x), on a pour tout nno

’r.x. + r(x) dx
i=l

ani an

f+l,(+ *(+-+ -.
=+1

Par eons6quent, on a

1 gl 0

d’o., de mme que Lemme 1, on eu eonelure qu’on a rues N();
eA*<s.

Nous ouvons dduire, de lus, le horgme suivant de mme que
S. 8aks: heory of the Integral (1987), (6.2) heorem, Cha. VII,

6, 9at exemle.
horgme 9. Soiet = {}, %= V(N, u;f) et v={%}, %=

V(N, ;) ge ite fogametale qi oiet d’ de hgo-
the de Lemme 1, ThdoOme 1 et Lemme 2, et telle qe l’o

lira f() lira (w),

alors, on a

lira x) dx lim (x) dx.


