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61. Sur la Dérivation de UIntégrale (E. R.) Indéfinie. II

Par Shizu NAKANISHI
Institut des Mathématiques, Université d’Osaka
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., May 13, 1958)

Continuons I’étude sur la dérivation de 'intégrale (E. R.) indéfinie.?

Théoréme 8. Soit uw={u,}, u,=V(F, v, f.), une suite fonda-
mentale satisfaisant aux conditions [3,] et [3,]. Posons f(x)=lim f,(x).
Alors, Uintégrale (E. R.) indéfinie F(x) de f(x) est ume fonction ab-
solument continue au sens large® sur tout F.*, o F¥*= ﬁ F,, (n=0,
1,2---).

En effet, puisqu’on a

F(x)= f mfo(w) da+ f mh(w) de+ ni;o f xrn(x) d,

ol h(x):io ,(%), il suffit de montrer que la fonction G (x)= i}) f () dae

est absolument continue au sens large sur tout F.*. Soient ¢ un nombre
positif quelconque et n, une entier positif tel que > 27Vi<e/2 et

i=mg+1

n,>m. Alors, l'intégrale de la fonction Z,o‘ | r{x)| étant absolument
=0
continue sur [a, b], il existe un nombre positif §=58(¢) tel que
mes £<§ entraine f(zo] | () |>dx<%,
i=0

p
quel que soit ’ensemble E contenu dans [a, b].

Soit [a,, b,] (4=1,2,---,J,) un systéme élémentaire quelconque tel
j
que les extrémités appartiennent & F¥ et dont la mesure Zo(bj—aj)
J=1

est inférieur & 8. Puisqu’alors les extrémités des intervalles [a,, b,]
appartiennent & F;, pour tout ¢>m,+1, on a, d’aprés la condition [3,],
pour tout i>n,+1

Jo bj v,
jzlf r,.(x)dxl<2 .
Done, on a !
Jo Jo b/ Mo Jo  o° b
5160)-6@)1<3 [(SIr@ )+ 3| [r@ds
j )

& kad _ e 5
<L V2 Vi 4 C —p
s .2 2 Tg=*®

i=ny+1

1) S. Nakanishi: Sur la dérivation de 'intégrale (E. R.) indéfinie. I, Proc. Japan
Acad., 34, 199-204 (1958).

2) Pour la définition, voir, par exemple, S. Saks: Theory of the Integral, 223
(1937).
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De plus, on en déduit le
Corollaire 1. Soit w={u,}, u,=V(F, v,; f.), une suite fonda-
mentale satisfaisant aux conditions [3,] et [3,]. Posons f(x)=lim f,.().

Alors, Uintégrale (E. R.) indéfinie de f(x) est absolument continue

oo [es)
généralisée au sens large® sur Uensemble |J F.¥, ow Fr= | F,.

n=0 m=n

Montrons ensuite quelques conditions qui sont suffisantes pour que
Pintégrale (E. R.) indéfinie F'(x) remplisse la condition (N) de Lusin
sur [a,b], c.-a-d. pour tout ensemble E contenu dans [a,b]

mes E=0 entraine mes [F'(x); xe E]=0.
Or, F'(x) remplit, en vertu du Corollaire 1, la condition (V) de Lusin

sur |J F¥. Done, il suffit de montrer que les conditions entrainent

n=0

la propriété suivante:
mes [F(2); x ¢ [a,b]— ) F¥]=0.
n=0

Lemme 1. Soit u={u,}, u,= V(F,, v,; f.), une suite fondamentale
satisfaisant aux conditions [3;] et [3,] et tel qu'il existe une fonction
¢(n) de n (n=0,1,2,--.) qur jouit des conditions suivantes:

(1) ¢(%)>0 bour n=0, 1y29"’;
(2) IORLS

(3) pour tout ensemble E contenu dans [a,b]—F,, on a

f | frr1(®) | < p(m).

Posons f(w)z}tiror: Ju(x). Alors, F(x)=(E. R.) f wf(x) dx posséde la pro-
priété sutvante: ‘
mes [F'(«); € [a, b] —ﬂf_jo F¥]=0, o F,.*:m@Fm.
Démonstration. Posons A*=[a,b]—U FF et G¥=[a,b]—F,F. On
a alors A*=£]0G;.". Soit € un nombre ;:sitif quelconque. Alors, il

existe un entier positif n,=mn,(c) jouissant des propriétés suivantes:

1) 27 Vntt < g/10;

2) i P(n)<e/10;

3) f p*(x) de <e/10, ot p*=§olpn(x)l;
G*

k)
4) si|@,—x,| <mes(GF), on a | F(x,)—F(x;)| <¢/10.
G,’}; étant un ensemble ouvert dans [a,b], il s’exprime par la somme
de la suite finie ou dénombrable d’intervalles disjoints. Désignons par
8) Pour la définition, voir S. Saks: Loe. cit., 223.
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Li=(ay by3) (1=1,2,--.) tous les intervalles de la suite qui contien-
nent au moins un point de A* et tels que a,;3a ou b,;=-b, et par
[a, b)) et (a,, b] les intervalles qui contiennent respectivement a et b
(si'il existe).

A) Montrons d’abord qu'on a, quel que soit eI, ,MNA* (1=1,
2,0+ ), il | F(2)— F(a,,) | <3¢/10.
Puisque G} s’exprime la somme de la suite finie ou dénombrable
disjoints et que «; (¢=1, 2, --.) appartiennent & G, on a, pour tout
n>mn,+1, les intervalles de la suite I,,=(a,; b,;) (¢=1,2, ---) tels que
IL.NL,=0 (i) et I,;,52,. Soit, pour tout n>n,+1, I,;, (1=1,2,---)
tous les intervalles de la suite contenus dans (a,_; ., @,;) (?=1,2,---).
Alors, les intervalles possédent les propriétés suivantes:

5) L,21I,,.,2 - et ( L,={x}

'I’b=7l0
6) les extrémités a,,; et b,, des intervalles I,, (n>mn,) appartien-
nent & F.¥, et on a I, Fx=0;

7) les extrémités des intervalles I,,; (n>n,+1) appartiennent a
Fk, et ona I,,NFXf=0 et U s = (@ 1ua'm)nG*

Ceci établi, nous allons montrer qu’on a Z‘ | F'(%;)— F(a,,)| <3¢/10.
Puisqu’on a U (@i @pir,) EGX¥<[a,b]—F,, on a d’abord, d’apres (3),

pour tout nzno

S [T fan@) [ do < ().

De plus, puisque les extrémités des intervalles I,., ,; appartiennent a
FY., et qu’elles appartiennent done & F', pour tout m>n-+1, on a,
d’apres [3.], pour tout m>n-+1,

S5 rd@ds|<2om

i=1 j=
Ini1,is
d’oli, en notant que 7,(x) s’annule pour tout 2 appartenant & FJ,
pour tout m>n-+1, on conclut que
A +1,1
f ro() dx!)
i

53 eel= 2, (8

" > f r.(2) d2 l)

In+1,i4

i=1 m=n+1

Ms

<

m

n+1
oo

< 2 2" Vm < Q Vne1t2,

m=n+1

Mais comme l’intégrale (E. R.) indéfinie F'(x) s’écrit
F@)= [fra@dot [ @do+ 33 [r@ds,
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ou h,(x)= > p.(2), on a pour tout n>n,
m=n+1
2 I F(an+1,i)_F(a’ni) I

<3 f lfn+1(w)ldx+§1 [ “”"1”'|hn+l<w>|dx+g S M@
s+ 5 [ pr@dnzonn "

Or, F(x) étant continue, on a pour tout %

F@)=F(@5,) = 3 (F(@0,1,0—F (@)
Done, on a '

3 FE)~F,)]< 3 3 | F(a,m,i)-F(aM) |

1 )
<3 ¢+ 2 z T k(@) dat ) 27
n= no T = n=n0

* Vageitt 3
+fp (x)dac+2 <3

B) On a maintenant mes [F(w), xe A*]<e. En effet, si ’'on pose
li=max (| F(a,,)—F(x)]; xc A* et xe (@, b,))
Ji=[F (@)=l Fla,)+1l] (1=1,2,-),
on a d’abord d’apres 4)
) 3 e
{D7U[F@-5, P+ JU[FO -5 Fo+5 ]
2 [F(x); e A*],

puisque A*S iLJl(anoi’ b, )U[a, b)) U(a,, b]. D’autre part, puisqu’il existe,
pour >0 arbitraire, un point », de A* appartenant & (a,,, b,;) et tel
que li——;’z—<|F(an0i)—F(xi) |, on a d’aprés A)

S <D F(a)—F@) |+ 1 <3 ety
i=1 i=1 =1 21 10

et on a par suite ﬁlié%& Done, il en résulte qu’'on a mes [F'(x);
xeA*]gZ( ili)+—4—sge.
i=1 10

Corollaire 2. Soit w={u,}, u,=V(F, v, f.), une suite fonda-
mentale satisfaisant aux conditions [3,] et [3,] et qui possede la pro-
priété P** En outre, supposons que pour la propriété P* la fonction

¢(n) de n jouisse de la propriété plus forte §w]¢(n)< . Alors, pour
n=0

4) Voir K. Kunugi: Application de la méthode des espaces rangés a la théorie
de lintégration. I, Proc. Japan Acad., 32, 215-220 (1956).



No. 5] Sur la Dérivation de PIntégrale (E. R.) Indéfinie. II 261

Vintégrale (E. R.) indéfinie F(x) de f(x)=lim f,(x), on a
mes [F(x); vela,b]— U F,:“]:O, ot F¥=( F,.
n=0

Ensuite, considérons la condition suivante plus forte [3}] au lieu
de la condition [3,].

[8¥] Pour tout systéme élémentaire d’intervalles I, (=1, 2,-.-,
1) tels que 'un au moins des extrémités de I, appartient & F' pour
tout ¢, on a

izo

t=1

fr(w) do .<2-V.
Nous pouvons démontrer alors le

Lemme 2. Soit u={u,}, u,=V(F,, v.; [.), une suite fondamentale
satisfaisant aux conditions [8,] et [35F] et tel qu'il existe une fonction
o(n) de n (n=0,1,2...) qui jouit des conditions suivantes:

(1) $(n)>0 pour n=0,1,2,---;
(2) 21 d(n) < oo;
(3) pour tout ensemble E contenu dans [a,b]—F,, on a

[ 1£.@)dw<g(m).
Posons f(x)=lim f,(x). Alors, pour Uintégrale (E. R.) indéfinie de
f(x), F(x)=(E. R.) f “f(w) dz, on a

mes [F(x), xela,b]— f_jo F,,*] =0, o FjF= ﬁ F,.

Démonstration. Etant donné un ¢>0 arbitraire, définisons, de
méme que Lemme 1, un entier positif %, et, pour tout n>wu, des
suites d’intervalles

Iniz(awm bni) (?::1, 2:' . ’)’
In+1,ij (’1,:]_, 2" cy .7=1’ 2" ‘ ’)-
Alors, on a, quel que soit x;¢I,;NA* (¢:=1,2,--), i | F(x)—F(a,,)]
oo i=1
<8¢/10. En effet, puisqu’on a iU @iy @piv,0)=[a,b]—F,, on a d’abord,
=1
d’apres (3), pour tout n>n,
© An 41,1
S 1@ e <gm.
D’ailleurs, puisque l’extrémité a,, d’intervalle [a,; a,.,.] (¢=1,2,---)

appartient & F.} et qu’elle appartient donec & F,, on a d’aprés [3F]
pour tout n>n,

oo An 41,7
= f r(x) dx ’32“’".
i=1

%ni

On a de plus, de méme que Lemme 1,
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oo

mern(w) de < f‘, 2V,

m=n+1

=1 m=n+1
%ng

Mais comme F'(x) s’écrit
F@)= [ £.@ do+ [h@do+ S [r.@) ds,
o h,(x)= i p,.(x), on a pour tout n>mn,
gl: | F(@n1,)—F (@)

oo A 41,1 =) Cpt1,i
<5 [T1@lde S [T b dat

ani

oo A +1,1 =) oo Ay 41,1
r@de+3 5| [ r@ds
Ani %ni
< ¢(n)+zf pr@do+2n+ 31 2

%ng

Par conséquent, on a

E ‘ F(xi)_F(a’noi) I S t-=21 7‘=2”0 ‘ F(an+1,i)_F(ani) I <3$/10,
d’oli, de méme que Lemme 1, on peut conclure qu’on a mes [F'(x);
re A¥] <e.

Nous pouvons déduire, de plus, le Théoréme suivant de méme que
S. Saks: Theory of the Integral (1937), (6.2) Theorem, Chap. VII,
§ 6, par exemple.

Théoreme 9. Soient u={w,}, u,=V(Fi, v f,) et v={v,}, v,=
V(FZ i 9,) deux suites fondamentales qui jowissent d’un des hypo-
theses des Lemme 1, Théoréme 1 et Lemme 2, et telles que lon ait
presque partout

lim f,(z) = lim g, (2),

alors, on a

lim f *f.(%) dw=1lim J "g.() da.



