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61. Sur la Transformation de Fourier et la Drive Fonctionnelle

Par Riiehi IINO
Universit de Waseda

(Comm. by K. KtNUGI, M.J.A., May 13, 1961)

Dans cette note, nous allons dfinir la transformation de Fourier
pour des fonctionnelles continues (non ncessairement linaires) sur S
(l’espace des fonctions valeurs complexes sur R, indfiniment dri-
vables au sens usuel dcroissance rapide ainsi que chacune de leurs
drivs, muni de la topologie dfinie par L. Schwartz"), et tudier
une relation entre la transformation de Fourier et la drive fonc-
tionnelle (drive faible2)).

1. Transformation de Fourier. Rappelerons d’abord la transfor-
mation de Fourier des distributions tempres dfinie par L. Schwartz2
Soit R (resp. R) l’espace vectoriel rel de dimension n dont ----(,
,..-,) (resp. Y-(Y,Y2,’",Y)) sera un point de R (resp. R).
Dsignerons par S (resp. S) l’espace S construit sur l’espace R
(resp. R) et par S (resp. S) le dual fort de S (resp. S). La trans-
formation de Fourier d’une distribution US’ est dfinie par. la
formule de Parseval:
( 1 ) (U, (U, W, pour tout eS,
le crochet (,,) dsignant la dualitY! entre S et S’, oh ,, s’exprime

l’integrale .f(y) exp (--2ix,. y) dy, x,.y d!signant le produit scalaire

xy-xy2-...-x,,y, (on suppose que R et R sont mis en dualitY!

par x.y). La conjugu.e de est dfinie par

( 2 ) <V, >-<V,>, pour VeS et S,

foh x-- () exp (2i-y) d. On sait le fait suivant trouv par

L. Schwartz:) La transformation de Fourier et sa conjuguge
4tablissent entre S’ et S deux isomorphismes rciproques (alg4briques
et topologiques).

On va maintenant dfinir la transformation de Fourier d’une
fonctionnelle continue f dfinie sur S par une formule suivante:

1) L. Schwartz: Thorie des Distributions, 2, Hermann, Paris (1951).
2) R. Iino" Sur les drivations dans les espaces vectoriels topologiques sur le corps

des nombres complexes. I, Proc. Japan Acad., 3, no. 7, 343-348 (1959); Ibid. II, 3,
no. 9, 530-535 (1959); Ibid. III, 36, no. 1, 27-32 (1960).
Nous noterons par (I), (II), (III) ces notes, respectivement.

3) Voir L. Schwartz: Loc. cit. 1), Chap. VII.
4) L. Schwartz: Loc. cit. 1), Thorme XIII.
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(3) (f)()----f(), pour tout eS;
f s’appelle transform4e de Fourier de fl Cette difinition est une
giniralization de la transformation de Fourier des distributions tem-
lries au-dessus (1). On voit facilement que f est une fonctionnelle
continue sur S; en effet, si des convergent ver dans S, leurs
transforms de Fourier p convergent ver dans S,, donc des
f(T) convergent ver f(w), f itant une fonctionnelle continue
sur S,, enfin des f(p) convergent ver f().

Exemple. Soit f()= {(0)} pour tout e S,. f() f()

-{()(0)}’--|J(y) dy[ {(1, )]2, o/1 1----_1 sur R.
R

De mme fan qu’au-dessus, on d!finit la transformation riciproque

de par: pour une fonctionnelle continue g sur S,
( 4 ) (g)()_---g(=), pour tout eSx.
I1 est clair que fig est une fonctionnelle continue sur S. Si l’on
identifie les variables x et y, on a tout de suite la formule suivante:

( 5 ) (TTf)()-(ff’f)(q)-f(), pour tout pS.
Dsignerons par C(S) l’ensemble formi des fonctionnelles continues

difinies sur S. Cet ensemble est un espace vectoriel complexe. I1 est
facile de voir que la transformation de Fourier et sa conjugue T
itablissent entre 5’(S) et C(S,) deux isomorphismes (alg!briques); si

l’on identifie les variables x et y, ff et d4finissent dans l’espace
vectoriel C(S) deux automorphismes r4ciproques.

Nous allons maintenant introduire dans l’espace vectoriel C(S) la
topologie de la convergence bornie, c’est--dire, la topologie de la
convergence uniforme sur les parties bornes de S. Puisque l’espace
vectoriel topologique S est un espace de Montel) (un espace localement
convexe tonnel) spar dans lequel toute partie borne est relative-
ment compacte), sur C(S) cette topologie coincide avec la topologie
de la convergence compacte (la topologie de la convergence uniforme
sur les parties compactes de S), c’est-h-dire l’galit Cb(S)=C(S) a
lieu. Par cons&luent, la topologie de la convergence borne sur C(S)
est compatible avec la structure d’espace vectoriel de C(S), done Cb(S)
est un espace vectoriel topologique localement convexe spar. De
plus il est vident que l’espace CD(S) est un espace complet, car Co(S)
est complet: en effet, soit u une fonctionnelle ddfinie sur S, dont la
restriction toute pattie compacte A soit continue dans A; done on

5) L. Schwartz: Loc. cit. 1), p. 91.
6) N. Bourbaki: Espaces Vectoriels Topologiques, Chap. III, Paris (1955).
7) On dsigne par Cb(S) (resp. Cc(3)) l’espace C(S) muni de la topologie de la con-

vergenee born (resp. compacte).
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a immdiatement ueC(S), car l’espace S est un espace de Frchet2
On va maintenant montrer que la transformation de Fourier

et sa conjugu4e sont des applications continues de C(S) dans lui-
mme. Soit V un voisinage de 0 dans Co(S) dfini par: V--{g; gC(S),
[g()l_l, pour tout peB}, off B une partie born de S. Comme
est une application linaire de S dans S, l’image (B) de Best aussi
born!e dans S. Donc un ensemble W-- {f, fC(S), f(P) I-< 1, pour
tout (pe B} est videmment un voisinage de 0 dans Co(S), tel que l’on
ait ’WV, grace de la difinition de la transformation de Fourier,
ce qui montre que, si l’on identifie S et S, est une application
linaire continue de C(S) dans lui-mme. De mme consid!ration, on

peut montrer que la conjuguie de est aussi une application
liniaire continue de C(S) dans lui-mme.

Par consequent, on peut dire que, si l’on identifie S et S,, la

transformation de Fourier et sa conjugu4e difinissent dans l’espace
vectoriel topologique C(S) deux automorphismes (a!gibriques et to-
pologiques).

2. Relation entre la transformation de Fourier et la drivie
fonctionnelle. Soient f une fonctionnelle dfinie sur S, , hS. On
dit que f a une drive fonctionnelle en un point (p au long de h, si
f a une drive faible en au long de h au sens ti dfini dans la
note (I). Pour la simplicitY, on considra dsormais f comme une
fonctionnelle continue difinie sur S, ayant drives fonctionnelles
partout dans S au long de h pour tout h eS:. Donc on a le

Thorme. La transforme de Fourier f de f est drivable
fonctionnellement partout dans S au long de k pour tout keS.

Dmonstration. Soient , k deux l.ments de S, tune variable
complexe. D’aprs la dfinition de la transformation de Fourier ((3),
n 1), f(+tk)--f()--f((Ttk))--f() a lieu, donc on a im-

midiatement lira (f(Wtk)--f())/t--Df()Tk], ce qui montre que
t-0

f a une dirive fonctionnelle en au long de k, c.q.f.d.
D’aprs la dimonstration-ci, on a

(1) Df()[k]--nf()k], pour tous , keS.
Comme nous avons vu dans n 2 de (II), Df(?) tant une distri-
bution temprie sur R, il aura lieu

nf()[kJ--(Df(T), k), pour tous (p, keS,
le crochet (,) dsignant la dualit entre S et S, ce qui montre

(2) Df()--Tnf(?), pour tout peS.
Rappelerons ensuite le fair que, dans les conditions impos4es f,

8) Voir N. Bourbaki" Topologie Gdnrale, Chap. X, pp. 22-23, Paris (1949).
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la fonctionnelle f est indfiniment d4rivable fonctionnellement partout
dans Set la d!rive d’ordre m (_2) Df(p) ( un lment arbitraire
dans S) est une forme multilinaire continue et symtrique dfinie

sur II E, oh E--S (lim) (voir (II)). Bornons-nous ici l’tudier

le cas m--2; donc la drive fonctionnelle d’ordre 2 D2f() qui est
une forme bilinaire continue et symtrique sur SS est l’objet
d’tude. Soit B(S, S) l’espace des formes bilinaires continues sur

SXS; on a B(S, S)-(SS)’=(S,S)’=(.._,,’,9) S, d6signant
l’espace S sur R’xR?.. Done on a D2f()eS’, (le dual de S.).,

Dsignerons maintenant par (resp. ) la transformation de
Fourier SS) et utilins la notion de la transformation
de Fourier partielle:) ur tout T.,eS,, l’on a
et l’on a

Donc on peut crire . (la transformation de Fourier
@, considr4e comme un produit tensoriel des transformations

de Fourier et .
Nous allons traiter D2f()h,k] off e, hess, ke&.m En

vertu de la formule analogue (6) de (II), on a imm4diatement
1 f Df(+h)[kD2f()[h, k]
2i t

dr,

oh tune variable complexe, r un nombre rel positif quelconque (n 2,
(II)). Donc, d’aprs la formule (1), on a

D2f()[h, kJ=2i
It I=

2i t

Par consequent, d’aprgs (3), on a

considr comme une distribution temre en , . Pour les d6rives
d’ordre m23, on aura des formules analoes (4).

Finalement remarquons que la transformation de Fourier et sa

conjugu d6finissent dans l’espace vectoriel tologique complet
D(S)) 6t6 introduit dans n2 (III) deux automorphismes rciproques.

9) On signifie par le symbo!e () (resp. ) le produit tensoriel projectif (resp.
biprojectif) compl4t& Voir, par exemple, L. Schwartz: Produits tensoriels topologiques
et espaces nuclaires, S4minaire Schwartz, Facult des Science de Paris (1953-1954).

10) L. Schwartz: Loc. cit. 9), expos4 n 20.
11) (resp. ) s’exprime la transformation de Fourier
12) De(S) est un espace de toutes les fonctionnelles continues sur S, fonctionnelle-

merit dSrivables partout dans S au long de h pour tout h dans S, muni de la topologie

de la canvergence compacte.


