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Sur la D,rivation d’une lntgrale E.R. Indfinie
Par Shizu NAKANISHI

(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., June 12, 1961)

La Thdorie de l’intdgrale s’est ddvelope, comme on sait, dans deux
directions diftrentes, dont l’une correspond la notion d’intgrate
dfinie et l’autre R celle de fonction primitive. L’intdgrale de LeSs-
ee, issue, d’une part, de l’ide d’intale dfinie de Leibniz, Cauchy
et Riemann, ut tre regard&, d’autre part, comme une gnrali-
tion de la notion neonienne de fonction primitive, puisqu’elle satisfait

l’galit fondamentale F’():) si l’on nglige un ensemble de
mesure nulle. L’tgae E. R.* est dfiie comme limite des
tgrales des fonctions en escalier. Mais, nous verons qu’ele ne
8sdep la proprit newtonienne gnrise defonction primitive.
Nous la montrerons par un exemple.

Construirons une fonction intable E. R. dans l’intervalle [0, 13
=[0K1] telle que l’intagrale E. R. ind4finie n’est pas d4rivable en
tout point d’un ensemble de mesure sitive.

Considarons l’ensemble nonsense parfait de Harnack H contenu
dans l’intervalle [0, 1]. Soient I (n=l, 2,--- i-1, 2,-.., 2-) la
suite d’intervalles ouverts dfinie comme il suit:

I est l’intervalle ouvert e<<d tel que c+d = et d2 2
1 I, i-- 1, 2, soit les intervalles ouverts c2< <d2 tels que=c,,+.

cWd c c22Wd22 :dW cll et d2:c2+ 1 I, i=1, 2, 3,4,
2 --’ 2

soit les intervalles ouverts cs< <d tels que cs+d c2 c+d
2 2’ 2

=d+, css+d2 =d+ , c
2

:d22 c22 et d=c,+
4

et

ainsi de suite.
2-1

Posons I=U I. Dasignons les intervalles ferm4s contis
=1

l’enmble I et contenus dans 0, 1], en comptant toujours de gauche
h droite, par J, i-- 1, 2,.- -, 2. Posons

2n-I -1
J(+)- U J,-, et J(--)-- U J,, .

k=l

*) Pour la dfinition, voir Kinjir6 Kunugi" Sur une gnralisation de l’intgrale,
Fundamental and Applied Aspects of Mathematics, Research Institute of Applied Ele-
ctricity, Hokkaido University, 1-30 (1960).
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Puis, posons

et pour --1,2,..-

pour zeIl
pour tousles autres z

n+1

+ pour

()= 2/

--n+l pour

0 pour tous les autres
oh m() est le plus grand des nombres naturels m’ tels que 2=’_n+1.
Dsormais, dsignons simplement par a le nombre naturel 2. Nous

verrons que la fonction f(z) ddfinie par f(z)-r(z) jouit de la pro-
--0

prit{ voulue.

Soit Fo l’ensemble non-dense parfait de Harnack H contenu dans

[0, 1 et F, --1, 2,..., l’ensemble-somme FoJ( U I), et posons f0(z)

----0 et f(z)=(z), --1, 2,.... Alors, (z) s’annule ur tout z

appartenant F. Si E est un ensemble contenu dans [0, 1 et dont

la mesure est infrieur celle de [0,1]--F, on a

= r(x)ldxN. rues ([0, lJ--F)-- .1 Considrons un inter-
=o 2

E

valle c, d tel qu’on air cFo et dFo. Puisqu’alors, ur tout ,
em()

les extrmits c et d appartiennent l’ensemble-somme U

I f 3 0n adeplus6"meson a r() 3 r() (+1)

(It, d]--F.)mes (It, d--F) et mes (c, d]--F)2-*. Done,
la fonction z) est intable E. R. dans l’intervalle It, d]. Ensuite,
on voit que f(z) est intgrable E. R. dans l’intervalle quelconque
contenu dans 0,1].

Posons F(x)--(E. R. f(x)dx,, et montrons maintenant qu’on ait

DF(x,)_DF(x) en tout point de l:ensemble Fo de mesure positive.
Soit xeFo, alors, il existe, pour tout m--3, 4,.--, un intervalle
contenant x. Posons simplement J.,,,-.--[am, b,]. Disignons, par h
un des hombres a--Xo et b--Xo tel que hl coincide avec la plus
grande valeur des a--Xo et b--Xo

2" 2"-
Puis, on a
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>.2+ 2 2"-++... +42.,_2 ( 4"- a 4"+a+1

{ .1 2--++-t

_
2"++ 2 2"++++ + ++= 4+ ++

1 1>__

Par eosque, o R, ur =3, 4,..- I(+)-()1/I1>
8

D’autre part, on a lim P(+h) P(+) / + !--0- En eet, pour
+0

]e as o ]e point appartent ]’nterva]]e [m, c.m, +], s est mpair,

on a toujours bm--c.m_t,,= ++1. Darts e as, si l’o pose
2

1-)+4.._+, on a !1>1..-,1> et on a

1 2"- 1 Par suite, on a IP(+4+)-P()I/14.t=4"--’ +-1 2"-(-1)"
<. Pour ]e as o est pr, nos pouvons d’bord consd+rer
m--1

le cas o5 =,,_+ +,=.++2. Darts ce cas, si ron pose +=2(--+)
4

1 1 2
+4.._e on a I1> m". e on a I(+)-()1 4.._"

1 Par suite, on a ]F(z+h)--F(z)l/lhl< Enfin,
2-(a 2) a--2"

considrons le cas o5 i est pair et b@c.=_., _i +. Alors, si l’on
4

ose h- ,_.
’-+,_ n aura (+h)-()l-

+ + Per suite, on
-1 --’ -e --(-1) -’(-)

N(+)--N() /I < 1 +<. Per esuent,

le es o [,e._.], il existe toujurs un nmbre h tel qu’on
1 I1 enest de mmeait lhl<2._ et IF(+h)--F(z)l/Ihl< 4

m2
pour le cas oh ze [d,,_.,b]. Donc, pour tout point x appartenant

F0, on a toujours lim IF(x+h)--F(z)l/ih--O.


