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150. Sur la Réduction Modulo » de Certains Ensembles
Algébriques

Par Akiko YOSHIOKA

Osaka Prefectural University
(Comm. by K. SHODA, M.J.A., Nov. 12, 1962)

1. D’aprés C. Chevalley, on se propose un probléme suivant:
Soit % un corps muni d’une famille de valuations discrétes v,. Soient
U, V des variétés algébriques définies sur & et f une application ration-
nelle partout définie de U dans V. Désignons par 4,, ¢ un entier
arbitraire, I’ensemble des points (y) de V tels que f~!(y) soit de co-
dimension <e dans U. Soient U®, V®, f® les éléments obtenus
de U, V, f par la réduction modulo p,, ou p, est 'idéal correspondant
i v, alors, pour presque tout A, ’ensemble des points (7, tels que
F@7(p,) soit de codimension <e dans U, résulte-il de Iensemble A,
par la réduction modulo p,?

Nous allons étudier sur cette question dont le résultat affirmatif
sera utilisé dans la théorie des groupes algébriques.

2. Soient k¥ un corps muni d’une valuation discréte et o son
anneau de valuation. Désignons par p l'idéal maximal de o et par «
le corps des restes o/p. Nous fixons le corps %k et 'anneau de valua-
tion n. Soient 2, 2. les corps universels sur k, k, respectivement une
fois pour toutes. Par ensemble algébrique ou variété, on entend dans
ce travail un ensemble algébrique affine ou variété affine dans 27 ou 07

Etant donné un ensemble algébrique U défini sur k, on peut
définir ’ensemble algébrique U défini sur «, obtenu de U par la réduc-
tion modulo p, au sens de G. Shimura [2]. Dans ce qui suit, on com-
prend la spécialisation, notée (x)—“»(s), ou la réduction toujours au
sens ci-dessus. Et nous désignons souvent par E, (z), A ete., les
éléments obtenus par la réduction modulo p d’un ensemble E, d’un
point (x), d’un idéal A dans o[X] ete. Pour éviter la confusion,
Padhérence d’une partie £ d’un ensemble algébrique U sera notée par
E. D’aprés le théoréme des zéros, on obtient immédiatement le lemme
suivant:

Lemme 1. Soit E une partie d’un ensemble algébrique U défini
sur k, qui est une réunion d’un nombre fini de ses parties irréductibles
E,---,E, de U. Alors, on a E=FE.

Pour un ensemble algébrique U, on sait que la o-algébre affine
de U, c’est-a-dire, ’anneau des fonctions polyndmes sur U & coeflicients
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dans o est homomorphe sur la x-algébre affine de U et que cet homo-
morphisme ¢ est une prolongation de ’homomorphisme ¢, de o sur

. Pour les variétés U, U, cet homomorphisme peut étre prolongé en
une place ¢’ de &(U) dans {x(T), }. Si une fonction rationnelle %

de x(U) est définie en un point (¢) dans U, alors toutes les fonctions
rationnelles u telles que ¢'(u)=% sont définies en tous les points (x)

dans U tels que (ac)—°>(§).

Soient U, V des variétés algébriques définies sur k& et f une
application rationnelle de U dans V définie sur k. Pour la simplicité,

on suppose dorénavant dans ce travail que U, V soient aussi les
variétés algébriques définies sur « et que f soit partout définie sur U.

Soient P, Q, P, @ les algébres affines de U, V, U, V, respectivement.
Pour un point (z, f(x)) dans le graphe I" de f, considérons une spéeiali-

sation (x, f(w))~3>(5, 7). Comme (z, f(w))—°>($, 7) entraine toujours (x)—°>($),
(f(x))> (@), on a (&)eU, (7)e V. Désignons par D 'ensemble des points

(&) dans U tels que (x,f(x))— (¢ 7) pour tout point (x,f(x)) de I.
Pour un point (¢) dans ®, supposons qu’il existe deux points (1), (7)

dans V tels que (x, f(x))=> (¢, 7), (&, f(x'))—°>($, 7). A tout élément v
de Q, correspond au moins un élément v de Q, et & v correspond par
le cohomomorphisme de f un élément w de P tel que u est une
fonction prolongée par vof. En conséquence, les relations u(x)=v(f (%)),
u(2)=v(f(z')) donnent u(&)=7(y), w(¢)=v(y). Comme on a o(n)=v(y)
pour tout T€Q, on a nécessairement (7)=(y). Done, & tout point ©)
de D, on peut faire correspondre un seul point (y) dans V tel que
(2, f(x))>(&,7). Lorsque lon désigne par f cette correspondance:
F(©=(), on peut vérifier facilement que f est une application ration-
nelle de U dans V, définie sur x, ayant le domaine de définition D.
Cette application f est appelée Papplication rationnelle obtenue de f
par la réduction modulo p.

Remarque. Soient U, V, f et f comme en haut; soient ¢, ¢ les
cohomomorphismes de f, f et ¢, ¢, les homomorphismes de P, @ sur
P, Q respectivement. Alors, on obtient facilement que gopo¢=$ogoe
et on peut appeler ¢ le cohomomorphisme obtenu de ¢ par la réduc-
tion modulo p.

Lemme 2. Soient U, V deux variétés définies sur k et soit f une
application rationnelle de U dans V, définie sur k. Pour une partie
quelconque E de U telle que E est contenu dans le domaine de défini-
tion D de £, on a alors f(E)=f(E).
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Pour la démonstration, on utilise les propriétés de f et de la
spécialisation prolongée.

Lemme 3. Soit E une partie d’un ensemble algébrique U défini
sur k, qui est une réunion d’un nombre fini de ses parties irréductibles
E,---,E, de U. Alors, on a dim, E=dim,. E.

Par la définition de la dimension, il suffit de montrer le lemme
dans le cas ol E est une partie irréductible et fermée. Soit & une

composante irréductible de E telle quon a dim,E=dim,£. On a

alors une place ¢’ de k(E) dans {x(€), «}. Soient u,,- -+, %, des éléments
de x(&) algébriquement indépendants sur &, et soient u,,---,u, leurs
images réciproques par ¢’. Supposons qu’on ait A(u,,-- -, u,)=0, pour

un polyndme A & coefficients dans o. Dans le cas oll un au moins

PN

des coefficients de A n’appartient pas & p, par P’application ¢" on a

AUy, +,%)=0. Mais, dans le cas contraire, comme I'idéal maximal
p est principal: p=po (cf. [4], p. 81, Th. 5), on a un polyndme A’ tel
que A=p"A’ pour un entier convenable N, et qu’'un au moins de ses
coefficients n’appartient pas & p. Ainsi, A'(u,,---, u;)=0 implique
A'(i,,- -+, %,)=0. Done, en tout cas, le polyndme A ou A’ donne une
relation algébriquement dépendante sur & parmi u,,-- -, U,.

Lemme 4. Si E est une partie irréductible d’un ensemble algé-

brique U défini sur k, alors E est équidimensionnel et dim, E=dim, Ev
D’aprés la définition de la dimension et le lemme 1, on peut
supposer que FE soit une sous-variété de U. Il s’agit de montrer que
dim, E=dim, &, pour toute composante irréductible &, de E.
La démonstration peut étre esquissée comme suivant: Soit £ une

composante irréductible arbitraire de E et soient P, Q les algébres
affines de E, £ D’aprés le lemme de normalisation, il existe des

éléments u,,- -, u; dans @-, algébriquement indépendants par rapport

BN

a r, tels que Q est entier sur «[%,,-- -, ;] et que ¢ est le degré de

transcendance de @ sur x. Posons successivement: o(u,)=7,, 1<i<0,
P=olty, -+, ths; Wy, -+, w0, ], p(w)=w,, 1Si=<7, (W=, %), (W)
=(wy,- -+, w,), W)=y, -+, %), W=w,---,w,). Cest facile & voir
que Q=«[u, w]. Ainsi, on peut considérer la correspondance (u, w)
—(u, w) comme une spécialisation finie sur 0. On montre ensuite que
(W) est une spécialisation isolée de (w) sur (u)—>(u), autrement dit
que si on a (u, w)=>(%, w)—>(%, W) on a aussi (4, w)—>(%, w). Supposons
quon a des homomorphismes oy, g, : o[, w] = £[%, 0] — &[4, W], avec
les noyaux M, N de o, 0,. Supposons qu'on ait N=22{0}. L’image
réciproque 2 de N par g, contient strictement M. Soient O/, M’ les

1) Ce lemma correspond 3 la proposition 19 dans [2], p. 148,
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images réciproques de £, M par 'homomorphisme de o[ X ] sur o[u, w].
Alors on a Q2 2P(E) et PE)=2'20 2B(E). De ces faits, on
déduit que PE)ZM 2P(E) et que M est un idéal premier dans
k[X]. Cest contradictoire au fait que P(&) est un idéal premier
minimal qui contient P(E).?

Les conditions que (u,w)-> (@, W) est une spécialisation finie et
que (w)—(w) est isolée sur (u)->(%) donnent que dim,q.k(%, w)
=dimk(u, w), ([1], p. 65, Prop. 18; [2], p. 146, Th. 6). Comme on a
dim,gr(w, w)=0, on a donc dimq k(u,w)=0. Comme (u)=(Uy,- -+, u;)
sont algébriquement indépendants sur %k, on a dim.k(u,w)=05
=dimx(u, w). Donc, on a montré que dim,E=dim,C, pour toutes les
composantes irréductibles &; de E-’, et par suite que dim, E=dimkE.

Théoréme 1. Soit E une partie d’un ensemble algébrique U défini
sur k, qui est une réunion d’un nombre fini de ses parties irréduc-
tibles de U. Alors, on a dim,E=dim,E.

La démonstration repose sur le lemme 3 et le lemme 4.

3. Soient U, V deux variétés algébriques définies sur k et soit
f une application rationelle de U dans V. On suppose toujours que

U, V soient des variétés définies sur « et que f soit partout définie.
Pour tout entier e=0, désignons par A, 'ensemble des points (y) de
V tels que f(y) soit non vide et de codimension <e dans U, et par
B, lensemble des points (x) de U tels qu’il existe au moins une
composante irréductible de f'(f(x)), qui contient (x) et qui est de
codimension =<e dans U. Alors, d’aprés une partie & la fin de la
démonstration du théoréme 2, [38], p. 106, on a le lemme suivant.

Lemme 5. On a f(B,)=A, pour tout e.

Soit % un corps muni d’une famille infinie de valuations diserétes
{v,}. Nous désignons par o, b, &, I’anneau de valuation, ’idéal maxi-
mal, le corps des restes, pour chaque v,. Soient £, 2. des corps

universels sur %, ,. Nous désignons par U®, V¥, £ ete. les éléments
correspondants obtenus de U, V, f ete. par la réduction modulo p,.

Pour la simplicité, on suppose dorénavant que f soit partout défini

sur U®. De plus, on suppose que la famille {v,} suffit & la condition
(I) posée par G. Shimura dans [2]: tout élément non nul de % est
p;-unité pour presque tout A

Théoreme 2. U, V, fsont toujours les mémes. Soit U,, 'ensemble

des points (7,) de V¥ tels que f° “"1(77,1) soit non vide et de codimension
<e dans 17‘“, pour e un entier arbitraire. Alors l’ensemble %,
g’identifie & lénsemble A$® obtenu de A, par la réduction modulo p;,

2) Pour un sous-ensemble M, P(M) désigne 1'idéal associé & M,



684 A. YOSHIOKA [Vol. 38,

pour presque tout A.

Montrons d’abord que %,, < A pour presque tout A Prenons
un point arbitraire (y,) de %,.. Il existe alors une composante ir-
réductible G, de f ‘*fl(?yz) telle que coding&:codimH b CD'1(771)§e. Soit
(&,) un point générique de €, sur /czzdimﬁl(éz):dimxl@a. Comme (&,)
appartient & F®7(7,), ona FP(&,)=(y,). Alors, il existe un point (x,)

dans U tel que (x, f(xz))ii(fl, F®(e)). Quand on pose f(%,)=(¥,),
il existe une composante irréductible C, de f~'(y,) contenant (x,).

La spécialisation (z,, f (xx))ii(&, F®(g,) entraine (w,,)ii(&}) et en
conséquence dimk(xl)gdimﬁ(&), d’aprés le lemme 8. Comme on a
' w)2C3(xy), on a dim,f (y,) = dim,C, = dim,(x,) = dim, (€,)
=dimﬂ(§2=dim‘f “’“1(771). D’autre part, d’aprés le théoréme 1, on a
dim, U =dimkzl7<” pour presque tout A. En conséquence, on a
codim,f~(y,) = dim, U — dim,f~'(y,) < d'imnff @ — dim, lﬁn‘l(m):co-
d'imxzj:‘“_l(m)ge. On a f ' (y,)a(x,) et doncon a (y,)eA4,. Comme on
a (¥,)—=(7,) on a (,)eA® et par suite %, < AP pour presque tout 1.

Montrons ensuite que A$° =9, pour presque tout 2. Il s’agit de
montrer que B® %, pour presque tout A, ol B, est lensemble
des points (&) de UP tels qu’il existe au moins une composante
irréductible de FO7{F®(¢,)}, qui contient (¢,) et qui est de codimension
<e dans U®. Si 'on a BPC®B,, d’aprés le lemme 2 et le lemme
5, on a A= f(B,)»=fP(BP»)C F¥(B,,)=",, pour presque tout .

Prenons un élément arbitraire ({,) de B®, 11 existe alors un
élément (z,) dans B, tel que (zl)—D;(Cl), et (z,) appartient & une au
moins des composantes irréductibles de f~!(f(z,)), soit C,, qui est de

codimension <e dans U. Soit €, une composante irréductible de C®
qui contient (£;). Pour tout élément (&,, &) de €, XE,, comme on a

6, X6, SCPXCP=C,xC, S f(z) X F{(f(f(2,) ", il existe un élé-
ment (i, @) dans C,xC, tel que (x,, @)= (&, &) et que f(2,)=F(2),
F@)=r(z). Comme G, est irréductible, FP(G,) lest aussi. Pour

tout élément v® de l’algébre affine de f(G,), il existe des éléments
correspondants u®, v, u dans les algébres affines de €,, /(C,),C,, comme

on a écrit dans la définition de f°. Par les spécialisations (x,, f(x,))
L&, FOE), (@ F@) S (&, FOE), les relations wu(w,)=v(f(x,),
u(xi)=v(f(x})) entrainent les relations u‘(¢,)=vP(FfP(&,)), u®(g})
=7D(fD(g,)). D’autre part, comme on a f(x,)=f (), on a u(x,)=u(x}),
ce qui entraine u®(¢,)=u"(¢}) par la spécialisation (x,, w’z)—?-;(fl, ),
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On a done TP(fD(g,))=vP(FP(£}) pour tout élément 7 de ’algébre
affine de f2(G,), et on a fO(&,)=FP(&,). Il en résulte que pour tout
élément (¢,) dans G,, on a fP(£)=FPC,), cest-a-dire qu'on a G,
CFOT(FDE,).  Alors, il existe une composante irréductible D, de
FOT(FDL)) qui contient G, ce dernier contient ({;). D’aprés le
lemme 4, on a dikaz-_—dim,ﬁE“:d'im,x@l < dimtx‘bj et dim, U
=dim, U®. En conséquence, on a codimufbl=dimxxl7<“—-dim”591
<dim,U—dim,C,=codim,C,<e. Comme on a ({,)eD,SfP (F¥X,)),
on a ({,)eB,, et donc on a BT W, pour presque tout 2.
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