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161. Existence des Solutions de Classe Supérieure dans les
Equations Différentielles Faiblement Hyperboliques
d Coefficients Variables

Par Yujiro OHYA
Université de Kyoto
(Comm. by K. KuNUGI, M.J.A., Dec. 12, 1962)

1. Introduction. Proposons-nous dans cette note d’étudier 'ex-
m

istence des solutions de classe a<l <a< 1 > du probléme de Cauchy

pour des équations aux dérivées partielles (linéaires) hyperboliques
avec caractéristiques multiples & coefficients variables (qui sont de
fonctions de classe ). D’abord, nous préciserons le mot “faiblement
hyperbolique”. Pour fixer les idées, considérons 1’équation aux dérivées
partielles d’order m:

(L1) [p+q]<x, £-9 -—a—>u(x, H=f(z,t) wcR" tcR!
ox ot
ol p(w, t; g—, —gt—> est un polyndme de dérivation homogéne
x

d’ordre m en
(i, —é-> & coeflicients variables
or ot

j_, i) est aussi, mais ordre <m—1

x, t;
q< ox ot

alors on la dit hyperbolique par rapport & ¢ comme d’habitude, si
I’équation caractéristique
(1.2) p(x, t; & 2)=0 a des racines réelles 1,(x,t; &) (¢=1,2,---m)

(x, t) parcourant un domaine de R"XR!, e 5"

Ici, il nous arrive deux-cas, c’est-a-dire, toutes les 2,(z, t; £) sont
distinctes, et contraires. Appelerons-nous celui-la fortement (ou
réguliérement) hyperbolique et celui-ci faiblement.

Jusqu’a maintenant, le probléme de Cauchy pour le dernier reste
ouvert, sans aucune restriction de q<x, t; —%, _aaf> dans (1.1) ([4]: [9D]).
Mais, M. L. Hérmander a montré dans sa lecon [3] l'existence des
solutions de classe a pour les équations différentielles faiblement

a

hyperboliques & coefficients constants, en utilisant la solution élémen-

. 0 0
taive de [p+a)( 2,2
aire de [p+q] o ot

*® Aussi, M. M. Matsumura 1’a montré par la méthode différente qui n’est pas
publiée.

%)
). On va l’étendre au cas des coefficients




No. 10] Existence des Solutions de Classe Supérieure 727

variables, par la méthode d’énergie qui a été inspiré par [6] [7].
THEOREME. S1, quelque sott q, p est faiblement hyperbolique (avec
la multiplicité uniforme des racines caractéristiques), et ses coefficients
sont des fonctions de classe a, alors une seule solution duw probléme
de Cauchy pour (1.1) existe et elle appartient aussi d la méme classe.

% &
Supposons-nous dans (1.3) p(x, t; 1€, )=[] (A—i2,(x, t; £))7 Sv,=m
J=1 1

uniformément pour (x, t)e(Dx [0, T])
alors, si 'on considére 'opérateur d’intégrale singuliére associé a p

(1.4) LEi‘,(%— —iHA)vj et si 'on pose L—p=C,
j=1

C est un opérateur d’intégrale singuliére d’ordre <m—1, c’est-a-dire
[|Cu||z2 <const. IZ || DiDsu|2 pour toute ue(D,:), dou de plus si
i+ |y [Sm—1 z

I'on pose C—q=M, on peut affirmer que M est un opérateur de déri-
vation d’ordre <m—1 quelconque. Donec (1.1) devient

(1.5) Llul=f+M[u] M_—J"E_1 Zszka;c(w’ ) DLDF-12),

k=0
Construisons cette solution de la maniére suivante:

(1.6) u(z, t)= i}uN(m, t)  uy(x, t) étant déterminée comme il suit:
N=0

1.7) Llu]=f  Lluy]=M[uy.,] N=1,2,---

: avec les données initiales 0.
Done, pour prouver notre THEOREME ci-dessus, il nous suffit de motrer
que chaque uy(%,t) soit de fonction de classe a et la série (1.6) soit
uniformément convergente. Alors le probléme de Cauchy pour (1.1)
a au moins une solution de classe «, mais il nous conduit & con-
stater avec M. L. Schwartz [8], qu’elle est une seule.

Je tiens & exprimer ma vive gratitude & M. M. S. Mizohata et
M. Yamaguti pour leur suggestions et leur conseils.

2. Quelques Lemmes. Commencons-nous & énoncer quatre lemmes
suivants sans preuve.

Lemme 2.1 (Analogue au théoréme de la fonction implicite)

Si Pon suppose que les coefficients de (1.1) est de fonctions de
classe a, alors H, est un opérateur dintégrale singuliére de classe
a et af(x,t) de (1.5) est aussi de classe a.

Lemme 2.2 (voir Hadamard [2])

1 2 1\ 1\ 4° 1\
w Sl ][ 3]s el b-2)]
(2.1) (4ﬂ)aq_§ Arip—a— 7= @) p—
ot p est un mombre entier positif et on défimit
['(-%):2«/;

Lemme 2.8 (Lemme de Sovolev)
Il existe une constante positive c(n) dépandant seulement de
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dimension Uespace tel que

(22) sup|u(@)| Se(m)-(| 33 || Du(z)]).
D'ou il découle immédiatement qu’il nous suffit d’évaluer la solution
au sens de L2

Lemme 2.4 (Inégalité d’énergie)

La solution de

2.3) (dlt—z'HA >w(x, 8= f(x, 1)
satisfait 0 Uinégalité suivante
(2.4) [lw(, ) <70l w(, 1) ||+ f (, )|

0w 7,: une constante telle que
[ (GH)A—AGH*) || gcze, 20 <75
3. Ewvaluation de DiDw(x,t).
Proposition 8.1 S¢ lon suppose dans (2.8)

HDf,,[iH] ”s.tcm,m)S [F(|Vl—1_%):|a K

pa(l v|-1D

102 @ t) | < LLUPI=D]" oy 17, 87 K@) K

alv]

ou K(t)=(1+r.t) exp [1it], rn=nK
alors la solution de (2.8) satisfait d U'inégalité

(8.1) || Dz, aw(z, t) || <exp [(ro+|v|7)t] || Di, aw(z, 0) ||
+_£.F(|”a|[: %)] exp [rot]K(t)lvl+1t(4)aK.
Preuve. De (2.3) on a (R, étant un opérateur de Riesz [1])
(% —iHA > Dz, (z, t)—C;_uD, [iH] ) R, D,Diw(z, t)
j=1
=Dz.f (&, )+ ) C:D:[iH1>) R,D,Ds, w(w, t).
pSv—2 Jj=1

Compte tenu du lemme 2.4, on a

| Dz, cw(z, 8)||: <7l Dz, w(, t) ||+ D2, of (x, t)

+ 3 C:Dir[iH] ) R, D, Dt (e, 1) |
pSv—2 i=1

en posant  ¢,(t)= 3| D: Dz w(x, 4|

vt = 2 IDD @, )l
on a ¢,(t)<exp [(7o+ |»[7)t]¢.(0)

+ [ exp [ vl 1) —2)1000)
s o R )

P PR

done, en utilisant le lemme 2.2, récurrence en v nous conduit & (3.1).
c.q.f.d)
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Proposition 8.2 Sous les hypothéses de prop. 3.1 et w(zx,0)=0,
on a

(32)  ||DiDzw(z, 0)||<(2ry)* L ;ﬁc',jj’q:f)] “(ayK.
d

Preuve. En -ﬂwzf—l—iH/lw, si 'on applique la formule de

S

Leibniz il est facile & vérifier.
En résumé, on a obtenu pour la solution de (2.3) avec la donnée
zéro,

|| D¢D2w(z, t)||£[ [(p|+g—1—-H]"

p“(lpl+q—l)

+ LRI A= DI 4xe(r) | exp [t Ky "R (@101,

pa(lpl+q)
Ici, si 'on revient le beau travail de Mizohata [5] qui nous permet
de resoudre (1.7) successivement, on a la majoration
| D Dzul, 0| <[ 33 LKW [T Bl 4a=m—d]" |
=

pa(j+lpl+9—m>

x exp [7,¢1K(t)"**[(2r,)(4)"]"K.
Ensuite, par presque le méme procédé, il entraine I'inégalité suivante

|D2DEM [uy(x, t)]|| S[;:'% [tlj‘('t)]j [I(G+|pl+9—1—%)]° :|exp[r0t]K(t)““'+”

pa(j+ [p|+e—1D

afA\am m(m+1) ; j\e
X [(2r,14)"] K[_—.z_@) K|
ol 'on a supposé
1Dz, a8, )| < LLI=B] g

8CET, It PP
N-fois répétition nous donne la

Proposition 3.3 Pour

YT \M[uy_,] (N=1,2,---) données Diuy(z,0)=0 0<i<m—1
on a

|| D2D2uy(x, ¢)|| g[‘”ff’” [tK ’t)]f
j=o !

< [F(j‘i‘lpl'l‘q_m_N_%)]a:lexp [Tot]K(t)lqu

pa(j+ |p|+g—m—N)

X [(2n>q(4)"1<N+1>m[—’ﬂm2~+9—(4>ax}”K.

Done, a fortiori
|| D7Dy (2, t) || <[(N+1)m+1]
K@) Y+ [I'(|p|+g+Nim—1)—3)]" v
X I:(N+ l)m:l ! pa(lpl+q+N(m—1)) ) eXp [Tot] K(t)]PH'

x[(@r)ay1er = D gy [,
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En appliquant la formule de Stirling & I'(s) et remarquant

1<a<— M
m-—

D¢D3uy(x, t) est justement convergente (uniformément).

& on vérifie facilement que la suite de majoration de
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