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161. Existence des Solutions de Classe Sup.rieure dans les
quations Diffrentielles Faiblement Hyperboliques

d Coefficients Variables

Par Yujiro OHYA
Universit de Kyoto

(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Dec. 12, 1962)

1. Introduction. Proposons-nous dans cette note d’tudier l’ex-

istence des solutions de classe a(lam du problSme de Cauchy
/

pour des quations aux drives partielles (linaires)hyperboliques
avec caractristiques multiples coefficients variables (qui sont de
fonctions de classe a). D’abord, nous prciserons le mot "faiblement
hyperbolique". Pour fixer les idles, considrons l’quation aux drives
partielle d’order m:

(1.1) [p+q x, t;,
oh p(x, t; 3

3’ est un polyn6me de drivation homogSne

d’ordre m en

,- eoeNeients variables

q(,t; )est aussi, mais l’ordre <m-1
3x 3t

alors on la dit hyperbolique par rapport t comme d’habitude, si
l’quation caractristique
(1.2) p(x, t; $, 2)=0 a des racines r&elles 2(x, t; $) (i=1, 2,...m)

(x, t) parcourant un domaine de R"R, S eS.
Ici, il nous arrive deux-cas, c’est--dire, toutes les 2(x, t; )sont

distinctes, et contraires. Appelerons-nous celui-l fortement (ou
rguli6rement) hyperbolique et celui-ci faiblement.

Jusqu’ maintenant, le problme de Cauchy pour le dernier reste

ouvert, sans aueune restrietion de q , t; , dans (1.1) (" [9).

ais, . L. Hrmander a montr dans sa lemon [8 l’existenee des
solutions de elasse our les quations diffrentielles faiblement
hyerboliques eoeeients constants, en utilisant la solution lmen-

taire de [p+q 0’ 0t /

*) Aussi, M.M. Matsumura l’a montr par la mthode diffrente qui n’est pas
publie.
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variables, par la mthode d’nergie qui a t inspir par [6 [7.
THEOREME. Si, quelque soit q, pest faiblement hyperbolique (avec

la multiplicit$ uniforme des racines caractristiques), et ses coecients
sont des fonctions de classe , alors une seule solution du problme
de Cauchy pour (1.1) existe et elle appartient aussi la mme classe.

Supposons-nous dans (1.3) p(x, t; i$, )-l-I (-i2(x, t; )) ,-m
.=1

uniform6ment pour (x, $) e (D [0, T])
alors, si l’on considre l’oprateur d’intgrale singulire associ p

(1.4)
j=l --iH et si l’on pose L--p==_C,

C est un oprateur d’intgrale singulire d’ordre _<m-l, c’est--dire

IICull_<const. IIDDulI pour toute ue(D), d’oh de plus si

l’on pose C--qM, on peut affirmer que M est un oprateur de d6ri-
ration d’ordre <_m--1 quelconque. Donc (1.1) devient

(1.5)
k=O

Construisons cette solution de la manire suivante:

(1.6) u(x, t)-u(x, t) u(x, t) tant dtermine comme il suit:
_r_--

(1.7) L[uo f L[uN M_uN_l N= 1, 2,...
avec les donnes initiales 0.

Donc, pour prouver notre THEOREME ci-dessus, il nous suffit de motrer
que chaque u(x, t) soit de fonction de classe a et la srie (1.6) soit
uniforrnment convergente. Alors le problme de Cauchy pour (1.1)
a au moins une solution de classe a, mais il nous conduit con-
stater avec M. L. Schwartz [8, qu’elle est une seule.

Je tiens exprimer ma vive gratitude M. M. S. Mizohata et
M. Yamaguti pour leur suggestions et leur conseils.

2. Quelques Lemmes. Commenons-nous noncer quatre lemmes
suivants sans preuve.

Lemme 2.1 (Analogue au thorme de la fonction implicite)
Si l’on suppose que les coecients de (1.1) est de fonctions de

classe a, alors Hj est un opSrateur d’intgrale singul@re de classe
a et a(x, t) de (1.5) est aussi de classe

Lemme 2.2 (voir Hadamard [-2-])

-<
oct p est un nombre entier positif et on dafinit

Lemme 2.8 (Lemme de Sovolev)
I1 existe une constante positive c(n) ddpandant seulement de
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dimension l’espace tel que

(2.2) sup[u(x) c(n).( IIDu(x)ll).
l[nl]+

D’oh il dcoule immdiatement qu’il nous suffit d’valuer la solution
au sens de L.

Lemme 2.4 (In$galit d’$nergie)
La solution de

(--iHA )w(x, t)-f(x, t)

satisfait l’in$galit5 suivante

(2.4) IIw(x, t)ll<_Yollw(x, t)ll+l[f(x, t)ll
o. yo: une constante telle que

3. Evaluation de Dq D’xw(X, t).
Proposition 3.1 Si l’on suppose dans (2.3)

( -)

II D".,,f(x, t)II <- [F(I" --)]" exp [o t]. K(t).K
off K(t)=(l+y,t) exp [yt], y=nK

alors la solution de (2.3) satisfait & l’ingalit

(3.1) llD,,w(x, t) II exp [(o+ [, )t] llD,,w(x, O)l

+ [P(J’i- )]" exp [yot]K(t)i"i+lt(4)K.

Preuve. De (2.3) on a (R tant un oprateur de Riesz [1])
d 3 D,_-Ha D;,,(, t)--g.,D, t[H] R,D, ,,, (, t)

/ a=

=D,f(x, t)+ C;DT[[iH] R?DD;.,w(x, t).
-2 =1

Compte tenu du lemme 2.4, on a

II D;,,(x, t)I1 roll D,,(x, t)II + D,,f(x, t)

+ C#D#T,"[iH] RDyD%.,w(x, t)
g-2 .=1

en posant ,(t) DD.,w(x, t)

c.q.f.d.)
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Proposition 3.2 Sous les hypotheses de prop. 3.1 et w(x, 0)-0,
on a

n [F(IPI+ q-1/2) "K.(3.2) ID w(x, 0) 1] <(2) (4)

Pee. En--=f+, si l’on applique la formle de

Leibniz il est faeile v6rifier.
En r6sm6, on a obtenu pour la soltion de (2.3)avee la donn6e

z6ro,

lIDq [(Ipl+q-1-})J"Dw(x, t)II <
pClpl +-)

Ici, si l’on revient le beau travail de Mizohata [5J qui nous permet
de resoudre (1.7) successivement, on a la majoration

,I DD"’ ’ 0)]] t) F(J+ P +q-m-)

Ensuite, par presque le mme proedG il entraine l’infigalit suivante

< tK(t) F(j+ p + q-- )".exprotjK(t),,+IDD:muo(,

X [(2yq(4)’JK[,m(m +1).-(4)"K
2

off l’on a suppos6

N-lois r6p6tition nous donne la
Proposition 3.3 Pour

f (N=0)Lu Mu_ (N=1,2,...) donnes D$u(x, 0)--00gigm--1
o a

II DyDu(x, t) <
b =0

Done, fortiori
[[ DyDuv(x, t)[[ _< [(N+ 1)m+1

x Etg(t)(+’EC(IPl++N(m--)--})
[(N+1)m] tOa(Ipl+q+(m-1))

X [(2y)q(4)"?(+)"I m(m+ 1) (4)"K]K.2

exp E’otK(t)
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En appliquant la formule de Stirling F(s) et remarquant

l<a<-m---- on v6rifie facilement que la suite de majoration de
m--l’

Dqnu vw,’ t) est justement convergente (uniformment).
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