
566 Vol. 42,

127. Sur la pseudoconvexit par rapport
& une direction. II

Par Ikuo KIMURA
Universit de K6b

(Comm. by Kinjir6 KUNUGI, M.J.A., June 13, 1966)

3. Rsultat principal. Avant poursuivre nos considerations,
expliquons brivement la notion du rayon de Hartogs d’une rgion.

Soit D une rgion dans l’espace de z,z, ...,z. Soit z--(z, z, ., z) un point de D; dsignons par D(z,z, ..., z_) la
section {z. I(z, , z_, z) e D} de D par le plan z-- z., i-1,2, ,n--1,
et par Ro(z,z, ...,z_)la distance du point z la frontire de

D(z, z, ..., z_). La fonction R(z, z, ..., z_) est dfinie et semi-
continue infrieurement dans D, et dite le rayon de Hartogs de D
par rapport z.

Dans les lemmes et les thormes suivants, pour des raisons de
convenance, nous dsignerons les variables de l’espace considr par
z, z,..., z ou bien x, y,..., y_ suivant les circonstances.

Nous avons le
Lemme 3. Si une rgion D de l’espace zl, z2,..., z est pseudo-

convexe par rapport aux variables zl, z2,...,z_l, alors la fonction
G(z, z, ..., z)-- log R(z, z., ..., z_)

est plurisousharmonique dans D.
Preuve. G(zi, z, ..., z) est semi-continu suprieurement dans

D. Donc il suffit de dmontrer la sousharmonicit de la restriction
de G(z, z.,..., z) une droite complexe L. On peut supposer que
l’origine 0 se place sur L et que le point considr est O.

1. Soit L de la forme: z-az, (i-2, 3, ..., n). Considrons
la transformation

Z-z, Z-zi-az, (i-2, 3,..., n).
Si l’on dsigne par D’, L’ les images de D, L, respectivement, L’
est reprsent par Z-0, (i-2, 3, ..., n) et D’ est pseudoconvexe
par rapport Z. Et pour z, z, .-., z_ fixes, la transformation
n’est d’autre qu’une translation du plan z. Donc, si l’on dsigne
par R (Z, Z., ..., Z_) le rayon de Hartogs de D’ par rapport Z.,
on a

R’(Z, ..., Z_)-R(z, ..., z_).
En consequence, on peut supposer, sans restreindre la gnralit,
que Lest de la forme: z-0, (i-2, 3, ..., n).

G(z, 0,..., O) n’atteint aucun maximum local dans un voisinage
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de l’origine z=O.
En effet, sinon, il y a un voisinage fermlz--zl<__p d’un point

z, qui se place dans le voisinage considerS, tel que
a(z, O, ..., O) < G(z, 0, ..., 0) sur z-z I=p.

Or, il existe unm positif et satisfaisant
Ro(z, 0, ..., 0)>m>R0(z, 0, ..., 0) sur z-z]=p.

Par consequent, les ensembles
{[ z--z]<--_p, z--O, i--2, 3, ..., n}

et
{I z--z I--P, z--0, z ]--<_m, i--2, 3, ..., n--l}

sont situs dans D. D’aprs la pseudoconvexit (II) par rapport
z, il faut que l’ensemble

{[ z-zl=<p, z-0, z ]__<m, i-2, 3, ..., n-l}
soit contenu dans D. Mais cela est absurde, puisque Ro(z, 0,..., O)m.

Soit ensuite u(z) une fonction harmonique dans [z[, et
f(z) une fonction entire, dont la partie relle est gale -u(z).
Considrons la transformation

Z z, Z ze, (i= 1, 2, ..., n- 1);
alors l’image D’ de D est pseudoconvexe par rapport Z, et l’image
L’ de L est de la forme: Z=0, (i=2,3,...,n). Sur L’ on a

R(Z, O, ..., O)=e-()Ro(z, O, ..., 0),
off R,(Z,..., Z_) dsigne le rayon de Hartogs de D’ par rapport

Z.. Par consequent, la fonction G(z, O, ..., O)+u(z) n’atteint
aucun maximum local dans un voisinage de l’origine, ainsi que
G(z, O, ..., 0); donc G(z, 0, ..., 0) est sousharmonique.

2 Soit L de la forme: z=0, (i=1,2, ...,n-i). Alors la
valeur R:+(0, ..., 0)est gale la distance du point z la frontire
de la rgion D(0, ..., 0), et done la fonction G(0, ..., 0, z)=
-log R:(0, ..., 0) est sousharmonique. C.Q.F.D.

Les preuves des deux lemmes suivants 4 et 5 sont tout fair
analogues celles du lemme 2, 2 *> et du thorme 1, 2, respective-
ment, et nous ne les exposons pas.

Lemme 4. Soit D une rdgion dans l’espace x, yl, "", y-,
pseudoconvexe par rapport d x, et soit m un hombre positif assez
petit; alors la rdgion D()-{(x, y) dist. [(x, y), Fr.D>m} est aussi
pseudoconvexe par rapport d x.

Lemme 5. Dans l’espace des mmes variables que dans le
lemme 4, soit {D,}, 9-1,2, ..., une suite croissante de rdgions
pseudoconvexes par rapport d x (ou pseudoconvexes au sens usuel);
alors sa limit D est pseudoconvexe par rapport d x (ou pseudo-
convexe au sens usuel).

*) Les chiffres arabiens renvoient fi la bibliographie place la fin de la
Note prcdente.
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Lemme 6. Soit D une rdgion dans l’espace zl, z2, ..., z,, et
soit m un hombre positif assez petit; alors la fonction

F(z)- min. {R(z), i- 1, 2, ..., n}**)
tend vers O, lorsque z tend vers la frontire de D(), o D() est
la rdgion expliqude dans le lemme 4 et ot R(z) sont les rayons de
Hartogs de D() par rapport z, i-l, 2,..., n, respectivement.

Preuve. Pour dmontrer le lemme, raisonnons par l’absurde.
Supposons qu’il existe une suite {z()}, -1,2, ..., de points de D(),
qui converge vers un point frontire z de D(), et que R(z())>=2ko,
-1,2,...,i-1,2,...,n, off k0 est un nombre positif. Alors, il

existe un point z de Fr. D tel que ,[z--z 2-m2. Dsignons par
i=1

B(z) l’ensemble
{(z, ..., z_, z+ u, z/, ..., z) u ]._<-/Co}

etpar C(z) l’ensemble {z’ dist. [z’, B(z) m}. I1 est clair que C(z())c
D. Donc on a C(z)cD, puisque C(z()) converge vers C(z) pour
-. En outre, z est situ sur Fr. C(z) et en mme temps sur

l’hypersphre S , z-z I-m. Or, on a
i=1

S Fr. C(z) {z z},
car, pour tout point z sur S tel que z :/: z, il exise une valeur
complexe u arbitrairement petite et telle que l’on ait

c’est--dire que l’on a z e C(z). Par consequent, on a
l_z i-1,2, n;

cela est en contradiction. C.Q.F.D.
Corollaire 1. Dans l’espace de z, z.,..., z, soit Dune rdgion

pseudoconvexe par rapport toutes les variables z, z2,..., z,; alors
D est pseudoconvexe au sens usue.

Preuve. Soit m un nombre positif assez petit; D () est pseudo-
convexe par rapport toutes les variables z, z., ..., z, d’aprs le
lemme 4. (Pour D(), voir le mme lemme.) Donc, d’aprs le
lemme 3, les fonctions -log R(z), i-1, 2, ..., n, sont plurisoushar-
moniques dans D(). (Pour R(z), voir le lemme 6.) En vertu du
lemme prcclent, la fonction plurisousharmonique

G(z)- max. {-- log R(z), i- 1, 2, ..., n}
tend vers l’infini, lorsque z tend vers Fr. D(). Donc D() est pseudo-
convexe au sens usuel. Comme la rgion D est la limite de D
pour m--*0, d’aprs le lemme 5, D est pseudoconvexe. C.Q.F.D.

Lemme 7. Si une rdgion D de l’espace x, y, ..., y_, est
pseudoconvexe par rapport x, alors D est pseudoconvexe par
rapport y, Y2, "", Y-.

**) z dsigne le point (zl, z., ..., z).
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Preuve. En vertu du lemme 2, il suffit de montrer que la
pseudoconvexit par rapport x entrane la pseudoconvexit (III, x)
par rapport y.

Supposons que D soit pseudoconvexe par rapport x. Et prenons
n-- 1 fonctions

x=f(y, t), y--f(y, t), i--2, 3, ..., n--l,
qui sont continues sur un ensemble {ly,--yl<__ro, 0__<t__<l} et holomor-
phes en y sur ]y,-yl<__ro pour tout t fixe. Supposons que l’on ait

(Xo, yO) e D, Xo=f(y, 0), y=f(yO, 0), i--2, 3, ..., n--l,
et pour 01 y_yO i<=to, on ait

(x, y)e D, x=f(yl, 0), y--f(yl, 0), i-2, 3,
et enfin que l’on ait f,(yO, O) O.

Soit y- g(x, t) la solution de l’quation x-f(y, t); alors la fonction
y-g(x, t) est dfinie, continue sur un ensemble
et holomorphe en x sur X-Xol<__r pour tout t fixe, off r et to sont
des nombres assez petits. (Voir le lemme 1, [5.) Posons

y--g(x, t)=f(g(x, t), t), i--2, 3, ..., n--l;
alors les n--1 fonctions y=g(x, t), i--1, 2, ..., n--l, sont dfinies,
continues sur {IX-Xol<___r,O<__t<__to} et holomorphes en x sur
pour tout t fixe. D’ailleurs, si 0<1X--Xo Ir, on a 0<1 y_yO I<__ro,
y-g(x, 0), de sorte que (x, y)e D, y--g(x, 0), i-2, 3, .-., n--1. Par
consequent, d’aprs la pseudoconvexit par rapport x, pour tout
positif, il existe un a positif tel que, pour tout t dans 0t<a(<t0),
il y a un point x dans X-Xo I<e, satisfaisant (x, y) D, y-- g(x, t),
i--1, 2, ..., n--1. Ensuite, pour tout e positif, il existe des nombres
positifs , et tels que l’on ait g(x, t)-yl<e pour X-Xo
0_<_t < a. Donc, pour tout e positif, il existe un a positif tel que, pour
tout t dans 0=<t <a, il existe un point y dans Y-YI <e, satisfaisant

(x, y) D, x=f(y, t), y=f(y, t), i-2, 3, ..., n--l; c’est--dire que
D est pseudoconvexe (III, x) par rapport y,. C.Q.F.D.

En vertu du lemme 7 et du corollaire 1, nous avons le
Thor&me 2. Si une rdgion D est pseudoconvexe par rapport

une des variables de l’espace, D est pseudoconvexe au sens ordinaire.
Corollaire 2. Dans I’espace x, y, ., y,_, une rdgion D est

pseudoconvexe, si et seulement si D est pseudoconvexe au sens
d’une des ddfinitions 1, 2, 3, 4, par rapport x.

Corollaire 3. Dans l’espace x, y, ..., y_, une rdgion D est
pseudoconvexe, si et seulement si la rdgion D ddterminde par D
et par la varidtd

[[ y-au/b(x), (i-1, 2, ..., n--l),
est toujours pseudoconvexe, oct a sont des constantes satisfaisant, alO, et que b(x) sont des polyn6mes, mais a, b(x)sont
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d’ailleurs arbitraires. (Pour les notations, voir le lemme 1.)
Dans le cas n-3, en dsignant les variables de l’espace par

x, y, z, nous avons le
Corollaire 4. Soit l-I la varidtd ddfinie par

A(x)/By+ Cz= O,
ot A(x) est un polynme, B et C sont des constantes telles que

BI+I CliO, mais A(x), B, C sont d’ailteurs arbitraires. Une
r@ion D est pseudoconexe, si et seulement si la r@ion D
ddfinie ci-dessous est toujours pseudconvexe: D ddsigne la rgion
{(x,y)l(x,y,z)eD[[}, si B=O, et la rdgion{(x,z)l(x,y,z)eD]-[},
si BO.

Preuve. Soit I-[ une varit reprsente par
y-- au+ b(x), z-- au+ b.(x),

off a I+]a I:/= 0 et off b(x), b.(x) sont des polynSmes. 1-I est aussi
reprsent par

a.y-az= a:b(x)- ab(x);
donc, d’aprs le lemme 1 et le thorme 2, la suffisance est dmontre.

Rciproquement, soit 1-[ une varit de la forme
A(x)/By+Cz--O,

off A(x) est un polynSme et off BI/ C I:/: 0. Supposons, par exemple,
que B:/: 0; alors 1-[ est reprsent paramtriquement par

Cu_A(x)II "y---g B ’Z-U"

Par consequent, si D est pseudoconvexe, D est pseudoconvexe.
C.Q.F.D.


