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98. Note sur les Espaces Spéciaux de Dirichlet

par Masayuki ITO
Institut Mathématique, Université de Nagoya

(Comm. by Kinjird KUNUGI, M.J.A., June 12, 1967)

1. Il est bien connu que les espaces de Dirichlet ont beaucoup
de propriétés importantes dans la théorie du potentiel. Mais, nous
n’avons pas connu la condition qui décide si un noyau donné est un
noyau d’un espace de Dirichlet. Dans cette note, d’abord nous con-
sidérerons un espace fonctionel invariable %X sur ’espace euclidien
R*(n>1). Alors, nous obtiendrons que tout élément de ¥ soit égal
a4 une constante ou qu’on puisse associer un espace spécial D(X) de
Dirichlet sur R* et un espace X, constitué par des constantes, satis-
fait & X=D(X)®X, si le principe de domination est satisfait dans %.
Employant ce résultat, nous obtiendrons qu’un noyau positif, symé-
trique et continu (au sens large) k de convolution sur R" soit égal
3 une constante non-négative ou qu’on puisse associer un noyau
continu (au sens large) k, d’un espace spécial de Dirichlet et une con-
stante non-négative C(k) satisfait a k=Fk,+ C(k) si ce noyau k satisfait
au principe de domination.

2. D’abord, nous donnerons des notations d’ensembles de fone-
tions. On désignera par Cy ’espace des fonctions finies et continues
a support compact muni de la topologie usuelle, et par C¢ ’ensemble
des éléments non-négatifs de Cx. De plus, on désignera par M
I’ensemble des fonctions bornées et mesurables i support compact,
et par M+ l’ensemble des éléments non-négatifs de M. Nous don-
nerons la définitions d’un espace fonctionel invariable (sur R*) et
la définition d’un espace spécial de Dirichlet (sur R"*).»

Définition 1. Un espace hilbertien ¥ s’appelle un espace fone-
tionel invariable (sur R") si tout élément de %X est une fonction
réelle et localement sommable, verifiant les conditions suivants:

(a) A tout compact K de R", on peut associer une constante
positive A(K) telle qu’on ait, pour toute u de X,

|, w(a) | do< ACK) ||

(b) A toute w de X et tout point # de R, on a r,uc¥X et
H TW ”: H u ”y ou Twu(y):u(y_x)'
Définition 2. Un espace fonctionel invariable % s’appelle un

.

1) On peut donner les mémes définitions sur un groupe abélien localement
compact.
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espace spécial de Dirichlet (sur R") si les conditions additionnelles
suivantes sont verifiées:

(¢) L’intersection CxN¥ est dense dans X et dans Cxg.

(d) A toute contraction normale T de la droite réelle R? et
toute w de %X, on a T'uecX et || T-ul||<||u]l.

Quand un espace fonctionel invariable ¥ satisfait & la condition
(d), on dit que les contractions normales opérent dans X¥. Dans cette
note, nous supposerons que ¥ est un espace fonctionel invariable.
D’aprés le théoréme de Riesz, a toute f de M, on peut associer un
élément u, unique de % tel qu’on ait, pour toute v de %,

(s, 0) = | 0(@)f @),
ou (-, -) est le produit scalaire de . Cet élément u, s’appelle le
potentiel de f dans X¥. Posons P(X)={u,cX; f ¢ M). Alors, P(X) est
dense dans X. Nous obtenons que la convergence forte de X entraive
la convergence presque partout.

Le principe de domination: On dit que le principe de domina-
tion est satisfait dans ¥ si, quelles que soient f et g de M, I’inég-
alité u,(x)<wu,(x) est satisfaite presque partout sur R" dés qu’elle
P’est presque partout sur {xe X; f(x)>0}.

Pour un espace fonctionel invariable %X, on designera par %,
I’adherence de {ucX; S, est compact}.”)

Lemme 1. L’intersection CrNX, est dense dans X,.

En effect, soit 4 une fonction de ¥ a4 support compact. Nous
obtenons une suite (¢,) de Cy, qui converge vaquement & la mesure

0 de Dirac avec n— + o, telle que, pour tout =, Sgo,,(x)dx:l et la

suite (S,,) converge en décroissant 4 {0} avec m—+oco. D’aprés le
théoréme de Deny (voir [387]), la convolution ux*¢, appartient a %,.
Par la continuité forte de ’application de x ¢ R* a 7,u € ¥ pour toute
u de %, la suite (ux¢,) converge fortement dans X vers w avec
n— -+ co.

Deny [4] a démontré le lemme suivant,

Lemme 2. St le principe de domination est satisfait dans %,
let contractions normales opérent dans X%.

Soit ¢ un nombre positif. On désignera par X® 1’espace fonec-
tionel invariable introduit [7] et [8], et désignera par u! le po-
tentiel de fe M dans X©., Depuis que le principe de domination est
satisfait dans X© et qu’on a X > M, ’espace fonctionel invariable %{®
est un espace spécial de Dirichlet par Lemme 1. Beurling et Deny

2) On l’appelle une application T' de R a R satisfaisant aux 7(0)=0 et | T(a1)
—T(az)|<|ai—az| pour tout couple a1 et az de R.
3) On désigne par Su le support de u.
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[17, [8] ont démontré que, pour un espace spécial X de Dirichlet,
on peut associer une fonction définie négative i(x) sur R", c’est-a-
dire
) =C+ 31 aos+ |(1— e 9)do(w)
pay

1=
ou C est une constante non-négative, Sla,;xx; est une forme posi-
tive et hermitienne et o est une mesure positive dans R"—{0} satis-
faisant aux

S do< +oo et S |2 |Pdo(x) < + oo
l2]>0 o<zl <r
pour tout >0, et on a

g 1= 8@ Fa@)da

pour toute ¢ de CxN¥ et sa transformation de Fourier . Nous
employons la notation f,,(x)=f(m«) pour une fonction f et un
nombre réel m.

Lemme 3. Soit X un espace spécial de Dirichlet. Pour toute
w de X et tout nombre m=+=0, la fonction u.., appatient & X et on a
| %em || < max(d, [m ) [|ul.

Pour démontrer, il suffit de se borner au cas u e CxNX%. Parce
que CxNX est dense dans X. Soit

A(x)=C+ ~i1 @20, + S(l — e da(y)

1=

la fonction définie négative associée 4 X, On a
|| (@) F2(@)d

=m"§| =) [(C+ 3 aswa+ 8(1 =) dg(y))das
=[la@ rc+m 35 agwa;+ - ndowde

sSm(w) H(C+me S aijxix,-+m28(l~ez""”‘")d0(y))daz

1=

< max(1, mz)gl w(x) PA(x)de=max(1, m*) || w|*

D’aprés le théoréme de Deny (voir [3]), on a %y, X et ||uUwm ||
<max(1, [m ) [|w[).

Lemme 4. Soit £ le noyau d’un espace fonctionel invariable
XY qui satisfait au principe de domination. Si X=%, la trans-
formation de Fourier £ de & est une fonction non-négative et locale-
ment sommable dans R™ et la fonction A(x)=(£(x))™* est semi-continue
inférieurement et satisfait a

4) Pour %, si uy>0 pour toute f de M+, il existe une mesure positive & de
type positif telle que wus=rxf pour toute f de M (voir [4]). Cette mesure « est
appelé le noyau de Z.
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31 2 — 2900, <0
pour touts les m pointsm(;c" ., de R* et tous les m mnombres com-
plexes (0,)r, avec ﬁpizo, 8t Axt—a7)< + oo pour tous 1, J.
En effet, soit QZI un nombre positif. Depuis que le noyau de
P’espace fonctionel invariable X© est £+cd et que X est un espace

spécial de Dirichlet, la transformation de Fourier /:1?5 de £+cd
est une fonction positive et localement sommable, ou ¢ est la mesure
de Dirac. Cela revient de dire que £ est une fonction non-négative
et localement sommable. De plus, depuis que la fonction 2(x)
=(I€/+?5(x))—1 est définie négative, c’est-a-dire que 2, est finie, continue
et satisfait a

ST 2(0f —09)0:0;<0

i,5=1

pour tous les m points (x')”, de R" et tous les m nombres complexes

(0:)1-, avec > 0,=0.” Les fonction 2,(x) convergeant en croissant
i=1

=
vers A(x) avec ¢\ 0, A(x) est semi-continue inférieurement et satisfait
N
a

1 M@ —w7)0,8;<0
4,5=1

pour des mémes ("), et (0;)r.
Lemme 5. Sotent X, & et A(x) ceux qui sont menttonnes au
Lemme 4. On a, pour toute ¢ de CxNZE,

lglP=| @) i @)
En effet, depuis que Mc%“ pour tout ¢>0 (voir [87), on a,
pour tout ¢>0,
loliz={ 3@ 1@,
ou ||+ ||, est la norme de X, Faisant ¢—0, nous obtenons que

g 19=19@) ! @)da.

D’autre part, de la méme maniére qu’au cas d’un espace spécial
de Dirichlet (voir [2] et [8]), nous obtenons ¢cX et |¢]|
=S|¢(x) [ 2(x)dx si la fonction ¢ de Cjy satisfait a I’inégalité \| &(x) |*
Ax)dx< +oo. Employant les lemmes susdits, nous obtenons le the-
oréme suivant,

Théoreme 1. Supposons que le principe de domination est
satisfait dans X et X=%, Alors, X est un espace special de Diri-
chlet ou X=1{0}.

5) Au sujet de la fonction définie négative, voir [5].
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Démonstration. Supposons que ¥=+{0}. Par Lemme 1, on a
CxN¥+{0}. Il suffit de démontrer que, pour tous 0<r<R, il existe
une fonction ¢,,, de CxN¥% telle que ¢, >0, ¢, x(x)=1 sur B(g; r)
et ¢, x(®)=0 dans CB(0; R), ot B(0; r) est une boule fermée centrée
en o de rayon r. Par les lemmes 3, 5 et la condition (b), il existe
une fonction ¢ de CNZX telle que S,CB(0;1) et ¢(0)=0. Depuis
que ¢+ et ¢~ sont continués dans % par le lemme 2 et la condition
(d), nous pouvons supposer que ¢ est non-négative. A tout = de
B(0; ), nous associons la fonction z,¢,_ .. Par les lemmes 3, 5
on a 7,0, .,-n€CxN& Alors, il existe l’ensemble fini (%), de
B(0; r) tel que la fonction

goz',R(w) = ;1 Txl(p( (R_r)—l)(x)

est positive sur B(0; 7). Posons d=min {¢, (x); x € B(0; )} et soit
T la contraction unité.® Alors, la fonction

0rn(@) = T+(d7'), 1))
satisfait aux conditions que nous avons desirées, et par suite, la
démonstration est compléte.

En général, nous obtenons le théoréme suivant.

Théoreme 2. Si le principe de domination est satisfait dans
X, X, est un espace spécial de Dirichlet ou égal a {0} et tout élé-
ment de 'espace X dans X est une constante.

Démonstration. Employant le résultat que la convergence
forte d’une suite (u,) de X%, a u e %, entraine la convergence faible de
la suite (T-w,) & T-u pour toute contraction normale T, nous obte-
nons que les contractions normales opérent dans %X,. Par le théoréme
1, X, est un espace spécial de Dirichlet ou égal a {0}. Soient £ et
£, des noyaux de X et X,, respectivement, et soit ¢ un nombre positif.
Alors, le noyau de X{® est k,+cd. Par suite, il suffit de démontrer
que tout élément de X+ dans X© est une constante. Depuis que
k—k, est evidemment une mesure positive de type positif, X9+ est
un espace fonctionel invariable avec le noyau positif.” Posons &,
=K—#k, Pour toute fonction ¢ de C%, il suffit de démontrer que
k% o* p(x) est égale a une constante, ou ¢(x)=¢(—x). Soit f une fonc-
tion de M+ telle que f(0)>0 et S fx)dx=1, et soit @ un voisinage

ouvert et relativement compact de S;. Alors, on peut associer une
fonction f’ de L* avec S;,cCCw telle que ul eX, ul(x)=ul(x)

presque partout sur Cw, u” >ul) et S f (x)dng f'(x)dx (voir [7]).

6) On appelle la projection de R a [0, 1] la contraction unité.
7) On l'appelle ainsi si, pour toute fonction f de M+, le potentiel de f est
non-négatif.
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On a
0=(k,x0x 0, u® —u)e

= [0 g @ (v g 2 pla) @),
ou (-, +), est le produit scalaire de X. En vertu des inégalités

Exox G(x) <k x@x¢(0) pour tout « de R" et S f'(x)de<1, nous obte-
nons que la fonction £, *¢x@(x) soit égale & une constante nonnéga-
tive. Par suite, la démonstration est compléte.

Corollatre 1. Soit k le noyau continue, symétrique et positif
de convolution® qui satisfait au principe de domination. Alors,
pour toute f de M, il existe une constante c(x) telle que

lim e fx )= C(k)(S f(x)dx)”,
et que k—c(k) est un noyau d’un espace spécial de Dirichlet (voir
[100).
Corollaire 2. Si le noyau ci-dessus k satisfait auw principe de

domination, alors k est non-dégénéré ow égal 4 une constante non-
négative (voir [97).
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8) On l’appelle if x est une fonction symétrique, positive, continue au sens
large dans R#, finiement continue dans R et localement sommable.



