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189. Sur la convergence des séries de Fourier

Par Tokui SATO
Départment de Mathématiques, Université de Kobe

(Comm. by Kinjir6 KuNUGI, M.J.A., Nov. 13, 1967)

1. Introduction. Soient f(x) et

(1) f(x) ~%° +>%.. (a, cos nax+b, sin nx)

une fonction appartenant a L(—=, @) et sa série de Fourier.

Pour la convergence de la série (1), il y a plusieurs critéres,
par exemple: les critéres de Dini, de Jordan, et de Lebesgue ete.,
d’autre part M. A. Kolmogoroff a donné la série célébre de Fourier
divergente partout [2]. Cependant M. L. Carleson a démontré
récemment le théoréme suivant [17.

Théoreme de Carleson. St f(x) appartient ¢ LY —=, ), la
série de Fourier (1) converge vers f(x) presque partout.

Il est donc intéressant de rechercher la convergence de série de
Fourier de f(x)e L*(—=, ) (p=1).

2. Nous donnons d’abord le théoréme suivant.

Théoreme 1. Sotent f(x) une fonction appartenant ¢ L(—7, )
et 2 un nombre positif.

La série de Fourier (1) de f(x) converge vers S en tout point
tel que D’intégrale

S:ﬂi&f}:ﬂdt O<h<m/2)
existe, ou
o, t)=(f(x+2t)+ f(x—20))/2.
Preuve. Posons

S.(x)= a—é’ +3Sr_, (@ cos kx+ b, sin kx),

vit)y=| 192 0=51 4.

0

On a alors

() — 8= ESm(so(w, t)—§)Sn @rEl)t gy
e sin ¢

3 _
Supposons que l’intégrale S Wdt existe en . D’aprés
0

I’hypothése, pour un nombre positif ¢ donné a 1’avance, on peut
prendre 6 telle maniére que

0= (t)<et
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pour
0<t=o<1.
Fixons 6, on peut obtenir N tel que
0<rm/(Cn+1)<o n=N.
Posons

[ tota, 1) 5)Sm Cnt Dty
0 sin ¢

T/ (2n41 z/ .
=7 et -5y Gt Dl g
0 ©/(2n+1) s 8

int
On obtient alors

[Ce@, -9t g g (s oo,
s sin ¢

[ ota, - Sim Gt Dt gy
0 sin ¢

Sgnl(%-ﬂ) Igo(x, t)—Sl /(2n+1)t>t1dt
=)o ¢ \ 2«
= @ntl)r (7 e, D=8 | g
2 tt
@A DE [ty 2" roar)
e(2n+1)r*+* { 1 2 1 }
2 @n+1)* 142 Cn+1)+
_emti 2 ) 1 o
2 " 1+2/@n+1n

0

<

IA

(n—+oc0)
et
s _ y\sin (2n+1)¢
‘ Sn/(2n+1)(¢(w’ t) S) Sin t dt l

SS’; |go(x, t)_S| 1 tAdt
- w/(2n+1) tl 2[";/7[

< Tt T+

Vior-dt)}

Sx/(2n+1)
gfzi{az + 6%} =ed'r.

Par suite, on obtient
lim (S, (x)—S)=0.
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Remarque. Au cas de =1, le théoréme 1 est le critére de Dini.
Lemme. Soit f(x)e€ L*(a,d) (p>1) une fonction non mnégative

dans a<x<b.
St Von a 0<2<1/q (1/p+1/q=1), Vintégrale

S”" @) 4o (0<h<b—a)
o (x—a)

existe.
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En effet, on peut prendre a=0 sans perdre la généralité. En
vertu de l’inégalité de Holder, on a

e

([ sy

D’aprés le théoréme 1 et ce lemme, on obtient immédiatement le
théoréme suivant.

Théoreme 2. Soit f(x) une fonction appartenant & L*(—7x, )
(p>1). Alors la série de Fourier de f(x) converge vers f(x) presque
partout.

Remarque. Le théoréme de Carleson est donc un cas spécial
(p=2) du théoréme 2.

3. Nous donnons enfin une application de théoréme 2.

Théoreme 3. Soient f(x)eL*(—x,7),9(®)eL(—x,7) (p>1,
1/p+1/q=1), (1) et

(2) g(x) ~% + >, (@), cos nx+ b, sin nw)

les séries de Fourier de f(x) et de g(x) respectivement. On a alors
la série de Fourier de f(x)g(x)

(3) F@)g() ~%° +3=_ (a, cos nx+ B, sin na),
oy
” @, =0 LS (@@ T )+ Dbl — b )

(nzoy 1, 27 ° ')’
5y Be= Wt ST @uBn )~ i@ — 0 )
(n:]-r 2, .. ’)’

(aLo=ah, by =—b).
Preuve. D’aprés [I’hypothése f(x)g(x) est mesurable dans
[—7x, ], et on a ’inégalité

" r@o@as
={|_1r@Paa} {[ 1o daf "

Par suite, la série de Fourier (3) est définie. Pour ne{0,1, 2,
---}, on prend m>n. Par définition on a

a, =%§’: (f ()~ Su(@))g(x) cos na da

+%S” S..(x)g(x) cos nw dx (r=0,1,2, ...),
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Sa(x)=2 -I—Ek , (a cos kx-+b, sin k).

En vertu de ]’1nega11te de Holder, on a
‘ S;(f (@) — S, (x))g(x) cos ne dx\

T i/p T 1/
<{|_1r@—su@ pas} || 9@ s}
D’aprés le théoréme 2, on obtient
|17 @=Su@) Pds—0  (m—co).

Puisque 'on a
S..(x) cos nx

= %" cos nx—+ %2;’;1 a,(cos (n+k)x+cos (n —k)x)

+ b, (sin (n+k)x —sin(n — k)x),
on obtient
aoan
2

+—}T-L<f<x> — Su(@)g(s) cos na dv

+— Ek (@ + i) +F0,(bh . —bhy)}

(n:O, 1, 2) °e ‘)v
on a donc (4).
De méme nous obtenons (5).

Corollaire 1. Sous U’hypothése de théoréme 3, on obtient

(6) L7 @ods =1 153 (4,0 +b,00).

En effet, puisque a,= %SK f@)g(x)dx, en vertu de (4), on obtient

(6).
Corollaire 2. (Parseval) Sotent f(x)e L} —m,n) et (1) la série
de Fourier de f(x). On a alors

2| F@de= 245, @b,
T Jr 2
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