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217. Eine Verallgemeinerung des Begriffes der absolut-
p-summierenden Abbildung

Von Irmtraud STEPHANI
Sektion Mathematik, Friedrich Schiller-Universitit

(Comm. by Kinjird6 KUNUGI, M. J. A., Nov. 12, 1970)

1. Nach Pietsch heilt eine lineare Abbildung T eines Banach-
Raumes E in einen Banach-Raum F absolut-p-summierend, wenn es
eine Zahl p>0 gibt, so daB fiir jedes endliche System x,, x,, - - -, 2, von
Elementen aus E die Ungleichung

1.1 Zl | T ||I? < o® - sup 121 [<&:, ap|P

besteht. Gleichbedeutend damit ist die Existenz eines normierten
positiven Radonschen MaBes ¢ auf der schwach kompackten Einheits-
kugel U® des dualen Banach-Raumes E’ von E, das fiir ||Tx| die
Abschitzung

1.2) Tl < p?f |<o @i dp

leistet (vgl. [5]).

In ihrer Arbeit “On classes of Summing Operators. I (vgl. [1])
ersetzen Craiu und Istratescu die Potenzfunktion ¢(t)=t?, auf die sich
fiir p>1 der Begriff der absoluten p-Summierbarkeit griindet, durch
eine N-Funktion im Sinne von Krasnoselskii-Rutizkii (vgl. [2]).
Allerdings wird ¢(t) nicht als eine beliebige N-Funktion vorausgesetzt,
sondern gewissen zusitzlichen Bedingungen unterworfen. In der
vorliegenden Arbeit soll demgegeniiber ein Verfahren zur Verallgeme-
inerung des Begriffes der absoluten p-Summierbarkeit aufgezeigt
werden, das nicht auf derartige einschriankende Bedingungen fiir ¢(t)
angewiesen ist, sondern sogar eine umfassendere Funktionenklasse als
die Klasse der N-Funktion zuldft.

2. Es sei ¢(t) eine konvexe @-Function im Sinne von Orlicz (vgl.
[3], [4]), d.h. eine fiir >0 definierte stetige, monoton wachsende und
konvexe funktion mit ¢(0)=0. Eine lineare Abbildung T eines Banach-
Raumes E in einen Banach-Raum F soll dann eine Abbildung vom Typ
A, genannt werden, wenn mit einer festen Zahl p >0 fiir jedes endliche

System x,, x,, - - -, 2, von Elementen aus E und von positiven Zahlen
0., 0y + + -, 0, die Ungleichung
@.1) 1o (1740 < sup 31 0.9 <@ ay)

i=1 p lell<1 =1

besteht. Die so definierte Operatorenklasse 4, erweist sich als ein



950 I. STEPHANI [Vol. 46,

Operatorenideal (vgl. [6], [7],[8]). Das bedeutet im einzelnen:
Fiir je zwei Banach-Riume E und F' ist 4,(F, F) ein linearer
(A) Teilraum des Raumes L(F, F) aller linearen stetigen Abbildungen
von E in F, und es gibt mindestens ein Paar £, F', so daB 4,(&,F)
eine Transformation 7', mit 7,0 enthilt.
In der Tat 148t sich fiir die Summe T, + T, zweier Abbildungen 7, und
T, aus A,(E,F) mit Hilfe der entsprechenden Konstanten p, and p,
folgende Abschitzung durchfiihren:

ZO. ¢( (T + T )

=1 017+ 0,
< O (| T, || 4+ 0 > G, | Ty, |
Pl‘l"ﬂz ZPQS( 01 ) 01+ P2 ’Zi ¢( 02 >
< sup 3 0.6(<@s, a)).

llall<1 i=1
Daraus geht T,4+T,c A,(E,F) hervor. Mit T gehort fir beliebige
Skalare 4 auch AT zu 4,(E, F); man kann dabei statt der Konstanten p
die Konstante |1]-p verwenden. Schlieflich geniigt jede eindimen-
sionale Abbildung
Ta=<x, a Y,

der Ungleichung (2.1) mit po=||a,| || %]
(A) a) Aus Te A,(E,F) und R € L(F, G) folgt RT ¢ 4,(E, G).

¥ b) AusTe A, (F,G) und Re L(E,F) folgt TR ¢ A,(E, G).
Fiir die Eigenschaft (A,) a) ist die Abschétzung

) |RTe,|<| R||-| T,

und der Ubergang von p zu ||R|.-p malBgebend. Die Priifung der
Eigenschaft (A,) b) vollzieht sich so:

zZ Z¢( ITIT”;}”) llbllslz i (’<||RRx[z|’b D

—i‘é“ =t (Kx“ TR_W ) nauan: AGCHOE
Aus der Beweisfithrung zu (A,) ergibt sich, daBl durch die Festsetzung

a,(T)=inf {p >0: Z g ¢< IT; il > < sup Zn] o:p(<x, a>l)}

llell<1 ¢=1

auf dem linearen Raum A,(E,F) jeweils eine Norm bestimmt wird.
Hinzuzufiigen ist lediglich der Sachverhalt—
a,(T)=0 nur im Falle T=0—,
der auf dem Wege iiber
o (L1} < sup g1<w, yD =g
a,(T)
aus der Ungleichung
[ TI1<a,(T)
resultiert. Die Bemerkungen zum Beweis von (A,) a) und (A,) b) las-
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sen weiter erkennen
™) a) e, (RT)<||R||-a,T) fir T e A,(E,F) und R ¢ L(F, G).

b) a,(TR)<|R|-a,T) fiir T ¢ 4,(F,G) und R e L(E, F).
Es ist also a, eine sog. Idealnorm auf 4, (vgl. [6]-[8]). Die einzelnen
Komponenten 4,(F, F) sind im iibrigen vollstindig bzgl. a,. Sei dazu
T eine beliebige a, - Cauchy - Folge in A,(E, F), also

a,(T,—T)<e fiir k,1>K(e)

mit einem hinreichend groBlen K(¢). Dann gilt

@.2) 31 0u (I Te= 1080 < sup 32 019w a))

lall<1 3=
fiir k,1>K(¢). Wegen
1Te—Ti<ay(Tp—T)
ist T, aber auch eine Cauchy - Folge in L(¥, F) bzgl. der gewShnlichen
Operatorennorm. Daher existiert eine Abbildung T aus L(E, F) mit
}cim IT%—T]|=0.

Fiihrt man unter dem links stehenden Summenzeichen von (2.2) jetzt
den Grenziibergang 1—co aus und beriicksichtigt die Stetigkeit der
Funktion ¢(?), so erhilt

- (T — T)z,| -

2.0:9 (————ﬂ—) <sup 35 0,4(<xs, ap).

=1 e llal<1 =1
Von hier aus kann man auf 7,—T € 4,(E, F) und

a,(T,—T)<e fir k> K(e)

schlieBen, d.h. man erkennt T als a,-Limes der a, - Cauchy - Folge T in
A E, F).

3. Sei C(U") der Banach-Raum der stetigen Funktionen auf der
Einheitskugel U’ des dualen Raumes E’ von E bzgl. der schwachen
Topologie von E’. Durch den Ansatz

sp(¢)=inf inf {sup [go(a)—l— Z 0. <xs, @ |)] Z .9 (JIJI_‘%L‘[)}

2i€E o;>0 lal<1 ]
wird fiir eine beliebige Abbildung T aus A4,(E, F) ein Funktlonal auf
C(U® definiert, das zwischen den Schranken
32509”(“) <sr(p)= sup o(@)

liegt. s7(¢) ist positiv—homogen; dafiir sorgt die Infimumsbildung
tiber die positiven Koeffizienten ¢;. Dariiber hinaus ist s;(¢) subad-
ditiv. Es 148t sich namlich s;(¢ ++) durch

l| T, |

s1(p+ 1< fsup [o(@)+ 3 oKy, 3| — zg¢(-_, I
ey . | T2l
+fsup [v@+ £ ez D] - Z e (12)]

mit beliebigen Elementsystemen z,,x,, - - -, ®,, 2,2, « -+, zm aus E und
beliebigen positiven Zahlen ¢,, 0, + -+, 6, T1, T2 * * *» T abschétzen. Auf
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der rechten Seite von (3.1) kann sodann das Infimum iiber die Element-

systeme z,, x,, - - -, %, und die ¢,, 65, - - -, 6, und unabhingig davon iiber
die Elementsysteme z,, 2,, - - -, 2,, und die z,, 7, + - -, T, gebildet werden.
So kommt

8@ + ) < 87(@) + 87(¥)

zustande, wie gewiinscht. Nach dem verallgemeinerten Hahn-Banach-
Theorem existiert daher eine Linearform p tiber C(U’) mit
Lo, u><8p() fiir alle ¢ € C(U").
Fiir eine Funktion ¢ >0 aus C(U") gilt wegen
sT(—go)soﬁglg [—o@]<0
offensichtlich
(=@, £><0 bzw. {p, #>>0,
d.h. p ist positiv und somit stetig. Im iibrigen hat man
3.2) A, p<s)<L1.
Die zu C(U") gehérige Funktion ¢(a)= —¢@(|<{z, a>|) unterliegt wegen

snle) <3 [p(@) + (<, &1 (171
speziell der Abschitzung
sr(— (<o, ayD < —g (1721,
also auch der Abschitzung o
(—g(<a, ay), py<—g (112,
Bei Verwendung der Integralschreiweise fiir %ie positive Linearform
p iber C(U") ist das gleichbedeutend mit

(3.9 o (120 <[, p0o pdu.

Schreibt man (8.8) jetzt fiir ein beliebiges n-tupel z,,,, ---, 2, von
Elementen aus E auf, so gewinnt man nach Multiplikation mit belie-
bigen positiven Koeffizienten ¢, und nach summation iiber ¢ die Aussage

};1 o (”TT%”) sjm ‘i o 9(<ay, apNdy,

die in Verbindung mit (3.2) schlieBlich zu (2.1) zuriickfiihrt.

4. Die Abbildungen vom Typ A, lassen sich also durch eine Inte-
gralabshitzung (8.3) characterisieren, die fiir ¢(t)=t? gerade mit der
Integralabschitzung (1.2) der absolut-p-summierenden Abbildungen
zusammenfillt. Nicht so ohne weiteres scheinen sich jedoch diejenigen
Resultate aus der Theorie der absolut-p-summierenden Abbildungen
auf Abbildungen vom Typ A4, verallgemeinern zu lassen, die mit den
Funktionenrdumen L,(K, ) zusammenhéngen. Selbst wenn man sich
auf die Betrachtung von N-Funktionen beschrinkt, wie sie der Theorie
der Orlicz-Riume zugrundeliegen, bleiben die gewiinschten Ergebnisse
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aus.

5. Jedes Operatorenideal 4, umfafit das Ideal &, der absolut-1-
summaierenden Abbildungen. Ist ndmlich T e =,(E, F), so existiert ein
positives normiertes MaB p auf U°, das mit einer geeigneten Kon-
stanten p >0 fiir || Tx| die Abschéitzung

1.2y ng e, @] dge
o ve
leistet. Daraus folgt unmittelbar
¢(—”Tp“”—) <o([, 1Kz wldn).
Nach der Jensenschen Ungleichung aber kann wegen
Uold pr=1
weiter auf

3.3) o1 <[ ¢, 0> Dau
o e
geschlossen werden, womit T € 4,(F, F) gezeigt ist.
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