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30. La Dimension de Hausdorff de Certains
Ensembles dans [0, 1]

Par Kenji NAGASAKA
L’Institut de Mathématiques Statistiques

(Communicated by Kunihiko KODAIRA, M. J. A, April 12, 1978)

0. Considérons des nombres réels o avec we 2=[0,1] qui sont
développés r-adiquement par la forme

- ei(w)
w_; R
ol 5;=¢,(w) est un des éléments {0, 1, - - -, »—1}=R; cette représentation

est unique sauf pour les nombres rationnels, ce qui ne concerne pas le
calcul de dimengion de Hausdorff.

1. Supposons d’abord que r=2 et a ’aide de la fonction de Rade-
macher définie par

ri(0)=1—2¢(w),
nous pouvons observer le comportement statistique de développement
de w. Posons S,(w)=> 7., rw) et soit p, la mesure de Lebesgue. Nous
allons nous intéresser & la grandeur de |S,(w)| quand n est assez grand
et nous calculerons la dimension de Hausdorff de deux ensembles:
L(a) et L(a) pour « non-négatif, définis comme
— T |Sn(w)]
L(w)= {a) en; }3}2 sup Vo oglog 1 ga},
et
— .13 IS n(a))l .
L(a')—{co € 2; lim sup m—a}.

On sait que L(1) est de mesure 1 au sens de Lebesgue, ce qui est
un cas spécial de la loi du logarithme itéré (A. Ja. Hincin [3]).

Considérons I’ensemble des w, noté par M(y, v,), dont la fréquence
rélative de +1, i.e.

lim le nombre de t<n avec 7;(w)=1 ,
n—o0 n

notée par v, est supérieure a 1/2; la fréquence rélative de —1, notée
par v, est donc inférieure a 1/2. Alors on voit facilement pour tout «
non-négatif que

L(a) D L(c0) D M(yy, vy)
pour tout y,>1/2 (yy+v,=1).

D’apreés le résultat d’Eggleston [4], pour tout « non-négatif, nous
calculons
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dim L(@)=dim |J M(y,v)=sup dim M(y,v,)=1.
gy ATy

Nous avons donc

Théoréeme 1. dim L(a)=1, pour tout « non-négatif.

Corollaire. L’ensemble des w € 2 qui ne satisfont pas de la lot du
logarithme itéré est, bien que de mesure nulle au sens de Lebesgue, de
dimension de Hausdorff 1.

Nous allons maintenant calculer la dimension de Hausdorff de L(«),
en effectuant le théoréme de Beyer [1]. Définissons la transformation T,
de Q2 dans Q¥=0Qx ... X2, de la facon suivante: T (0) = (0, 0y + -+, ¥y)

k-fois
e 2% ol o= 7, ¢(w)/2!. Alors pour i=1,2,..., ket j=1,2, .-,
ej(wi)=e(j—-l)k+i(w)-
Théoreme (Beyer). Soit M un sous-ensemble de 2, alors
dimM=@1/k)dim T .M,
ot T M={w, w,, -+, w,) € 2% 3we M tel que Tyo=(w, @y, - - +, 01)}.
Nous allons par Théoréme 2 améliorer Théoréeme 1 en utilisant le
théoréme de Beyer.
Théoréme 2. Pour tout a positif,
dim L(a)=1.
Démonstration. Définissons un ensemble E,,,; dans £%*' comme
E;.,=T.LQ)x {0}, ot o satisfait
im Sa(w)
ne 4/2n log log n
Cet w, donc nécessairement E, ., dépend de % et de « et 1’existence de
cet w est assurée par Shiokawa et Uchiyama [10] (Théoréme 3). D’apres
le théoréme de Beyer, dim E,,,=k. 1l est facile & voir que
L(e) DT3B
En effectuant encore le théoréeme de Beyer,

dim L(@) = k41-1 dim T, L(@)

==\/Z;Q:IC¥—‘\/75:

>
T k+1

_ k
=11
Etant k arbitrairement grand, nous avons, pour tout « positif,
dim L(x)=1. C.Q.F.D.
2. Maintenant la base de développement 7 est un entier supérieur
a1l. Définissons une fonction
N, (o;d4)= 3 1

lsisn,
si(0) =t1,e0+1(0) =12, 654 5~1(0) =Tk

pour 4, =(t, %, - -, 1) € R*. Un élément v € 2 est appelé simplement
normal a la base 7 si, pour tout 4,=7¢ R,

dim E,,,
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Nn((o; _’[.)/1’&—91/1”.
L’ensemble des » simplement normaux est noté par S(»). On appelle
o€ 2 normal a la base r si, pour tout entier positif k, et pour tout
4, € R¥,
N, (0; 4,)/n—1]rE,

L’ensemble des » normaux a la base r est noté par B(r), ce qu’on ap-
pelle ’ensemble normal & la base ». Il est bien connu que gS(r)
=uB(r)=1 d’apres la loi des grands nombres. Il est done en question
de mesurer 1’épaisseur des ensembles; 2 —S(r) et S(r)—B(r). L’auteur
a repondu a cette question en démontrant dim (2—S(r))=dim (S(r)
—B(r))=1 dans [5] griace & un résultat de Billingsley [2]. Nous re-
marquons ici que mon résultat au-dessus peut étre montré d’apres le
théoréme de Beyer.

Nous allons nous intéresser a la relation entre deux ensembles
normaux B(r) et B(s). Ces deux ensembles sont identiques si et seule-
ment si logr/logs est un nombre rationnel (notons cette relation
r~38) par W. M. Schmidt [9]. Supposons que r s, alors y(B(r)—B(s))
=0. W. M. Schmidt a demontré aussi que B(r)—B(s)+#¢ si r<s. Nous
démontrerons, en effectuant le théoréme de Beyer, un résultat plus
fort:

Théoréme 3. dim (B(r)—B(s))=1 st r<s.

Corollaire. L’ensemble des w normaux d la base r mais qui ne
sont pas absolument normaux, est de dimension 1 pour tout r=2.
Tout les éléments de B=(\, B(s) sont appellés absolument normauzx.

Lemme. Etant donné y € B(r), le vecteur (z,y) € 2* est normal o
la base r pour presque tout x € Q.

Démonstration du lemme. Supposons que x et y sont développés
r-adiquement et pour 4 =Al,l=<7i“’z.2" T Z.“) € R'x R', une fonction
T12s Tagy * * * 5 U
N, ((z, ) ; 4) se définit comme suit:
N (@, v); D= >, 1.
lsj=n

65(X) =111,64+1(®) =11, 65+ 1—1(X) =111
ej(Y) =t12,8441(Y) =122, 654 1-1(¥) =112

11 faut démontrer que, pour presque tout = € 2, pour p arbitraire, et
pour chaque 4, ;,
N, ((z,v); H/n—1]r*.
Considérons une fonction caractérisque X,(-) de 1’événement {e;(x)
=y, &5 (X =1y, -+, €54121(X) =04}, alors N,((x, y); 4)= j;S’ X (x), ou S
1sjsn

est I’ensemble des j tel que e,(¥) =1y, &;.1(Y) =1, --~,ej+j_1(y)=i“. En
prenant ’espérance de N,((z,v); 4),

EN(Co); D)= 3 BX,=—- 3 1= (" to(m).
JE€S r

€ J
1sjsn 1=
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D’aprés la loi des grands nombres, pour presque tout x € 2, on a

N, ((x,y); 4)[n—1]r%, C.Q.F.D.
Si 'on remplace cet x € Q par (z, %, - -+, Zx_y) € 2%71, ce lemme est
encore vrai, alors I’ensemble P,_, des vecteurs (z,, %, - - -, Z;_,) tel que
(@, %5+ -+, Zy_1, YY) 7r-normal, est de mesure pleine; Prenons y e B(r)
— B(s), et posons

Gi=P;_N[T;_(Br)NB)NIX{y}C2*;
En effectuant le théoréme de Beyer, dim 7;'G,=(k—1/k et TG,
CB(r) du lemme. De la propriété de ye B(r)—B(s), il n’est pas
tellement difficile 2 montrer que
T:'G,C B(r)—B(s).

Cette relation est valable pour tout %, on obtient

dim (B()—B(s)) = dim |_) T¢'G,=sup dim T;'G,=1.
k=2 k
C.Q.F.D.
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