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1. Introduction. On considre l’quation suivante;

(1.1) a(x)3u/3x--u,
j=l

oh tousles coefficients sont analytiques dans un voisinage de l’origine
de Cn. On suppose, de plus, que a(0)=0 (]=1, 2, ...,n). Ici on se
propose d’ttdier deux problmes suivants pour (1.1)

Probleme 1. Existence d’une solution u(x)O analytique / l’ori-
gine.

Probleme 2. Existence d’une solution de la orme x1...xnH(x)
avec (cry, ..., a)e C, H(x) tant une onction analytique0.

Soient 2, ..., 2n les valeurs propres de la matrice 3(a,..., a)/
3(x, ..., Xn) (0)et z/l’enveloppe convexe de {2, ..., 2n}. Alors on voit
qu’il aut exister un multi-indice (,, ..., ,) e N tel que"

(1.2) ,-- 1,
j=l

pour que le problme 1 soit affirmati, oh N=NJ {0}. Mais, comme
on le voit acilement, (1.2)n’est pas suffisante en gnral. En effet,
l’quation suivante donne un contre exemple x3u/3x/ (x/ y)3u/3y=u.
Une raison / cela est que dans ce cas oh 0e /. En effet, on pet
dmontrer le thorme suivant.

Theoreme 1.1. Supposons que 0 et que (1.2)soit vraie pour
un certain multi-indice (1," ", ) e Nn, alors nous pouvons trouver
une solution analytique 0 de (1.1).

Da-ns le cas oh 0 e 1 la situation n’est pas complique tellement
pour le problme 2. Tout d’abord, remarquons que nous pouvons
toujours supposer, sans perdre la gnralit, que les coefficients aient
la forme
(1.3) a(x) x+x+1+ A(x)
par un changement de variables, oh e= 1 ou 0 et A(x)s’annule/ l’ori-
gine avec un ordre>__2. Nous avons les deux propositions suivantes;

Proposition 1.1. Pour que (1.1) admette une solution de la forme
x; xnH(x), il est ngcessaire que cry---0 si e:/=O ou bien A(x) ne s’an-
nule pas modulo x, pour ]= 1, ..., n.
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Proposition 1.2. Pour que (1.1) admette une solution de la forme
x xH(x) il est ndcessaire qu’il existe un multi-indice (,1, ..., ,)
N tel que"

(1.4) (+)2 1.
j=l

Remarque. Si l’on normalise H(x)" si H(x) est de la orme H(x)
1/>0Hx, il est ncessaire que l’on air

__
a2= 1.

On peut obtenir le thorme suivant
Theorme 1.2. Supposons que 0 A. S’il y a un multi-indice

(c, ..., ) e C satisfaisant aux conditions des Propositions 1.1 et 1.2,
il existe au moins une solution 0 de (1.1) qui se prdsente sous la forme
de x xH(x).

L’nonc des Thormes 1.1 et 1.2 est dj classique. Mais dans
le cas off 0 e A, je pense que l’tude n’est pas bien aite. Dans cette
note, je vais exposer un cas de ce genre trs particurier que soit-il. Ce
qui est present mon but principal.

2. Enonce du resultat. On se limite l’quation particulire
suivante
(2.1) (2x-ka(x, y))u/3x+b(x, y)u/3y=u,
oh 2:/:0, a(x, y) et b(x, y) s’annullent a l’origine avec un ordre 2.

Remarque. Si 2=0, nos problmes n’admettent aucune solution.
Si b(x, y)--O, la situation est trbs simple. En effet, on peut r-

soudre nos problmes comme suit.
Lemme 2.1. Par un changement analytique de coordonnges con-

servant l’origine, on peut supposer que a(x, y)-xA(x, y), oh A(x, y)
est une fonction holomorphe & l’ origine.

Ecrivons A(x, y)==o A(y)x, on a alors
Theoreme 2.1. L’gquation (2.1) admet au moins une solution

analytique 0 si e,t seulement si 2- e Net Ao(y)--O.
De plus on a"

Theoreme 2.2. L’ gquation (2.1) admet au moins une solution 0
de la forme xyH(x, y)si et seulement si, il existe , e N tel que
=1 e$ Ao(y)--O.

Pour l’quation gnrale, on peut supposer toujours que a(x, 0)--0
et b(x, 0)--0, par un changement analytique de coordonnes conservant
l’origine. Mais, il m’est assez difficile d’tudier l’quation gnrale,
doric alors je vais considrer le cas trs particulier suivant"
(2.2) (2x q- Axy)u/x -k (Bxy+By)u/y=u,
avec IBI+]B]:/:0. Avant d’aborder le problme, notons que si l’on
considre l’quation suivante au lieu de (2.2)

(2x+Axy+Ay)3u/3x+ (Bxy+By)3u/3y=u (A :/: 0),
la situation devient plus complique et je conjecture qte l’on n’aurait
que la solution identiquement nulle, mme pour le problme 1.
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L’quation (2.2) est trs prticulire. Cependant, je pense que
cela suffirait pour mettre en vidence les difficult que presentent nos
problmes.

On nonce maintenant les rsultats principaux. D’abord on
Theoreme 2.3. Supposons que A1B1B2=/=O. L’quation (2.2)

admet au moins une solution analytique 0 l’origine si et seulement
si"
(2.3) - e N
(2.4) --A1/B e N.

Quant au problme 2, on a"

Theor6me 2.4. Supposons que AIBBO. L’gquation (2.2)
admet au moins une solution 0 de la forme x"yH(x, y), si et seule-
ment si"
(2.5) --A/B N
(2.6) il existe ,eN tel que (a+,)2=l et

Remarque. Si ABB=O, la situation est plus simple.
3. Schema de demonstration des th6or6mes. Dans ce paragra-

phe, on se limitera donner une esquisse des dmonstrations des tho-
rmes. 0n commence par le lemme suivant qui est trs important.

Lemme 3.1. Considgrons l’gquation suivante"
(3.1) z du/dz+(+az-)u=f(z),
oh m (2) e N, y(0) eta sont des hombres complexes et f(z) est une
fonction holomorphe dans un voisinage de l’origine. Alors l’dquation
(3.1) admet une solution holomorphe l’origine (dvidemment unique)
si et seulement si"

(1) quand =O,

(, ; q) (-r)f_, 0
p

(k=
(2) quandaOetk+a+j(m--1)Opourtoutk{O, 1, ...,m--2}

et pour tout ] N,

{10 )-1
(k=0, 1, ..., m--2)

(3) quand aO et k+a+](m--1)=O pour certain k {0, 1,...,
m--2} et pour certain ] e N,

(A) : q=0
a(a, k;q) (--r)’f+(_)=O,

pour {0, 1, ..., m--2} tel que k++j(m--1)@O pour tout j N

q=jo+l

pour ko e {0, 1, ..., m--2} tel que ko+a+jo(m--1)=O avee eertain Jo e
ou f(z) Lof,z", a(a, k" q) k+a+ q(m- 1) et a(a, k" q)- 1
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Pour obtenir une solution analytique 0 de (2.2), il est ncessaire
que l’on air - e N (cf. (1.2)). Supposons donc que 2=k- (keN), et
considrons la solution formelle suivnte u(x, y).- ,=0 Un(Y)xn, alors
l suite {u(y)} doit satisfaire aux relations:
(3.2)n n(k-1-}- Aly)u J--Bfyfdun/dy+Blyun_l=u,
avec u__=0. I1 est facile de voir que uo(y) u_(y)----0 et que u(y)
,doit satisfaire l’4quation suivante"
(3.3) kAlu -+- Bfydu/dy= O,
il faut donc que --kA/B e N pour que u(y) ne soit pas identiquement
nulle.

Remarqueo On peut voir 2acilement que u(y)=_O, si u(y)=_O.
En plus on voit qu’il faut --A/B e N pour que les coefficients

u/(y) (s_>_ 1) soient obtenus successivement, vu le Lemme 3.1. On peut
dmontrer ensuite la convergence de la solution formelle, ce qui dmon-
re le Thorme 2.3.

On peut d4montrer le Th4orme 2.4 de la mme manire que celle
,ci-dessus.
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