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59. Sur le principe de Duhamel

Par Keiichiro KiTAGAWA
Département de Mathématiques, 4 la Faculté des Sciences,
de I'Université d’Ehimé

(Communicated by Shokichi IYANAGA, M. J. A., Sept. 12, 1990)

§1. Nous considérons le probléme de Cauchy non homogéne (PC), et
le probleme de Cauchy homogéne (PCH), (0<s<T):
PO), (L(t, 2;0,,0,)UE, x; 8)=F(, x) tels,T], ze R*
Us, ; 8)=0(x)
(PCH), (L(t,x; 0., 0,) U, 2;8)=0 tels, T], we R
UG, z; 8)=0(x)
pour un opérateur différentiel linéaire aux dérivées partielles
L(t, x;0,0,)=0l—A(, x;9,)
oll A(t, x; 9,) est une N X N-matrice carrée.
Le fait suivant qu’on appelle le principe de Duhamel [1], [2], [6] est
bien connu et souvent utilisé.
La solution U, ; s) du (PC), & données (F'(t, z), ?(x)) est donnée par
la formule

(D) Ut, x; )=U(t, v} s, D)+ j Ut @; o, Fie, o)de

ou U(t, z; s, D) est la solution du (PCH), a donnée @(x).

Au cas oul opérateur L est ’opérateur différentiel ordinaire, la for-
mule de Duhamel (D) est toujours valable. Mais il n’est pas toujours ainsi
au cas ol L est I'opérateur différentiel aux dérivées partielles.

Au cas ol les coefficients de L ne dépendent que de ¢, I. G. Petrowsky
[4] et L. Schwartz [5] ont montré, par la transformation de Fourier, que,
si les (PCH), (0<s<T) sont uniformément bien posés, alors (D) donne la
solution du (PC), (0<s<T), et par consgéquent, les (PC), (0<s<T) sont
bien posés. L. Schwartz y a simplement remarqué que, si les (PCH),
(0<s<T) sont bien posés, mais non uniformément, alors on ne peut rien
conclure sur les (PC), (0<s<T).

Pour la simplicité, nous traitons les problemes dans le cadre de 1’espace
de Sobolev H*. Nous démontrons que, pour que les (PC), (0<s<T) soient
bien posés, il faut et il suffit que les (PCH), (0<s<T) soient uniformément
bien posés. La suffisance est grace au principe de Duhamel. A propocs de
cette remarque de L. Schwartz, nous donnons un exemple de 1’opérateur
simple pour lequel les (PCH), (0<s<T) sont bien posés, mais non uni-
formément.

Nous témoignons ici notre gratitude a Prof. S. Mizohata de ses pré-
cieux conseils.
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§2. Nous précisons les notions “bien posé” et “uniformément bien
posés”. Soit X=(H=)". Soit 2={(t,s); 0<s<t<T, s<T}CR.

Nous convenons, & la définition de C*([0, T1, X), que la valeur de la
dérivée au point a I'extrémité de [0, T'] est définie par sa valeur limite de
’intérieure.

Supposons que les coefficients de L sont de C°([0, T1, B).

Définition 1. Le (PC), est dit bien posé, si, pour YF(t, ) e C°([s, T1, X),
YO(x) ¢ X, il existe une solution unique U(, x) € C'([s, T1, X) du (PC), a
données (F'(¢, x), D(x)).

Définition 2. Le (PCH), est dit bien posé, si, pour Y@(x) € X, il existe
une solution unique U(Z, z; s, @) € C'([s, T1, X) du (PCH), a4 donnée initiale
O(x).

Les (PCH), (0<s<T) sont dits uniformément bien posés, si les (PCH),
(0<s<T) sont bien posés et que I’ensemble des applications H={d(x)—
U, z;s 9): X—X; (¢ s) € 2} est équicontinue.

Celle-ci veut dire qu’étant donnée une semi-norme ¢ de X, il existe
une constante positive C et une semi-norme p de X telles que l’on a
q(U(t, o ; s, D) <Cp(@) uniformément par rapport a (¢, s) € 2.

Proposition. Let trois énoncés suivants sont équivalents.

(1) Les (PC), (0<s<T) sont bien posés.

(2) Les (PCH), (0<s<T) sont uniformément bien posés.

(8) Les (PCH), (0<s<T) sont bien posés et la formule de Duhamel
(D) donne la solution du (PC), (0<s<T).

Démonstration. (1)=(2) Considérons le (PCH), a donnée initiale
&(x). Soit U(t, z; s) sa solution. Nous ramenons le (PCH), a un (PC),, et
en y appliquant le théoréme du graphe fermé de Banach, nous obtenons
une estimation uniforme par rapport a (¢,s)e 2 de U(t, x;s). Soient en
effet VU, ©)=0(x)+({E—s)A(s, z; 0,)0(x) et G (¢, x)=LAE, «; o, 0,) VT, 2).
Alors V., (&, )=V, 2)— U, »; s) est la solution du (PC), & données
(G,(t, ©), 0) telle que 3,V (s, ©)=G,(s, ©)=0. Nous pouvons alors prolonger
V., x) (G, 2) resp.) par 0 dans [0, sI X R? en V~(¢, x) € C([0, T, X) (G~ (¢, «)
e C([0, T1, X) resp.) de sorte que V~(t, x) est la solution du (PC), & données
(G~(t, 2),0). Gréace au théoréme du graphe fermé de Banach, on a I’esti-
mation de V~(¢, 2) par la donnée G~(¢, ©). Vu la forme de V~(¢, x), G~(¢, x),
on a I’estimation de U(¢, «; s) uniformément par rapport a (¢, s) € 2.

(2)=(3) 1l suffit de montrer le cas ot s=0 et &(x)=0. Soit F({,x) e
C(10, T], X). Soit U, z; s, F'(s, o)) la solution de (PCH), & donnée initiale
F(s,z). Nous pouvons confirmer que, grace a l'uniformité des (PCH),
0<s<m), UR, x; s, F(s, o)) est continue et bornée en fonction de (¢, s) € £
a valeur dans X. Alors la fonction définie par

D) U, x>=j: Ut, z; s, F(s, o))ds

est de C°([0, T, X) et satisfait & U0, x)=0. On montre encore que U(t, x)
est dérivable par rapport a ¢ dans (0, T) X R* et que
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Q.U @) =F(t, )+ 0.UC, 3 s, F(s, «)ds & (0, 71, X).
0
La dérivation par rapport & x étant continue de X dans X, on a
8,U(¢, x):f 3.Ut, 3 s, F(s, »))ds.
0

U(t, ) est bien la solution du (PC), a données (F'(t, x), 0).
3=@1) Clair. C.Q.F.D.
Remarque. On peut la généraliser au cas dégénéré [3]
L, x;0,,0,)=t91—A(t, x;0,) (k>0).
et ceci dans la catégorie de fonctions C~ par rapport a t.
§ 3. Nous considérons I’exemple (N=d=1)
L(t; 9,, 0,)=0,—d%(t%"% +2to%+ 1) — £ (x e R).
Soit F(t, x) € C°(R, X) telle que sa transformée de Fourier par rapport
a xest

Fyt, &)= 2 exp (—y/ T (D.(@)

ol
1 lt———’s -0 )
nn+1) 1 [§—n|<n?
1@H=|>0 continue $.8)={=0 eCy(R)
6 0 |g—n|>2n"°.
0 _ [ >2
! nen +1) ’Z "

Alors, pour L, les (PCH), (0<s <T) sont bien posés mais non unifor-
mément ; Le (PC), & données (F(t, z), 0) n’a pas de solution de C'([0, T], X);
La fonction U,(¢, x) définie par (D,) pour F,(¢, x) est la solution de L(t; 3,, 3,)
Uyt, x)=F(t, ) (0<t), mais non la solution du (PC), & données (F'\(t, x), 0).

En effet la solution K (¢, &; s) du probléme de Cauchy

(Lo(t; 8, i)K(t, £ ; 5)=0
KGs,&;59)=1
est donnée par
Kit, & 9)=exp ([ (et~ 1+ 60de ).
Elle satisfait a
5 1 . 1 . 4 & v
= Al S sern) = (o) L

On voit que K(t, &;s) est bornée dans {®,&); s<t<T} pour tout s
(0<s<T) fixé. Ceci montre que les (PCH), (0<s<T) sont bien posés.

Pour que les (PCH), (0<<s <T) soient uniformément bien posés, il faut
et il suffit que K (t,&; s) soient majorées par un polynome en |&| dans
{(,&,8); (£, 8) e 2}. Celle-ci est violée par (£).

Gréce a ce que les (PCH), (0<s<T) sont bien posés, (D,) pour F(t, x)
g’écrit, par la transformée de Fourier,

(D7) Udt, w>——- j dsjewm &5 9)F (s, &)ds
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Puisque K(t, &; s) est bornée dans {(¢, &, 8); 0<s<t<T, s<T, §<t} pour

tout 6>0 fixé, U,(t, x) satisfait & L(¢; 9, 9,)U,(t, x)=F(t, ) (¢>0). Mais
a cause de (F), Uy, x) a ’estimation

Uo(n—(nl-—T)’ 0>230n‘” exp (%n—¢ﬁ) n>1).
Done, ayant la singularité & t=0, elle n’est plus la solution du (PC), a
données (Fy(¢, x), 0).

S’il y avait la solution du (PC), & données (F (¢, x), 0), elle serait repré-
sentée par le deuxiéme membre de (D;). Il n’y a donc pas de solution du
(PC), a données (F'\(t, x), 0).
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