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67. Compacité linéaire et lemme de Hensel

Par Mohamed TABAA

Département de Mathématiques, Faculté des Sciences, Rabat, Maroc
(Communicated by Shokichi IYANAGA, M.J. A., Oct. 12, 1993)

Soient A un anneau commutatif unitaire et R son radical. L’anneau A est
dit hensélien si, pour tout polyndme unitaire f de A[X] et toute décomposi-
tion de son image f dans (A/®R)[X] en produit f = GH de polynomes étran-
gers unitaires, il existe deux polynomes unitaires g, s de A[X] d’images res-
pectives G, H tels que f = gh. Les notations f, G, H garderont ce sens
dans toute la suite.

Dans cette Note nous démontrons le

Théoréme. Si A est un anneau linéairement compact pour la topologie
discrete alors A est hensélien.

Démonstration. Soit § l'ensemble des couples (g + aA[X], A + aA[X])
ol g et h sont des polynomes unitaires de A[X] tels que 2= G, h=H,
f— gh € aA[X] et a est un idéal de A contenu dans R. F #* 0 ; on l'ordon-
ne par

(g1+a1A[X], h1+a1A[X]) < g2+azA[X] igl_i_alA[X]

(g, + a,ALX], h, + 0, AXD & h, + 0, ALX] S b, + a,AlX]

Montrons que § est inductif. Soit (g; + a,A[X], k; + a,A[X]); une famille

totalement ordonnée d’éléments de & ; écrivons
i=r—1 . j=s-1 .
g]= Z al’iXt+Xreth1= Z bx'j.X]+XS,
i=0

i=0

ot » = deg(G) et s=deg(H);doncpour 0 < i<r—1let0=<j<s—1,
(a,; + a), et (b, + a), sont des bases de filtre formées de variétés
linéaires affines de A ; et comme A est linéairement compact pour la topologie
discrete il existe @, € A et b; € A tels que @, —a,; € a; et b, — b, ; € q,
pour tout A; on pose

i=y—1 . j=8—1 .

g= Zi) aX'+X,h= 2 bX' +X eta= N ay.

i= j=0
(g+aAlX], h+aAlX]) €F car f—gh=(f—gh) + h(g, — g +
g(h; — h) € a,A[X] pour tout 4, et il majore tous les éléments de la famille.
Soit alors (g, + a,A[X], hy + a,A[X]) un élément maximal de & ; montrons
que f= gohy; le polynome f— gohy € aALX], donc il s'écrit f— gohy =
22X on0<i<n—1,n=deg(f) etc €a,; dautre part G et H sont
étrangers et unitaires donc, pour tout 0 < i < n — 1, X' s'écrit X' = u,g,
+ v;hy + w;, o0 wu; v; et w;,; sont des polynomes de A[X] tels que
deg(w,)) <r—1,deg(u;) <s—1 et w; € RA[X]; on pose, comme dans
[3, (30.4)], & = g, + Zc;v;,, W = hy + Zcu;, et soit b = ZAc;; le couple
(g’ + BRALX], 1’ + bRALX]) € §, car deg(Zcw) < r— 1, deg(Zc,u)
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Ss—letf—g'h= 2Zcw, — (Zcw) (Zcu) € BRALX], et il majore (g,
+ a,A[X], hy + a,A[X]) ; donc a, = b = bR, par suite, en vertu du lemme
de Nakayama, on a b = (0), puisque b est de type fini; d’ou le résultat.

De ce théoréme découle immédiatement le résultat connu pour les
anneaux de valuation (cf. [1, chap. 6 §8 exer. 6], [2, Satz], [4, th. (31.12)]).

En désignant par Idem (A4) 'ensemble des idempotents de A, on a le

Corollaire [6, prop. 13]. Si A est linéairement compact pour la topolo-
gie discréte alors 'application ldem(A4) — ldem(A /R) correspondant 4 I’ho-
momorphisme canonique A — A /R est bijective.

Démonstration. Si € Idem(A/R) , on considére le polynome f=X*>— X
de A[X]: son image f dans (A/R)[X] secrit fF=X—DX—1+2);
et puisque (I — 22)% = 1, les deux polynomes (X — x) et (X — 1 + 2) sont
étrangers: on en déduit, en vertu du théoréme, qu’il existe (@, b) € A? tel
que a=xet f=(X—a)(X —b); alors a € Idem(A4) et son image est ;
d’ou la surjectivité. L'injectivité est démontrée dans [5, lemma 2].
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