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1. Introduction

Soit A(x, D)= > a,(x)D" un opérateur elliptique positif sur un ouvert Q
|a|<m

o<

borné de R", assez régulier. Soit 4 une réalisation autoadjointe, positive de
A(x, D) dans L¥(Q) (C5(Q)SD(A)SHm(Q) et A est un opérateur fermé).
Supposons de plus que a,=C=(Q) et que m>n. Alors, d’aprés S. Agmon
[1], pour A&EC\([0, +oo[) 1’opérateur (4—A)~*! a un noyau continu sur QX Q
que l'on note K,(x,y). Dans leur article [2] Agmon et Kannai ont montré
I'existence d’un développement asymptotique en A de K,(x, x) dans le com-
plémentaire d’une région parabolique entourant [0, 4-co[. D’une maniére précise
ona:

K\(x, x)~(—h)‘”/“)_1'§) Cy(x) (—n)~im

uniformément sur tout compact de Q pour |[A[=>1 et dA)=>|n|17"O™ ou
d(\)=dist (A, [0, 4-co[) et <1/2.

De plus si pour |a|=m, a, est constant sur Q, alors le développement a
lieu pour tout #<<1. Nous nous proposons de montrer ici que ce dernier résultat
est encore vrai méme si pour |a|=m, a, est variable. La méthode utilisée pour
obtenir ce résultat consiste a construire une bonne paramétrix pour 'opérateur
A(x, D)—N\ sous la forme d’un opérateur de Fourier associé a une phase adaptée
alopérateur A(x, D). La notion de phase adaptée a été utilisée par Hérmander
[5] pour I'étude de la fonction spectrale d’un opérateur elliptique auto-adjoint.

2. Notations, hypothéses, resultats

Désignons par CE(R") 'espace des fonctions C* sur R" constantes en dehors
d’un compact. On se donne un opérateur différentiel A(x, D)= > a,(x)-D”
|

aj<m
d’ordre m>mn a coefficients a,= Cg(R").
On fait les hypothéses suivantes:
(Hy) A, ’g‘)=m|2_mam(x)-§‘” est réel et | A,(x,E)|>E-|E|™ pour tout (x, &)
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ER"XR"
(Hy) A(x, D)= A'(x, D)+ B(x, D) ot A’ est un opérateur différentiel d’ordre
m formellement auto-adjoint, B d’ordre<m—1.
Soit A, (resp. A§) la réalisation de A(x, D) (resp. A'(x, D)) dans L R") de
domaines: D(A4,)=D(44)=H,(R"). On a alors le:

Théoreme 2.1. (1) Il existe une région R, du plan complexe de la forme:
Re={M€C, |Im AN | ZC(1+ [N])"Y™} dans laquelle la résolvante (A,—N\)™!
existe.

(2) Pour tout AE R, (Ay—N\)"" est un opérateur intégral de noyau K(x,y)
continu et borné sur R" X R".

(3) On a le développement asymptotique:

(2.1) KO, x)~(-—>»)<"/"‘)’1-§‘,) Ci(x) (—r)™" ot C,€CZ(R")

au sens sutvant: pour tout réel 0<1, pour tout entier N>1, il existe C(N, 0) telle
que:

| KO, £)—(—A) "M 3] C(x) (— 1) /% SC(N, )+ | n | omMim-
N

pour tout xER", NE Ry, [Im A | = [N|7C™, |N| =1 oi A" désigne la détermina-
tion définie sur C—(]—Nn, 0]), positive sur 10, 4-oo[.
En particulier, st A,(x, £)>0 pour tout EER", on a:

1
A%, £)+1

Dans le théoréme suivant nous donnons un résultat analogue pour des
réalisations dans L*Q) ou £ est un ouvert de R™.

Soit alors Q un ouvert ayant la propriété du cone. Soit A’ une réalisation
auto-adjointe de A'(x, D) dans L*Q) de domaine D(4A’)CH,(Q). On con-
sidére une réalisation 4 de A(x, D) de domaine D(A4)=D(A’) et on fait sur cette
réalisation ’hypothése:

(H;) L’adjoint 4* de A est une réalisation dans L*Q) de I'adjoint formel
A*(x, D) de A(x, D) vérifiant D(4*)< H ,(Q).

Cox) = (27!)“”'5 dt |

Théoreme 2.2. (1) et (2) comme dans le théoréme 2.1
(3) Pour NER, soit K\(x,y) le noyau de (A—N\)"'. Alors pour tout <1,
N entier>1, p réel>0 il existe C(0, N, p)>>0 telle que:

(22) K, 9)— (=) 5 C ) (—0) |

n/m 1-(Ym) \?
<C(, N, [ s |- mm-1 g I ( x| )]
( AL +|Im7u| 8(x) | Im |
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pour tout xEQ, NER,, N[ =1, [ImN| = [N[7"C™, ou Pon a posé: §(x)=Min
{1, dist (x, 5Q)} .

REMARQUE 2.3. Si 'on suppose que 4,,(x, £)>0 pour tout (x, £)e R"X R"
on peut remplacer, dans les estimations précédentes, [Im A| par d(\)=dist
%, [0, +oo).

Les points (1) et (2) des théorémes 21 et 2.2 sont classiques (Agmon
)2

Le point (3) de (2.1) résultera de la construction d’une paramétrix et le
point (3) de (2.2) résultera de la comparaison des noyaux résolvants de deux
opérateurs elliptiques.

3. Construction d’une parametrix pour JA(x, D)—

Nous précisons d’abord la classe des fonctions de phase qui vont intervenir
dans la suite. Soit w un ouvert convexe de R".

DEerINITION 3.1. On appelle phase classique sur X wX R” toute fonction
@: oX oX R"—>R vérifiant:
(¢) PEC(wXaX(R"—{0})
(¢,) @ est homogéne de degré 1 en &
(¢s) <x—y, £>=0 entraine @(x,y, £)=0
(¢s) grad, o(x, y, £)|.=y=E.

Le prototype étant la phase (x,y, £)—<{x—y, £)> la terminologie est jus-
tifiée par la:

Proposition 3.2. (1) Toute phase classique @ sur wXwX R" admet la
représentation: p(x,y, E)=<{x—y, ¢(x,y,E)-E> oi ¢ est une application C=:
oXoX(R"—{0})—M/(R) ou M,R) est Pespace des matrices carrées (n,n) a
coefficients réels, ¢ étant homogéne de degré 0 en & et ¢(x, x, £)=1, ou 1, désigne
la matrice identité de M,(R).

(2) De plus pour tout x,Ew il existe un voisinage ouvert w, de xy, ©»,C Cw
tel que E—¢(x,y,E)-E soit une bijection de R"— {0} sur R"—{0} pour tout
(%, y)E o, X @, et que Papplication inverse yr vérifie: yr& C=(w, X 0, X (R"— {0})),
\r est homogeéne de degré 1 en 7.

Démonstration. La formule de Taylor donne immédiatement:

gg‘(x’y: £)= E( Xy J’k)S ——@p(y+t(x—y), y, E)dt .

@E

x10E, 2 (y+tx—y) y, E)dt.

D’apres I'identité d’Euler pour les fonctions homogénes on a:

1
Posons ajk(x’ Y, E) S
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2. O
¢(x’y—' g) = ;E,%(xx y; E) = kz (xk_yk)ajk(x)y) E)EI .
j »J

On obtient donc (1) avec $=(a;); ;- Il est clair que (¢,) entraine: ¢(x, , £)
=1,. Par conséquent pour w] assez petit, x,E 0] C Cw, (¥, y, ) est inversible
pour (x,y)EwiXw] et EER"— {0}. Pour établir (2) on est amené a résoudre
le probléeme de point fixe: étant donné 7€ R”", |7|=1, montrer qu’il existe
g€ R"— {0} unique tel que
(3.1) E=¢7N(x, 8.

+Jr sera indéfiniment différentiable par le théoréme des fonctions inverses.
On remarque d’abord qu’il existe C > 1, indépendante de (x, ¥, ), telle que toute

solution de (3.1) vérifie: %< [E| <C.

Désignons par Q la couronne de R": Q= {{=R", %S |E]<C}. On

montre alors que £—~¢~Y(«, y, £)-7 est contractante dans Q pour |7|=1. On a:

$7 9, 8) = Lt 31 (5—0) | 247 +(r—), 3, B)dr

et
(32)  $nE =6 L)
= D)o | (6 (=), 3, = ¢ -+ Ty —3), 9, )

Or QcQ’'={¢ R", chMax |€;| <C} et pour tout £,£<Q’ on peut
VA

joindre £ a4 £’ par une ligne polygonale composée au plus de (z+1) segments,
chacun étant de longueur < |£—&’|. Par application de la formule de Taylor
en £ au second membre de (3.2) on trouve alors qu’il existe §>0 tel que:

|~ (%, 3, E)—d N, ¥, &) <%l§—§’l pour (x,y)EwiX o], |[x—y| <8 et &, &

€ 0. On peut donc résoudre le probléme de point fixe (3.1) pour x, y € w,, boule
centrée en x, de rayon assez petit.
Dans la suite nous utiliserons les symboles classiques de Hoérmander:

DerINITION 3.3. Soient o un ouvert de R", B réel, on désigne par
S*w X w, R") la classe des symboles p(x, y, &) de classe C* sur o X w X (R"— {0})
tels que pour tout compact K Cw, pour tous multi-indices a, B, v il existe
Ck, a8,y Vérifiant:

| DzD50Y p(%, 9, £)| < Cupx(1+ | E]) "7 pour v, yEK, || >C.

Nous utiliserons également le formalisme des intégrales oscillantes
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(Hormander [6]). On a alors le corollaire suivant de (3. 2):

Corollaire 3.4. Avec les notations de la proposition 3.2 on a: Il existe une

fonction I(x,y, &) définie sur w, X w; X (R"—{0}). 1€ S%(w,X w,, R"), homogéne de
degré 0 en E telle que:

u(x) = (Zn)‘"SSe"“’("'”’E)I(x, ¥, Eyu(y)dydg pour tout us Cy(w,) .

De plus I(x, x, £)=1, pour (x, £)E v, X (R"— {0}).

Démonstration On part de:

u(x) = (22 *{ |2 Ouy)dydg = tim (2m)+ { (e rox(e- Eyuty)apde

0 si |£]>1

ol XEC(R") et X(£) — {1 Sz

D’aprés la proposition 3.2 on peut faire le changement de variables:

E=¢(x, y,7)-n. 1l suffit donc de poser I(x,y, &)= l_)ﬂ’&Dlm
7

Le corollaire résulte d’un calcul classique sur les intégrales oscillantes.
Nous allons construire une paramétrix a droite pour A(x, D)—\ sous

la forme: @,(x, D)u(x):(Zn)"‘SSe"""""'f) (%, y, E)u(y)dydE oi @ est une phase
classique 4 déterminer, @ €S (v, X w;, R") et u€ C5(w,).

POSODS: P(xJ z:y; E)_—“'r”(z;y, E)—‘P(x,y, E)_<z—x) grad: ?’(x:y, E)> X, y: 4
Ew, et EER"—{0}. On a d’apres la formule de Taylor:

P(x, 2,9,8)= > (zj_xj) (zk—xk)a,‘k(xf 2, ¥, &) ol

1<5 k<t
0

(%, 5,9,6) = (1—1)

1 2
0 0,0 ;

P(z4-t(x—=), y, E)dte St .

Posons pour tout entier £>1:
Gp)'_
h!
résultat suivant, qui permet de calculer le symbole du composé d’un opérateur
Fourier-intégral et d’un opérateur différentiel:

D go(x, 2,9, E) (r—x)° ol g, S*, homogeéne de degré hen £. Onale
191=2h

Lemme 3.5. Pour tout f €C7(w,) on a:

e @20 . J(x, DY[f(+)e 9] (x) = Mg@o% a®(x, £,) [DAgo* )=+

B
oit AP (x,7) = :—nﬁuﬂ(xﬁ) et &, = grad, p(x,y, ).

Démonstration. Posons G /(x, y, £)=e"**Hq(x, D)[f(-)e™ 7 »H] (x).
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On a: Gyx,y,8) = e"""(27z)'”sSe‘<"‘””>a(x,77) f(2)e =D dzdny.
Pour tout entier H>1:
f(z)e‘."(l’y"f)
— f(z)ei«v(x,y. £)+<z-x.8.0), Izz::%)i+eiw(x.y,g) .Rf(x, z)y’ E) .

Posons F(z)= {e“’ E (zp )" }(zp)‘ On a alors:
R(x,2,y,E) = €<~ "'5:>F(z)- f(2)-(Ep)?. D'ou:
Gep8) = 3 ()| [eestom - (s -alo ) (e)dsdn

0<k<H-1

+H! 33 (2| |t g a—apate, m)f (2)F(@)dsdn

lol =21

En faisant les intégrations par parties habituelles sur les intégrales oscillantes

et tenant compte de: A@(x,{+E,)= )

los+ gI<mey |
3.5 On déduit alors la formule de base pour la construction de la paramétrix
®,: soit pe Sk w, X », R"), 2 support compact en (x, y) indépendant de &.
Pour 0< j<m posons a/(x, §)=[Z‘ a,(x)D®. On a alors:
al=j

(3.3) e~ (A(x,D)—\) (p-€'®)
= (A, grad, @) —\)p-+ !
o<j-largi<m-1 ¢!

o<j<m

Jl““”(x, £,)¢® on obtient le lemme

—a;**9(x, grad, p) [D‘” (8" D))=z -

La parameétrix se construit alors par approximations successives en divisant
certains symboles par ( A,,(x, grad, )—\) pour A& R.

La perte de précision dans le développement asymptotique de K,(x,x)
lorsqu’on passe des coefficients constants aux coefficients variables est due aux
dérivations en x des termes: (A,(x grad, ¢(x,y, £))—A)7*. Ce phénomene a
été nettement mis en évidence par Hormander [7] et par Pham The Lai [8].
Cette remarque conduit a choisir une phase telle que: A,(x, grad, o(x, y, £))=
@,(y, ). Ce qui est possible par le:

Lemme 3.6. (Hormander [5]).-Pour tout x,& R" il existe une boule ouverte
w, centrée en x, et une phase classique sur wyX w,X R" vérifiant A, (x, grad,

9)(90:.% 5))—“-—04".(3’; E)Pour X, yE oy, EER".
Démonstration. Pour |£|=1 on résoud le probléme de Cauchy local du
Jm(x! grad, ¢) = 'qu(y) E)
premier ordre: {{x—y, &> = 0 alors (x,y, &) =0
gradz ¢(x) Y, §)|x=y = E
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dépendant des paramétres (y, £) décrivant un compact. On prolonge ensuite
@ par homogénéité en £. @ est unique dans un voisinage fixé de x,.

DrrFinITION 3.7 L’unique phase classique vérifiant le lemme 3.6 sera
appelée phase adaptée & JA(x, D) dans le voisinage o, de x,.

Soit x,=R". On se place dans un voisinage ouvert o, de x, dans lequel
existe une phase adaptée a JA(x, D), on suppose w; assez petit pour que la
proposition 3.2 et le corollaire 3.4 soient vérifiés. Soient w, ouvert, x,E
wyC Co, et XeC(w,) telle que X=1 sur w,. On pose I(x,y, £)=X(x)-X(y)

I(x,y,E). On construit alors &, sous la forme: ®,(x,y, &)= ﬁ DA%, v, E)
%=0
ou p \ES™" Hay X @y, R").
On pose:

IO(x)y) E) —_ Io(x,y, g)
A (%, grad, @)—n A (v,E)—r

Do, £) =
D’aprés (3.3) on a:

e‘”’(Jl(x, D)——)\,) (Po.x'ew) = Io(x: Y, 7\‘)—‘Ro,k(xa Y, E)

70.1(%, ¥,
ou R, , est de la forme R \(x,y, &)= jL((y-g)—i)x avec 7o, =S""Yw, X 0, R") et

7,1 est une somme finie de termes homogénes de degré positif en £. (C’est
la propriété de phase adaptée qui permet d’avoir cette forme simple pour le
reste R;,). On construit ensuite p; \(x E):M ou r{, est la
0,A)- 1,M%5 V) (Jlm(y,f)-—h)z 0,1
composante homogene de degré m—1 de 7, ;.
On obtient par (3.3):

e“"“’(J(x, D)—X) (pl,)\'ew) = RO.A(x, Y, E)—Rl,x(x, Y, f)

N 7'1,1(-”, 9, E) ’1,2(30, v, &)
ou Rx,,\(x, Y, f) = J,,,(y,f,‘)——)x.+ (Jlm(y, E)——?\)z avec

1ES" Hw; X oy, R,); 11, E8™ ¥, X w,, R,) et r; et r,, sont des sommes
finies de termes homogénes de degré>0 en £.

On a: e (Ax, D)—X) [(Por+P1,)e=Lo(x, 3, E)— Ry 2, 3, &).

On obtient ainsi par récurrence sur I'entier N>1 des symboles py , et
Ry » vérifiant:

(34) e (A D)0 [ G 2,06 | = To— R

dna qn, N

(3.5) PN')‘=(J,,,—-?\,)Z_F"'_*_(J,,,—)\,)NH
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ou gy 8" ¥ est homogeéne de degré km—N si km—N>0 et gy, =0 si
km—N<O.

r "N, N+1

(35) Run= Ty

ol 7y ,E8¥N-1  est une somme finie de termes homogenes de degré positif en
&
N
Posons @y \(x,9, &)=2pir(%,7,E). On obtient alors: [(A(x, D)—N\)o
k=1
@ y (%, D)]u(x)=u(x)— R y A(x, D)u(x) pour tout u& C5(w,). I. vient alors:
® (%, DY) = (A=) () —(Ao—2) o Ry, (x, Dyu(x)
Notons respectivement par KGy , et KAy , les noyaux-distributions des
opérateurs ® y x(x, D) et Ry (x, D). On a I'égalité
(7 KGyaw3)—KOx3) = | KO KA (2 5)dz
“1

pour tout x, yE w,.

Démonstration du théoréme 2.1. Puisque m>7 on a: KGy \(x,%)=(27)™"
SR,,(P (%, %,E)dE. D’ou par calcul classique on obtient KG y, (%, x)=(—\)"/™"1
JZ: C(¥)(—x)"//" ot les C, possédent les propriétés annoncées.

D’aprés Agmon [1], il existe C>0 telle que:

n/m
(3.8) | KO (x, y)| < CII%J pour x,yE Ret Ak R”.
m

Il reste 4 majorer KRy A(2,7).
On a les estimation élémentaires:

[Im x|
A (g/m)-1 -
SOy MEPTAFIEN™ 0<g<m
o —rN—J(EQﬁ‘ Y i((a/my=1)(1 -jg+jm-N-1

Pour N>n on peut choisir ¢ tel que —jg+jm—N—1=—n—1d’ou | KA, ;

N+1
(z’y)l<C<T—IB}|TI [A]®=M/m pour z,9Ew;, et N&ER. Par conséquent a
m

I'aide de (3.8) on a: pour tout N> il existe Cy >0 telle que:
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!)’I N+2
(3.9 | KO (x,5)—KGy a(%,3)] < CNM< T ) [ ] (@n=H)/m)=1

pour x,yE w, et AER.

On en déduit que (2.1) est vérifié uniformément sur tout compact de R".
Mais en dehors d’un compact K les coefficients de A(x,D) sont constants. Par
un calcul analogue au précédent avec le phase @y(x,y,E)=<x—y,£&> on montre
facilement que (2.1) a lieu uniformément sur R"—K.

4, Comparaison des noyaux et application

On se donne deux réalisations d’opérateurs elliptiques d’ordre m>un:
(A;/(x,D), 4;, Q;) i=1,2 vérifiant (H,), (Hy) et (H;) ou Q; est un ouvert de R”
ayant la propriété du cone. Soit R, une région du type R,=: (A&C: |Im A |
>C(1+|n|)=@m} dans laquelle (4;—A)™! existe pour 7=1,2. Notons par
K{(x,y) le noyau de (4;—\)"'. On suppose que Q;NQ,+@. On se propose
de comparer K" et K dans Q,;NQ,. Pour cela on pose A¥(x, D) Z * ALD*®
(adjoint formel de A (x,D)) et & (p)— Sup {Z,‘(IJl(l’(x) AP ()| —|— [ *J(z’(x)

-%i<p |a[=

—* AP(x)|)} ou p est tel que B(p)={x: |x— xol <pltccONQ,.

Proposition 4.1.  Pour tout réel p>0 il existe une constante C , indépendante
de xo, \ ep telle p que:

(4'1) |K (l)(xox xo)_K(z)(xo: xo) I
R Rl B [ALim (I m
<€ ?|Im [Z ()II A <pIImM)]

pour tout nE R,
Pour démontrer (4.1) nous utiliserons le:

Lemme 4.2. 1l existe une constante C >0 ne dépendant que des entiers m et
n telle que: pour tout opérateur T : L B(p))—L*(B(p)) vérifiant Im T UIm T*C
Hm(B(p)), T est un opérateur intégral de noyau K(x,y) continu et borné sur B(p)
X B(p), vérifiant:

4.2) | Ka(2,9) | SCUITI" WM T 18 ™ p~"(| Tl
pour tout x,y EB(p) oit ||Tlly= Sup ||Tull, 0<k<m.
u °<1

Démonstration. Le lemme est vérifié pour p=1, d’aprés Agmon [1].
Pour p quelconque on procéde par homogénéité.

Démonstration de 4.1. On a classiquement les inégalités:

(4.3) [ull,0, < C IlM 1(A;—\)ullo,o; pour ueD(4;) 0<k<m.
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Notons pour ||ul|, , 1a norme de « dans H(B(p)).

Soit X& C3(R"); X(x)={(1) : :z} i;ﬁ et 0<X<1.

Posons Xp(x)=X(x—x°) . Onaalors | DPX(x)| < ¢
P

Bl

D’autre part:
(Ai(x,D)—n) (X, u) = x,,(u?l,.—x)u—i—mg Ai(x)CELDPX,Du

B0
w=B+y

On obtient donc a I'aide de (4.3): || =k, usD(4;) alors:

|D~u|om\cl;“' [(A—Nulopt 33 1D, Dluly ] (%)
Iﬂ""YI(m
D'autre part: | Dl q ;< C[(Ep) ™™+ |llo s+ (Ep)" ™ |l 0] (+)

ou C ne dépend ni de p ni de & 0<€E<].

-1/m
Pour p> || ~¥/" on peut prendre 8=Ld’oﬁ:

-lYm . _
||Dﬁxp-D*uno,,,<c"”L (I Nl ol ) s 93> [ 2] Y

On a donc prouvé I'inégalité:
44 lulleer

<Gl 1Al st L0 el 11 )

valable pour ue Hm(B(p)); AE Ry, 0<k<m et p> | N]| V™.
A partir de (4.4), par récurrence sur l’entier j on obtient:

(4.5) ”u”k,plzj-

<cintomm [ Ll { LY 0l el

IMEE™ C Soit fele
’ " Tl oit fe
(B(p/2f)) et u=(A,—N)"'f —(A,—N\)"'f o f est le prolongement de f par zéro
en dehors de B(p/2)).

Posons S, f=u| s+ Sa: L(B(p|2))—L¥(B(p[2})) et Im S, Hm(B(p|2)))-
D’autre part on peut prolonger u en dehors de B(p) en un veD(A4,) N D(4,) et

(A=) | 5y = (A —2AYu| 5y = [F—(A—2) (4—2) " s
= (A(x, D)— A%, D)) (A=) | 500 -

valable pour tout u€ H,(B(p)), 0<k<m, AER, et p>

(*) On a posé: |u|% = | D%u | 2dx etllull?,.p | D%u | %dx

Z.| 2]
e =m JB(p) ém B(p)
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On en déduit:

(i =A)ello, < C 238 I(A—2) 1l

(4.3) et (4.5) entrainent alors:

km [ m i/m 1-Q/m) i
46 Sillyon <CAM [Sra(e 4 I ]
(4.6) 15N < G L P
[ A1 wm
>—«—~——.
pour p ITm |

On a une estimation analogue pour 'adjoint S¥. Le noyau de S, étant
K(x,9)—K®(x,y), (4.1) résulte alors facilement de (4.2). Si p<l7|\'1|l——(l/r)
mA
(4.1) est veérifiée a cause de (4.3).

Démonstration du théoréme 2.2. Elle résulte facilement du théoréme
2.1 et de la proposition 2.1 en prenant: A= A=A, Q=R*, Q,=Q, A,=A4,
et A,=A.
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