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1. Introduction

Soit ^Λ(x, D)= Σ aa(x)D* un operateur elliptique positif sur un ouvert Ω
|eH<»«

borne de J?w, assez rόgulier. Soit A une rέalisation autoadjointe, positive de
JL(xyD) dans L2(Ω) (C%(Ω)^D(A)^Hm(Ω) et A est un opόrateur fermό).
Supposons de plus que aa^C°°(Π) et que m>n. Alors, d'aprέs S. Agmon
[1], pour λ<$C\([0, +oo[) 1 Όpόrateur (A—X)'1 a un noyau continu sur ΩxΩ
que Γon note Kλ(x,y). Dans leur article [2] Agmon et Kannai ont montrό
Γexistence d'un dέveloppement asymptotique en λ de Kλ(x,x) dans le com-
plementaire d'une rόgion parabolique entourant [0, +°°[. D'une maniere precise
on a :

uniformement sur tout compact de Ω pour | X | > 1 et d(\) > | X | * (0/w) oύ
</(χ)=dist (X, [0, +°°[) et 0<l/2.

De plus si pour \a\=m, aΛ est constant sur Ω, alors le dέveloppement a
lieu pour tout θ < 1. Nous nous proposons de montrer ici que ce dernier rάsultat
est encore vrai meme si pour | a \ =m, aa est variable. La mόthode utilisάe pour
obtenir ce rέsultat consiste a construire une bonne paramόtrix pour Γopόrateur
<Jl(x, D)—X sous la forme d'un operateur de Fourier associό a une phase adaptee
a Γopέrateur Jl(x, D). La notion de phase adaptee a όtέ utilisee par Hϋrmander
[5] pour Γάtude de la fonction spectrale d'un opάrateur elliptique auto-adjoint.

2. Notations, hypotheses, resultats

Dάsignons par C*(Rn) Γespace des fonctions C°° sur Rn constantes en dehors
d'un compact. On se donne un operateur diffόrentiel (̂#, D)= 2 aa(x)'D*

\Λ\<m

d'ordre m>n a coefficients aa^C*(Rn).
On fait les hypotheses suivantes:

(HO JLm(χ, ξ)= Σ aa(x) ξ* est rόel et | JLm(x9 ξ)\>E \ξ\m pour tout (x, ξ)
|06|=W
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(H2) Jί(x, D)=Jl'(x, D)+$(x, D) ou JL' est un opόrateur diffόrentiel d'ordre
m formellement auto-adjoint, 3ϊ d'ordre <w— 1.

Soit A0 (resp. A'0) la rόalisation de JL(x, D) (resp. Jl'(x, D)) dans L2(Rn) de
domaines: D(A0)=D(A/

0)=Hm(Rn). On a alors le:

Thόordme 2.1. (1) // existe une rέgίon jR0 du plan complexe de la forme:
5i0r={χ<ΞC, llmλl^Cίl+lλl) 1 ' ' 1 7"0} dans laquelle la resolvante (AQ— λ)"1

existe.
(2) Pour tout λe5i0, (AQ— λ)"1 *?tf tot operateur integral de noyau K(°\x,y)

contίnu et borne sur RnxRn.
(3) On a le dέveloppement asymptotique:

(2.1) K('\x, ̂ -(-λy^^ Σ C/ίc) (-λ)-^ ou

suivant: pour tout reel Θ<1, pour tout entier N^l, il existe C(N, θ) telle

que:

I C/*) (-λ)-y/w I <C(N, 0) I λ I «»-">/«>-ι

^owr tow* Λ?e R", λe5i0, I /HI λ I > I λ I 1-<*/*>, | λ | > 1 OM λ* dέsigne la dέtermina-
tion definie sur C— (]—λ, 0]), positive sur ]0, +°°[

Enparticulier, si Jlm(x> ξ)^Qpour tout ξ^Rn, on a:

dξ.

Dans le thόoreme suivant nous donnons un rόsultat analogue pour des
rόalisations dans L2(Ω) oύ Ω est un ouvert de Rn.

Soit alors Ω un ouvert ayant la propriόtό du cone. Soit A' une rόalisation
auto-adjointe de JV(x^ΰ) dans L2(Ω) de domaine D(A')c:Hm(Ω). On con-
sidόre une rόalisation A de JL(xy D) de domaine D(A)=D(A') et on fait sur cette
rόalisation Γhypothese:
(H3) I/adjoint A* de A est une realisation dans L2(Ω) de Γadjoint formel

(Λ?, D) de JL(x, D) vόrifiant D(A*)^Hm(n).

Theorέme 2.2. (1) et (2) comme dans le theoreme 2.1

(3) Pour λe5i0 soit Kλ(x,y) le noyau de (A—\)~l. Alors pour tout
N entier^l, p ra?/>0 il existe C(θ, N,ρ)>0 telle que:

|Imλ| \δ(Λ;)|Imλ|
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pour tout #<ΞΩ, λe5l0, |λ|>l, \Im\\ > |λΓ"(θ/m), on. /'on apose: S(x)=Min

{1, dist(*,δΩ)}.

REMARQUE 2.3 . Si Γon suppose que <_^w(#, ξ) > 0 pour tout (#, £) e jβn X ΛΛ

on peut remplacer, dans les estimations prόcέdentes, \Im λ| par d(λ)=dist
<λ,[0,+oo[).

Les points (1) et (2) des thέoremes 2.1 et 2.2 sont classiques (Agmon

[!])•
Le point (3) de (2.1) rόsultera de la construction d'une paramόtrix et le

point (3) de (2.2) rόsultera de la comparaison des noyaux rάsolvants de deux
opάrateurs elliptiques.

3. Construction d'une parametrix pour oί(jc, D)— X

Nous prάcisons d'abord la classe des fonctions de phase qui vont intervenir
dans la suite. Soit ω un ouvert convexe de Rn.

DEFINITION 3.1. Onappelle phase classique sur ωXωXR" toute fonction
ψ : ωXωX Rn-+R vόrifiant :
(φj) φ(ΞC°°(ωXωX(Rn-{0}))
(φ2) φ est homogene de degrό 1 en ξ

(Φa) <χ-y> ξ>=Q entraίne φ(x,y, ξ)=0
(φ4) grad, φ(x9 y, ξ) \ x=y=ξ.

Le prototype etant la phase (x, y, ξ ) -* <Λ;— y, ξ> la terminologie est jus-

tifiόe par la:

Proposition 3.2. (1) Toute phase classique φ sur ωXωXR" admet la

representation: φ(x,y,ζ}=<\x—y, Φ(#,y>!) £> °̂  Φ est une application C°°:
ωXωX(Rn~{ΰ})-*Mn(R) oύ Mn(R) est Γespace des matrices carries (n,ri) a
coefficients reels, φ etant homogene de degre 0 en ξ et φ(xy x, ξ)=ln ou ln desίgne
la matrice identite de Mn(R).

(2) De plus pour tout #0eω il existe un voisinage ouvert ωA de x0, ω x CCω

tel que ξ^-*φ(x,y,ξ) ξ soit une bisection de Rn— {0} sur Rn— {0} pour tout
(x, y) e ω1 X ω1 et que Γ application inverse ψ verίfie : ψ e C°°(ω1 X ωl X (Rn— {0} )),
^r est homogene de degre 1 en η

Dάmonstration. La formule de Taylor donne immάdiatement:

Posons a.k(x,y, ?)=

D'aprέs Γidentitέ dΈuler pour les fonctions homogdnes on a:
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φ(*,y, ξ) = Σ ξj^Γ&y, ξ) = Σ (xt
3 1 Oζ k,j

On obtient done (1) avec φ=(ajk)jtk. ^ est clair <lue ($4) entraine: φ(x, x, ξ)
= ln. Par consάquent pour ω{ assez petit, x^ω{d Cω, φ(#, j, £) est inversible
pour (Λ?,^y)eωίXωί et ξ^Rn— {0}. Pour έtablir (2) on est amend a rέsoudre
le probldme de point fixe: όtant donnό η^Rn, |^|=1, montrer qu'il existe

n— {0} unique tel que

(3.1) ξ = φ-\*,y,ξ) v.

ι|r sera indέfiniment diffάrentiable par le theordme des fonctions inverses.
On remarque d'abord qu'il existe C> 1, indάpendante de (x,y, ^7), telle que toute

solution de (3.1) vέrifie: — < \ξ\ <C.
[^

Dόsignons par Q la couronne de Rn\ Q={ξ<=Rn, — < \ξ\ <C}. On
\^s

montre alors que ξ\-^φ~\x, y, ξ)- η est contractante dans Q pour \rj\ =1. On a:

Φ'1 ,̂ y, ξ] = 1.+ Σ (*,-Λ)

et

(3.2) φ-^^^
= Σ (Xi-yϊ--φ-\x+ r(y-x), y, ξ)-φ-\x+τ(y-X),y, ξ')]dr .

Or QdQ'={ξ R\ -^<Max | f f |<C} et pour tout ξ,ξ'<^Qf on peut
n C

joindre ξ & ξ' par une ligne polygonale composee au plus de (n+1) segments,
chacun έtant de longueur < \ξ—ξ'\. Par application de la formule de Taylor
en ξ au second membre de (3.2) on trouve alors qu'il existe δ>0 tel que:

\φ~\x>y,ζ)—$~\x>y> ?01 ̂  — \ζ—ζ'\ pour (x,y)£Ξω{Xω(, \x—y\ <δ et ξ, ξ'

e ̂ . On peut done resoudre le probleme de point fixe (3.1) pour x, y^. ωl9 boule
centrώe en XQ de rayon assez petit.

Dans la suite nous utiliserons les symboles classiques de Hϋrmander:

DEFINITION 3.3. Soient ω un ouvert de Rn, k rέel, on dόsigne par
Sk(ω X ω, Rn) la classe des symboles p(x, yy ξ) de classe C°° sur ω X ω X (Rn— {0} )
tels que pour tout compact Kdω, pour tous multi-indices or, /?, 7 il existe

Cκ,<*,β,ι vόrifiant:

\DίDςdl p(x,y, ξ)\<CKtΛtβ9τ(l+\ξ\)*-™ pour x,y*=K, \ξ\>C.

Nous utiliserons όgalement le formalisme des intόgrales oscillantes
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(Hόrmander [6]). On a alors le corollaire suivant de (3. 2):

Corollaire 3.4. Avec les notations de la proposition 3.2 on a: II existe une
fonction I(x,y, ξ) definie sur ω1 X ωj X (Rn— {0} ). I^S\ωl X ωlf R*\ homogene de
degre 0 en ξ telle que:

u(x) = (27t)- ^f** y *>I(x,y, ξ)u(y)dydξ pour tout

De plus I(x, xy ξ )= \n pour (x, ξ) e ωl x (Λ*— {0} ).

Demonstration On part de :

u(x) = (2πY*fy<*-> *>u(y)dydζ = lίm (2τr)

D'aprds la proposition 3.2 on peut faire le changement de variables:

ξ=φ(x,y, η) rj. II suffit done de poser I(x,y, ξ)=
Dη

Le corollaire rόsulte d'un calcul classique sur les intέgrales oscillantes.
Nous allons construire une paramόtrix & droite pour Jl(x, D)—X sous

la forme: (Pλ(x, D)u(x}=(2πYn^eiφ(x^^px(x)yy ξ)u(y)dydξ oύ φ est une phase

classique & determiner, φ€ΞS\ω1X ωί9 R
n) et u^C'S>(ω1).

Posons: p(x, zyyy ξ)=φ(z,y, ξ)—φ(x,y, ξ)—(z—x, gradx φ(x,y, f)> x,y, z
ol et ξ^Rn— {0}. On a d'aprέs la formule de Taylor:

p(χ, z,y, ξ) ^JQ^Zj—Xj) (Zk-Xk)ajk(χ, z,y, ξ) oύ

f 1α
ι V 9* ΛJ $~ 1 \ I 1

°&v J 3 j ί ζ) I V_/ «\ ./ / i \

k .

Posons pour tout entier A> 1 :

= 2 (̂̂  ar, y, ?) («— x)θ oύ gθ^Sh, homogene de degrέ h en f . On a le
l β l = 2 Λ

rάsultat suivant, qui permet de calculer le symbole du composό d'un opόrateur
Fourier-intόgral et d'un operateur diff όrentiel :

Lemme 3.5. Pour toutf^C^(ω1) on a:

Qβ

oύ JL^\xy-η) = --^^XΛ) et ξx = gradx φ(x,y, ξ) .

Demonstration. Posons Gf(x,y, ξ)=e-iφ<* y *>a(x, D)[f( )e~ '*<••'•&] (x).
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On a: Gf(x,y,ξ) = e

Pour tout entier

=/(»)«'(««.»'»+<•-'' W) Σ + β ' K Λβ .ΛX*,*^, I)

Posons /!(*)== ' o- Σ (ίp)'*. On a alors:
Λ = 0 fi\ )

2-* 5ΛF(*) /(*) 'ipH. Z)'oύ:

X*,̂ ) = Σ (2π
10! = 2k

+H\ Σ (2^)
J0|=2j2

En faisant les integrations par parties habituelles sur les intόgrales oscillantes

et tenant compte de: Jl(θ)(x,ζ+ξx)= Σ — Jl(*+θ\x,ξx)ζ" on obtient le lemme
\<*+β\<mcί\

3.5 On dέduit alors la formule de base pour la construction de la paramέtrix
(Pλ: soit p^S^ωiXω!, Rn)9 & support compact en (x, y) indόpendant de ξ.
Pour 0<y<τw posons a(xy ξ)— Σ aΛ(x)D*. On a alors:

I tt\ = j

(3.3) e-{lf(Jl(x,D)-\)(p'eiψ)

La paramόtrix se construit alors par approximations successives en divisant
certains symbόles par (<Jlm(x, gradΛ φ)— X) pour λφΛ.

La perte de precision dans le dόveloppement asymptotique de Kλ(x,x)
lorsqu'on passe des coefficients constants aux coefficients variables est due aux
dόrivations en x des termes: (Jtm(x gradxφ(x,y,ξ))—\)~k. Ce phέnomene a
έtό nettement mis en Evidence par Hϋrmander [7] et par Pham The Lai [8].
Cette remarque conduit a choisir une phase telle que: <Jlm(x, gradΛ φ(x, yy ξ))=
Qm(y, ξ). Ce qui est possible par le:

Lemme 3.6. (Hϋrmander [5]).-Pour tout xQ^R" il existe une boule ouverte
ω0 centrέe en XQ et une phase classique sur ω 0 Xω 0 X/? n verifiant Jlm(x,gradx

ψ(x>y> ξ))=Jlm(y, ξ)pour x,

Dόmonstration. Pour |?|=1 on rόsoud le problέme de Cauchy local du

(JLm(x9 grad, φ) = JLm(y, ξ)

premier ordre: <x—y, £> = 0 alors φ(x,y, ξ) = 0

(x,y,ξ)\x=y= ξ
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dependant des paramέtres (y, ξ) dέcrivant un compact. On prolonge ensuite
φ par homogόnόitέ en ξ. φ est unique dans un voisinage fixό de XQ.

DEFINITION 3.7 L'unique phase classique verifiant le lemme 3.6 sera
appelόe phase adaptέe & Jl(x, D) dans le voisinage ω0 de XQ.

Soit XQ^R". On se place dans un voisinage ouvert ω^ de XQ dans lequel
existe une phase adaptόe & <Λ(x, D), on suppose ωl assez petit pour que la
proposition 3.2 et le corollaire 3.4 soient vόrifiόs. Soient ω0, ouvert, #0e
ω 0 CCωj et XeC^ωj) telle que %=1 sur ω0. On pose IQ(xfy9ξ)=l)C(x) X(y)

+ 00

I(x,y,ξ). On construit alors (Pλ sous la forme: (?λ(x,y, ξ)=

On pose:

D'apres (3.3) on a:

eiφ) = I£x,y, \)-R*άx,y, ξ)

r0 λ(x9 y, ξ)
oύ Jf?0,λ est de la forme Roβλ(x,y, g)=^'/ gx_χ avec r0tl=ιSlll"1(ωιχ ωι» Λ") et

r0>1 est une somme finie de termes homogέnes de degrό positif en ξ. (C'est
la propriόtό de phase adaptόe qui permet d'avoir cette forme simple pour le

reste R0fλ). On construit ensuite pltλ(x,y, ζ)= fj[\y ξ)—\γ oύ rM est la

composante homogέne de degrά m—l de r01.
On obtient par (3.3):

(x, D)-\) (A,λ )̂ = Ro^x.y, ξ^R^x.y, ξ)

- v ( ex ru(^^g) 4- rι.2(χ>y>ξ)
ou R^y, ξ) = jLj^yft^ MwO^)_λ)2

 aVCC

jf?w) et r l f l et r1>2 sont des sommes
finies de termes homogenes de degre>0 en ξ.

On a: «-"(Jί(*,D)-λ) [(P^+P^)eiψ]^I0(x,y, ξ)-R^(x,y, ξ).
On obtient ainsi par recurrence sur Γentier N^l des symboles ̂  >λ et

jRw>A verifiant:

(3.4) β-"(oϊ(*, D)-\)
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oύ qNtk^Skm~N, est homogdne de degrό km—N si km—N^O et qNΛk = Q si

km-N<Q.

( ϊ f λ Φ ΐ'N'1 -u I TN>N+I

(3.6) Ά».*=J[^+m"+(JLm-\)»+ί

oύ rNtk^Skm~N~1

9 est une somme finie de termes homogenes de degrά positif en

f

Posons (PNλ(x,y, f)=ΣAλ(^^5) On obtient alors: [( J?(#, D)— λ)o
* = 1

jv.λ(#> £>)]«(#)— ίφc)—5ltf>λ(#, D)W(JC) pour tout z/eCSΓ(ω0). I. vient alors:

(P^A(«, D)u(x) = (Λ-λJ-XΛj-^o-λJ-'oΛ^xί

Notons respectivement par KGN λ et KΔNfλ les noyaux-distributions des

opόrateurs (PN^(x9 D) et ^^>A(^, β) On a I'άgalitά

(3.7) XG^x(*, y)-Xί0)(*, y) = \
J

pour tout x, y Eϊ ω0.

Dόmonstration du thέoreme 2.1. Puisque nOn on a:

\ (PNt\(x,x, ξ)dξ. D'oύ par calcul classique on obtient KGNtλ(x,x)=(-

Σ Cj(x)(—\Yi/m oύ les Cj possedent les propriόtάs annoncόes.

D'apres Agmon [1], il existe C>0 telle que:

(3.8) \K(°\x,y)\<ct pour
|Imλ|

II reste a majorer K<RN>λ(z,y).
On a les estimation έlόmentaires :

|Imλ|

|Imλ|

d'oύ I ̂  I >«" >-»(i+ 1 ς i )-*+*•-"-' .
JUy,e)-χy

Pour N^n on peut choisir q tel que —jq-\-jm—N—1 = —n—1 d'oύ

( I X I \N+1

—'—'—) |χ| («-#)/>» pour zίy^ωl et λφΛ. Par consequent a
I Im X I /

Γaide de (3.8) on a: pour tout N^n il existe C^tωo>0 telle que:
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(3.9) I K?\*,y)-KG^(x,y) \ < C^ I λ |

pour x,y^.ωQ et
On en dόduit que (2.1) est vόrifiό uniformάment sur tout compact de Rn.

Mais en dehors d'un compact K les coefficients de <JL(x,D) sont constants. Par
un calcul analogue au prόcάdent avec le phase φQ(xfyfξ)=^x—y9ξy on montre
facilement que (2.1) a lieu uniformόment sur Rn—K.

4. Comparaison des noyaux et application

On se donne deux rόalisations d'opέrateurs elliptiques d'ordre m>n:
(<J,il(x,D), Ai9 Ωf ) i=ί,2 vόrifiant (Hj), (H2) et (H3) oύ Ω, est un ouvert de Rn

ayant la propriόtό du cone. Soit 5i0 une rόgion du type <RQ= : {λe C: | Im λ |
^C(ί+\\\Y~(1/m)} dans laquelle (Af— λ)"1 existe pour i=l,2. Notons par

K\\x*y) le noyau de (^4t— λ)"1. On suppose que Ωj ΠΩ2Φ0. On se propose
de comparer K(» et 7^12) dans Ω,, Π Ω2. Pour cela on pose Jlf(x,D) Σ

|aH

(adjoint formel de JZf (Λ?,Z))) et 8,(p)= Sup { Σ ( I cjϊϊ^)- Jtί?}(Λ?) | + 1
ι*-r

0κp ι*ι =y
oύ p est tel que B(p)={x: \x—x0\ <p}

Proposition 4.1. Powr ίowί rέel p^Q ϊl existe une constante C p indέpendante
de xa, λ ep telle p que:

(4.1) \K£\x0,xa}

pour tout

Pour dόmontrer (4.1) nous utiliserons le:

Lemme 4.2. // existe une constante O 0 ne dependant que des entiers m et
n telle que: pour tout operateur T: L2(B(p))->L2(B(p)) verifiant Im T\]Im T*Q
Hm(B(p))> T est un operateur integral de noyau K(x, y) contίnu et borne sur B(p)
χB(p), verifiant:

(4.2) |*λ(*,y)|<q||^^

pour tout x,y<=B(p) oύ \\T\\ k= Sup \\Tu\\k9

Demonstration. Le lemme est vέrifiό pour p— 1, d'aprds Agmon [1].
Pour p quelconque on precede par homogόnόitέ.

Demonstration de 4.1. On a classiquement les inόgalites:
| \ Ifc/ro

(4.3) ||«||».Q,< Cf^l— ||(Jί-λ)Mil0,Ωι. pour u€LD(A{)
| lmλ[
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Notons pour \\u\\kt,p la nόrme de u dans Hk(B(ρ)).

Posons %P(Λ?)=%( -— )̂. On a alors | Dβ%p(Λ;) | <
\ p / f

D'autre part:

Σ J£(*)
I <Λ\ <w*

βφo
Λ = β + Y

On obtient done & Γaide de (4.3): |α| =k, u^D(A{) alors

D'autre part: |D^lo.p<C[(ep)-'«.||e||o.p+(€p)"-'Y|-INL.,] (*)
oύ C ne dόpend ni de p ni de £, 0<£<1.

lxl~ 1 / w

Pour p> |λ| ~1/w on peut prendre G=-—' d'ou:
P

l - v \-lfm
||D% ί)γ«||op<ci^ ( |λ | | |w| |O P+li« | |W P)sip>|λ |-V l B

P

On a done prouvέ Γinέgalitέ:

(4.4) IHL.PΛ

JAl̂ .r||(̂ _x)M|| +I2̂ !(|x| ||«||βt(,+||«||.iP)l (*)
| lmλ| L p J

valable pour u^Hm(B(p))\ λe5i0, O^k^m et p> |λ| -1/w.
A partir de (4.4), par rόcurrence sur Γentier^' on obtient:

(4.5) \\u\\tftΆi

< C , I λ I W-)-ιΓ JλιL| |(^ί-λ)Ml I YM^Y( I λ 1 1 1«| |0>p+ 1 1«| I
L | lmλ \ |lmλ /

valable pour tout u<=Hm(B(p)), 0<^<w, λ^5l0 et p>J-^ - -. Soit
I Imλ I

(B(pβj)) et w=(A— λ)"1/— (Λ— λ.)"1/ ou/est le prolongement de/par zόro
en dehors de B(pβj).

Posons 5,/=M|B(p/2,).5x: L\B(pβ}))^L\B(pl2j}) et Im S^Hm(B(pl2j)).
D'autre part on peut prolonger u en dehors de B(ρ) en un v^D(A1) Γ\D(A2) et

Ona posέ: |ii|i^= Σ \ r \D«u\2dx et\\u\\2

mt(>= Σ
|Λ|=»»Ji3Cp) iΛi^wi
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On en deduit:

(4.3) et (4.5) entrainent alors:

(4.6)

pour
r

.
|Imλ|

On a une estimation analogue pour Γadjoint Sjf. Le noyau de Sλ etant

K(l\x,y)-K(2\x,y), (4.1) rέsulte alors facilement de (4.2). Si p<lλl1" ( 3 / <" )

|Imλ|
(4.1) est vάrifiee & cause de (4.3).

Demonstration du theorέme 2.2. Elle rέsulte facilement du theorέme
2.1 et de la proposition 2.1 en prenant: Jlλ=Jί2=Jl^ Ωι=Rn> Ω2=Ω, A1=A&

et A2=A.
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