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1. Introduction. Considérons un ouvert borné Q de R* assez régulier et
un opératcur différentiel d’ordre m dans Q: JA(x, D)= ) a,(x)D". Supposons
{

a|<m
A uniformément elliptique positif sur Q et soit 4 une réalisation dans L*Q)
de A de domaine D(A)CH,(Q). Si de plus les coefficients a, sont C> et
bornés sur Q, A étant autoadjoint semi-borné, S. Agmon [3] a établi sur la
répartition du spectre (\;) .5, de 4 le résultat:

N(t) =21 = y-t"mLO@t*0/")  t—>foo
Ajst

pour tout §<C1/2 ou V:(Zn)‘”sgdxgd,(x’s)gldf.
Si 'on suppose seulement que A est la perturbation d’un opérateur autoad-
joint, Pham The Lai [8] a obtenu les formules asymptotiques:
Nit)y= 31 1= q-timy-O(tn-0m) t—>4-co
O< ReAj<t
N_(t)= 3V 1= 0@mn"0/m t—> oo
~t<Rex;j<0
pour tout 8 <1/2.
Lorsque les coefficients a, ne sont pas C, Maruo-Tanabe [6] puis Maruo
[5] ont généralisé les formules ci-dessus en supposant A variationnel et a,, pour
| ot | =m, satisfait a une condition de Holder.
Nous nous proposons dans cc travail d’établir des résultats analogucs dans
le cas non variationnel, pour des opérateurs elliptiques obtenus pratiquement
comme perturbation d’opérateurs autoadjoints.

2. Hypothéses, notations, resultats. On se donne A(x, D)= 3" a,(x)D”
yp |

al<m
un opérateur différentiel d’ordre m>n dans 'ouvert borné QO de R*
On fait les hypothéses générales, notées (H,), qui suivent:

(Hy)) (1) € ala propriété du cone
(i1) Si 8(x)=Min {1, dist (x, 8Q)} alors il existe C >0 telle que:
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5 1 _dx<ClLoge| et S dx<C-&
2 8(x) 2-0:

ou Q,= {x=Q: §(x)>&}

(i) a,EL~(Q) pour |a|<m et a, continu sur { pour |a|=m
(iv) A est uniformément elliptique réel sur Q, c’est-a-dire que A'(x, &)=
20 au(%)E® est réel pour tout (x, £)EQX R" et qu'il existe E>0 telle que:

1@r=m
| A'(x, )| =E- |E|™ pour tout (x, £)EQ X R".

Nous introduisons maintenant les classes de fonctions auxquelles appartien-
dront les coefficients a, pour |a|=m.

Pour 4 réel, 0<<h<1, on désigne par M,(Q) la classe des fonctions f bornées
et mesurables sur Q) telles qu’il existe ¢ mesurable sur Q vérifiant:

{ | f(%)—f(«')| <g(x)|x—2x"|* pour tout (x, x)EQXQ et
Sa(xbsg(x)dxg C|Logé] .

On désigne par M, ,,(Q) la classe des fonctions f bornées telles que pour tout
multiindice v, |v|=1, Df existe et D’f&M,(Q). Remarquons que la classe M,
est strictement plus grande que la classe des fonctions holdériennes d’ordre h.

Par exemple f(x)=+/x sur ]0, 1[ est holdérienne d’ordreg—;: par contre

fEM,(0, 1[). Plus généralement toute fonction f € C(Q2) vérifiant: |grad f(x)| <
,87%)_ est un ¢lément de M,(Q) si Q est assez régulier.

Nous ferons successivement sur 4 les hypothéses suivantes:

(R)) a,EeM,(Q) pour |a| =m
(Ry11) au=M,.(Q) pour || =m.

Dans tout ce travail nous considérons une réalisation 4 de A(x, D) dans
LY Q) de domaine D(A) et nous ferons sur cette réalisation les hypothéses
suivantes:

(H) (i) DA)CHQ)

(i1) L’ensemble résolvant p(A4) de A est non vide

(iii) (A'(x, D)u, u) est réel pour tout uc D(A)

(iv) L’adjoint A* de A vérifie les mémes propriétés que A4; c’est-a-dire
que A* est la réalisation dans L¥Q) d’un opérateur différentiel _4,(x, D) d’ordre
m vérifiant (H,) et (H,) (1), (ii) et (iii). Sous les hypothéses précédentes on sait
[1] que le spectre de A est constitué¢ d’une suite (X;),, de valeurs propres que
'on range par ordre de module croissant, chaque valeur propre étant répétée
suivant sa multiplicité. On a:
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lim [n;| = 4o .
PR e

L’¢tude de la répartition du spectre de A se fait classiquement en intro-

duisant les quantités suivantes:

N.@)= 3 LN@)= 3 1;N#$)=N.0)+N-()

0<ReAj<t - t<Rex;<0

pour t=0.
On pose: N(0)=N_(0)=N_(0)=0

- (2;:)-"59de dE; v — (2”)-"de5
Y= Y+tv-

Nous nous proposons ici d’établir le résultant suivant:

o< A'(x, )<t —1< A (2, 6)<0

Théoréme 1.  Sous les hypotheses précédentes, on a les formules asymptotiques:
N.,.(t) — ,.y+tn/m+0(t(n-6)/m) t—>+oo
N_.(t) —_ ’)’,_t"/"’—}-O(t(”_O)/m) t—>+oo

pour tout < st A vérifie (R,); pour tout 6 < %% st vérifie (R, +)).

_h_
h+-2

RemARrQuUES. 1) Si (A veérifie (R,) les formules sont valables pour tout ¢ <_.’}2—'
Le théoréme étend donc les formules de Pham The Lai [8] aux opérateurs pour
lesquels les coeficients de la partie principale sont deux fois continument déri-
vables sur Q.

2) Dans le cas ou 4 est autoadjoint positif et a, est continment dérivable
sur ) pour |a|=m notre résultat est moins bon que celui de G. Métivier [7]

qui obtient la formule pour NV, avec 0=~1 - Cependant notre méthode a I’avan-

2
tage de fournir des formules asymptotiques pour la résolvante de 4 et de pre-
ciser le comportement de N(?) de chaque coté de 1'axe réel. Ce qui permet
d’englober le cas des équations différentielles (n=1) d’ordre impair. Pour les
opérateurs associés a ces équations le symbole principal _4'(x, £) change de signe
et le spectre peut s’étaler également de chaque coté de I’axe réel.

La démonstration du théoréme se fera par la méthode dite indirecte de
Carleman-Agmon qui consiste a étudier le comportement en A du noyau de la
résolvante (A—2\)7! sur la diagonale de QxQ. La formule de Pleijel [9] et la
formule “abélienne” associée [8] permettent d’en déduire le comportement des
fonctions N, et N_.

3. Inegalites de base. Dans tout le paragraphe on fixe un point x,Q.
On désignera par C, C , jentier>1, C’, C”, C"’ des constantes réelles>0 nc
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dépendant pas de x,. Pour tout p>0, Q,(x,) désigne le cube de R* centré en x,
de coté p.

Pour %k entier>0, |[-|,o (resp. |+|;,) désigne la semi-norme
u——»(sla;le"ulzdx)W sur I'espace de Sobolev H,(Q) (resp. H(Q.(%,))) et [|+ls.0

(resp. ||+|ls,5) la norme u——»(g SV | D%u | *dx)2.
l®l<k

Si T est un opérateur linéaire continu de L) dans lui-méme (resp. de
L¥Q,) dans lui-méme) on désigne par || 7|, la norme de T considéré comme opé-
rateur de L? dans H, si Im TCH,. Nous énongons d’abord trois lemmes
indépendants de la donnée de 4.

Lemme 3.1. 1] existe C >0 ne dépendant que des entiers m et n telle que:
| D" |0, <C{(Ep)™"" [1t]o,p+(EP)" ™™ 4] m,0}
pour tout us H,(Q,(x,)); p<0; €€]0, 1[; 1< |v| <m—1.

Démonstration. On part de I'inégalité d’interpolation classique dans Q,(x,)
([1D:
ID.V'U|0,1<C{‘E_Wl [v |0'1+gm-171 (o] m,l} .

On applique cette inégalité avec v(x)=u(p-x).

Lemme 3.2. 1l existe une constante C>0 ne dépendant que des entiers m et
n telle que: pour tout opérateur linéaire continu de LHQ,(x,)) dans lui méme vérifiant:
Im TS H,(Ox)), Im T*C H,(OQx%,)) avec m>n, on a: T est un opérateur inté-
gral, de noyau K(x, y) continu et borné sur Q X Q vérifiant de plus:

[K(x, )| SC{UITI =+ NT*I" I T1le= "+ p~*| T1lo}

pour tout (x, y)E Q%) X Qn(%)-

Démonstration. D’aprés Agmon [2] le lemme est vérifié pour p=1. On
procéde ensuite par homogénéité en posant

(P)(®) = v(%); (9%u)(®) = u(px); S = 9*- T, .

Lemme 3.3 (Maruo-Tanabe [6]). Soit p=C7(R), paire, Supp PC
[—n~V2, n=7] et $R¢(x)dx=1.

Pour x=(x", ---, x*), £>0, posons p(x)=(x")---P(x"), p(*)=E "p(x/€). Soit
f€C(Q) admettant des dérivées partielles D'f pour |vv|=1 bornées sur Q.
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Posons:

" 0
St 3 () 5 flwe) s | 5—3p] <8
Jol®) = . D
| f(%0)+ ‘2_1 (xi——x(‘,)‘a;,ff(xo) st |x—xy| >8

oiL x,=(xi, -+, x7) est le point d’intersection de la sphere:

{x: |x—x,| =38} et du segment joignant x, @ x. On a alors les propriétés:
(i) ofoeC(R")
(ii) 87 &S, prfo(x)=fo(x) pour |x—x| <8—E

n | 0
(i) | porfulx)—Flm)| <8 33 |7/

pour xE R”.

Nous introduisons maintenant des approximations de Iopérateur A par des
opérateurs a coefhicients C~.
Posons:

A(D) ———mlE:ma,(xo)D“
et
wo(%gy 8) = >3 Sup a]a,,,(‘x')—a‘,(.x‘,)| .

1@T=m 1z -xgl<
reQ
Si de plus A vérifie (R,,,) on I'approche de la maniére suivante: Soient
0<€<8, YECT(RY), 0K <1 et YP(x)=1 si xQ. Pour |a|=m posons:
Ay ((X)=Pe*aq o(X) (as, associé a a, par le lemme 3.3) et by(x)=vr(x)aa,(x)+
(1—(x))a,(x,) pour x< R".
On obtient un opérateur différentiel: B(x, D):lME:mb,,(x)D‘”. Soit By(x, D)

'adjoint formel de B(x, D). Posons enfin:
By(x, D) = %[!B(x, D)+ By, D)] .

A(D) et B(x, D) sont formellement autoadjoints, ils admettent donc des
réalisations autoadjointes uniques dans L¥ R") que I'on note respectivement A,
et By de domaine D(A4,) et D(B;), vérifiant: D(A4,)=D(B;)=H,(R").

Posons

(%, 8) = 2 Sup | a,(x)—by(x)]
IeT=m 3= %<8
reQ
(remarquons que la partic principale de B est B5).
Dans les deux lemmes qui suivent nous établissons un certain nombre
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d’inégalités a priori en suivant le paramétre A pour A—n, 4,—\ et B;—2 ainsi
que pour les adjoints.

Lemme 3.4. 1l existe une constante C >0 ne dépendant que de I'opérateur A
telle que:

(i) '“|°'“<|IC>TI'(A Nit|o.0 pour tout € D(A), |1 | >
et |Im M>C(1—i—lM)l'“/’")
(i%) Iulog\lliq(A* N)itlo,a pour tout u€D(A¥), x| >1
et |Im n|=C(1+ |n|)-W/m
(ii) lulpr"<C- [n [ (Ay—N)u|o g* pour tout us H,(R"),
[fm | kentzer,0<k<m; AMNER
(111) 11 existe 3, tel que: |u|, p»<C A I( —N)ulo g" pour tout

[Tm x|
usH, (R"); NER; 6<, et [N =1

Démonstration. (i) et (i*) voir |8[, lemme 4.1.
(ii) Provient de l'inégalité:

gw
Lleo(l"-f ) -2

pour |a|=*k, par transformation de Fourier.

R
\‘Ek/m I Im 7\4|

(iii) B; étant autoadjoint, on a (1) ||(Bs—A\)ulle=> |Im \| -||u|l,, uEH, (R").
Drautre part: (2) [[ull, < C (| Agullot|ull); w€ H (R,

D’apres la définition de B; et le lemme (3.3) on a  (3) |[Aqulle<||Bull+
C,8||ull,,+C” « |ul| -1+ uello. L’inégalité d’interpolation: ||u]l,,-, < C(E17"||ullo+
&llull,), €10, 1] et (2) entrainent qu’il existe §,>0 tel que: (4) |[lull,<
CY/(I1Byllo=+ I ull) pour tout ue H(R") et 5<8,.

1) et (4) entrainent facilement (iii) pour k=0 et k=m.
Le cas général s’obtient par interpolation.

Lemme 3.5. (i) Il existe une constante C,>0 ne dépendant que de A telle
que:

A

“u”k,p/z< C, '“‘;ﬁ [l(A 7\)ulo ot (D\I [ 0,01 “uHm p)]

pour tout u€ H ,(Qy(%0)); M R; 0<k<<ms p= [N |7V,
(i) Pour tout entier j>1 il existe une constante C ;>0 ne dépendant que de A
et j telle que:
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el < A1 ol et (22 o+

/m)
Iu“mp)]pour tout u€ H (O (%,)); NeER; 0<k<m etp>'|7\i|l :‘ .

Démonstration.  Soit { € C7(0,(0)), 0<E <1 et {(x)=1 sixEQ,,(0) Posons
Eo(x)=¢C (L—&’) Alors §,eC5(Q4(%,)). De plus il existe K>0 telle que:

(5) | DBE(x)| <TKEI> pour tout x& R" et 0<< |B|Km. On a:
P
(Ay—A\)E,ou = C"(A°_)”)u+,¢.,,2=,na“(x°)(3§ C:-DPFE,-D'u);

B+y=w
du lemme 3.3 (ii) on déduit:

k/m
1D oy <Co M (1(y—Nulg b 3 | DPE,Duly ] -
[Im A | BFo

g +yI=m

|2

Appliquons le lemme 3.1 avec é&='%'— pour p>|r|~¥" il vient

(6) |Dﬂzp-mu|o_p<c'l'7"ﬁ”<mlufo,p+uun,,,,p>
pour u € H ,(Qy(x))-

(6) entraine facilement (i) et (ii) s’en déduit par récurrence sur j.
On a un lemme analogue pour Bj;:

Lemme 3.6. (i) Il existe une constante C,>0 ne dépendant que de A et
telle que:

]y, < C IU O H(By—ul,, ,,+J RO IPTRRR I

Im |

pour uc H,(O(x,)); 0<k<m, NER; |N| =1, <, et p=|N| V"

(i) Pour tout entier j>1, il existe une constante C,>0 ne dépendant que de A
et +r telle que:

Ry

”qu,plzjgcj'Xlk/m_l[ill 7\‘[I(B:S_X)ulon‘}"
[ ] 1= @/m)
(LY 0 -l

(Ou(%)); O<k<m; N&ER, IN|>1, 8<8, et p= M2

pour tout ue H
[Im M|

ne
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4. Comportement asymptotique du noyau de (4—M)~!
Lemme 4.1. (i) 1l existe une constante C>1 telle que la région du plan
complexe R={n: |Im A | =C(1+ [ n|)"Y"} vérifie RS p(A). On a de plus:

(ii) H(Aﬁx)-*uogﬁ;l@ﬂ pour tout nE R

ees . -1 - lx| -1 A_DL
(1) [I(A—N) H,,,QC| . et ||(A*—2) ll,,.<C|ImM
pour e R.

Démonstration. [8] lemme 4.1.

La proposition suivante est une étape essentielle pour la démonstration du

X - dg
théoreme 1. Posons p,(x)=(2 ”S - - our %,€Q; AER.
PA(%0)=(27) 7 ,Z[’( ovf) XP 0
Proposition 4.2. (i) Pour tout nEp(A) Popérateur T =(A—N\)"" est un
opérateur intégral de noyau K ,(x, y) continu et borné sur Qx Q. De plus il existe
une constante C,>>0 ne dépendant que de ), m et n telle que

(E) K% ) <Cy "I"‘ [ o AER; (5 ) E0x0

(i1) Il existe une constante C,>0 ne dépendant que de A telle que:

I}l )Z[wo(xm V1)t |)\|‘1/”’j‘

(E:) [ K A(%0, %0)— pa(%0) | < Cy [\ ] <ﬂ~»n)/m( T

pour tout x,=Q, NE R et f(/x°)>p> [\ |~ lm

(iii) Pour tout entier j=>1, il existe C,>>0 ne dépendant que de A et j telle que:

* ol )l <€ llIZ:I%XI[IIL?')\A[(wo(xo, Vnep)+ In] TV
[n]-am ,]
+<p | Im A | )
pour tout x,€Q, nE R et 20> > Il'-_ll") :

Démonstration. (i) résulte de lemme 4.1 et du théoréme 3.1 de [2]. (i)
et (iii): Posons

0fa) - erxt
F(x) = (27) Smdg .

Pourj entier > 1 soient f &€ LY Q, (%)), fiE LAQ) (resp. f,E L} R")) les pro-
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longements de f par 0. Posons:

SOf = (T,\fl—(Fg*fz)Io) ] Qupa(xg) *

S est un opérateur borné de LHQ,;(%,)), intégral, de noyau G{’(x, y) con-
tinu et borné. On a de plus: G{)(x, y)=K,(x, y)—F3(x—y).
Posons u=T,f,—(F3*f;)|o. Le lemme 3.5 donne:

() ISPy < € n e L il
1-(1/m)
S G VNN Y
ou p= N7 sij=1
lx!l—(l/m) .
>V i j>2
p [Im | Sl]

Or (AfD)—nu = (A(D)—N)T\fi—f; dou (A(D)—n)u=(A(D)—
A(x, D))T.f), il en résulte:

(8) |(Ao_'7\')u|o,p<‘°0(x0: \/E’P)”TAf1||m+M'|TAf1||m—1
ou M est une constante ne dépendant que de 4.

D’apreés le lemme 3.4, (i), on a:

[
9 Tl <C-2l
(9) Tl < T

pour 0<k<<m. De (7), (8) et (9) on déduit:

k/m — 1-(1/m) \ i
S, T (e gy a1 ],
Il {1 ’|Im7\,| IIm)\,l(wo(o V1 ep)+ |\ + oIm x|

On a une estimation analogue pour ladjoint de S{’ et le lemme 3.2
appliqué a2 S’ donne les estimations (E,) et (E,).

Etudions le noyau K}(x, x) de (B;—\)™! qui existe pour tout A &£ R et est
borné sur R* X R*. Le lemme suivant est une conséquence immédiate du lemme

(3.4).
Lemme 4.3. 1l existe C >0 ne dépendant que de A et s telle que

. c

(1) IIRAH0<m

(i) IR, <C— pour tout v R .
[Im A |

La démonstration de la proposition suivante est analogue a celle de la pro-
position 4.2.
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Proposition 4.4. Supposons que A vérifie (R,.,). Alors
(1) 1l existe une constante C,>0 ne dépendant que de A et r telle que:

(£9 | K (%0, %) —Kx (%0, %) | < C (|Im>~|) | x| i

[0 v o L

pour tout x,€Q, NER; \8/(’&)>p> MR
n

(if) Pour tout entier j>1 il existe une constante C,>0 ne dépendant que de A,
et j telle que:

(Es) | K A(%9, %9)—K i(xo, %) |
IM™ TN 1IN
’|Imh|[|l ap et v p)E ] /H'( [ImM”

(3, o IR0
our tout X, €EQ; ANER; 2YU>p>
? ’ Vn o P Imal

Proposition 4.5. Pour tout 6, 0<0<? et pour tout 0<<E<E<S§, il existe

une constante C.>0 ne dépendant que de A, r, 0 et & telle que: | K\(%y, x,)—
pa(%0) | S Cov [ N7V pour tout x,€Q, NE R vérifiant |Im A | > |\ |1"@m,

Démonstration. On applique le théoréme 3.1 de [4] ou encore le théoréme
(3.6) de [8] en remarquant que les constantes qui interviennent ne dépendent que
d’un majorant des coefficients, ainsi que de leurs dérivées, de 'opérateur différen-
tiel B%x, D). Or il est facile de voir qu’il existe un tel majorant indépendant
de x,.

Proposition 4.6. Supposons que A vérifie (R,.,). Alors:

(i) Pour tout 6, 0<6 <%, il existe une constante C,>0 ne dépendant que de A, r

et 0 telle que:
(Es) |KA(xo; xo)“P)\(xo)l

<Cl(u—|r:1ﬂ)zl7~l‘""””’"[ n(on/7-p)+ 2L "'"]

pour tout x,€Q, NER, 8(x°)>p> [N] 7Y™ et |Im A| > |21 @/m
n

(ii) Pour tout 0, 0<0<—2— et pour tout entier j>1 il existe C;>0 ne dépendant

que de A, , 0, j telle que:
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(E) | K (%05 %0)— Pa(%o) |
2 B RV P - ympy (1AL
<CiiIm a]LTm ] @0 VAR MY ')+<,,umx(”

1-(1/m)
pour tout x,=Q, AE R, 80@; p= x| et |[ImA|> | n|-@Om,
Vn [Im A |

Démonstration: Résulte des propositions 4.4 et 4.5.

5. Repartition du spectre de A

Puisque m>n, la série

400 1
j=07\,j~—i

est absolument convergente pour tout A € p(4).
On a de plus:

+

5 1
SOA—A

J

- SQK,\(x, x)dx ([1]) .

<~

Lemme 5.1 (Pham The Lai [8]). 1l existe C>0 telle que:

§ 1 F 1o DL
T Ren,—n  Fon;—A |Im A |

pour tout AER.

Lemme 5.2. Posons Q, = {x=Q: %’Q< [A|~VmY
n

(1) Suposons que A vérifie (R,). Alors: pour tout couple de réels (0, 8') vérifiant
0<0<0'<1, il existe C>0 telle que:

40 1 ‘
(Es) 12:0 m“ S o pA(x)dx
<O Y el [, ] e mydn
[Im A | Q-0

(M "¥"Log x| |
pour tout NE R vérifiant |Im | = [N ][17O/m),

(i1) Supposons que A vérifie (R,.,). Alors: pour tout couple de réels (6, &)
vérifiant 0<0<0'<1 et e<%, il existe C>0 telle que
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b T

< C(&)Z BN (”‘mm[Snmo (%, V7 |\ ‘(“"')/'")dx+

[Im A |
A Log ]
pour tout NE R vérifiant |Im. A | = [N |17E™,

Démonstration. On considére la partition de Q:
Q =Q,UQuUQ,
ou: 0, = {xEQ: Mg [ A] Y}
vn

Q= {x€Q: || ‘1/M<_8_(f_)_< | A |1 (-9'y/m)
Vn
Q, = {xe€Q: M; [n|-a-0rm}
Vn
Les hypotheses de régularité sur Q et (E,) entrainent:

. lxl(“‘l)/m
|SQO(K,\(x, B pae)in] <C I

Ensuite sur Q, on applique (E,) avec p:%—/(ix_l et sur ), on applique (E;)
n

avec p=|n|~@"®)/» Apres intégration, prenant j assez grand, on obtient (Ej).
(ii) s’établit de la méme maniére a I’aide des estimations (E)), (£,) et (E;).

Lemme 5.3. On a le comportement suivant pour la fonction N(t):

N(t) = v-t""4-O(t*=O/m) - oo

P si A vérifie (R,); pour tout 0<;%:1; st A vérifie R,.,, o

v=2m)"" Sﬂdxg

pour tout 6 <

14 (s, 011

Démonstration. On utilise la méthode de [8]. On choisit la détermination
suivante de la puissance a, a € R:

A® = {7\.[“8”"’“ o —7r<arg AN 7.

— 1 _(T™dN(t) R+
Posons f()»)-z_;’(ReM)z_x—-So P rEC—R".

On a encore

_ 1 + 0o 1 . 1
(10) ) = 2,'\/:7‘;20<Re »—ivV—x Re 7\,,.—!—1'\/:7\)

pour A& R™,
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On choisit une région 9 du plan complexe de la forme:
D= {AEC, dN)=4C|A|1"Wm; |N| =1}

de sorte que si AE 9D alorskiy/—AER={NEC, |[Im r|=>C(1+ |r|)-¥/m}
On déduit 'inégalité suivante: A€ 9), d(A)>2| 1|~ entrainent

) 1 f—(=nyee] m g e)ds

< C( l A l )2 I A I (n-Zm)/Zm( I A ' —h(l—O’)/2m+ I Y I -l/2m) LOg | r I
d(»)

si A vérifie (R,). On déduit alors le comportement de /N(¢) de celui de f(\) par
la formule de Pleijel [9] qui s’écrit ici:

(12)  [I)—NK/E)| <a(l+z 2B | f(z4iat-@mm)|

ou a est un réel>0 assez grand et I(t)=%s o f(\)dx, L(z) étant une courbe
iz I

orientée joignant z--iat!~®/2m 3 ¢—jat!~®/2m dans C—R*. Si A vérifie (R,4,) on
a I'inégalité (11) en remplagant / par (A+1). On termine de la méme maniére.

Pour séparer N, et N_ dans N on utilise une formule réciproque de la
formule de Pleijel:

Lemme 5.4 (Pham The Lai [8]). Soit o(t) une fonction localement a varia-
tion bornée définie sur [0, + o). Supposons que o(t) véerifie:

a(t) = Pﬂﬂt“—f-()(t“'ﬁ) t— oo
To

avec P>0,0<a<1 et 8>0. Alors pour tout & R*, l'intégrale de Stieljes:

+o0
S -;l—o'% est absolument convergente et on a:
0 —_—

(13) S:“{—(Q = P(~7~)"“+O[ﬁ]+o[|"'”“%%)Z}

pour | N|—>-o0; AERY.
5.5. Fin de la démonstration du théoréme 1

Posons

_ & Ren,  _ (*EAN(VE) (*"VETdN_(\/T)
g(h)“?;o(Re P LY So t—n So —\ '

D’oti 'on tire
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"VtdN_(vVt) _ 1 (*"VtdN_ (V1)
(14) So = ZSO I ES g( )

On étudie le comportement en A des deux termes du second membre et la
formule de Pleijel permet d’en déduire N_(2).
Supposons que A vérifie (R,). On a facilement:

(15 lgo)— (=)o | Re p(@ds

2 /
< C( N > (Ix’(n—m—hﬂno yem | lxl(n-m—-l)/Zm) Log |2 ]

d(n)
pour AED et d(A)=2| A |12,
Posons
oy = [ VL),

h est la transformée de Stieljes de do(z) ou a(t):St V/§dN(v/s). Onona:
0

o(t) = /T -N(t)— SN(\/‘ ) ds

et le lemme 5.3 donne:

o'(t) — ry t(”+m)/2m+0(tn+m-9)/2m) t—>+oo

pour tout @ <Zﬁ"

+2
De (13) il résulte alors:
16 h = (¢ _7_l_ (n~n)/2m O[ (n=m—0)/2m A 2
16 H) = (1857 )-Cil=nye-rm40 v em-on( Y |
ot c,:S Im py(x)dx.
Q

Posons

C,= S Re p,(x)dx et h_(A) = S "Vt “;N 75\/t )

h_ est la transformée de Stieljés de do_(2) ou a_(t)-:gt\/?-a'N_(\/s_ ).
0

De la formule de Pleijel on déduit alors

17 ()=

( + ) (C ng_n_‘_cz Ccos ,2__) t("+’")/2"‘—+-0(t("+'” 0)/2m)
n-+m m m

t—>+t oo
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Par un calcul analogue a celui fait dans [1] (p. 258-260) on obtient:

- h
N_(T) = y_t""+O(trn~0/m), t—>—4o0; 0<<——.
(T)=v ( ) + <h >

Lorsque A vérifie (R,+,) on obtient de la méme maniére:

N_(t) = v-t"/"+-0(t*="),  t—>+co, pour tout 0<Zi; .

Compte tenu du lemme 5.3 le théoréme 1 est démontré.

(1]
(2]
(3]
(4]
(51
(6]
(7]
(8]

[9]
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