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Sur une Totalisation dans les Espaces de
Plusieurs Dimensions. II

Par Shizu EnomoTo

Dans le mémoire précédante “Sur une totalisation dans les espaces
plusieurs dimensions. 1”,” nous avons donné une totalisation dans les
espaces de plusieurs dimensions, qui a été dite l'intégrale (). Nous
avons montré dans le mémoire qu’on peut ramener toute intégrale (D)
dans un intervalle de # dimensions aux intégrations au sens de Denjoy
n-plement itérées sur des segments d’une dimension.

Dans ce mémoire nous examinerons surtout les propriétés de l'inté-
grale (D).

On verra d’abord dans §5 que l'intégrale (D) est une extension de
Iintégrale au sens de Denjoy a l'espace (euclidien) de plusieurs dimen-
sions et que, comme le cas de l'intégrale au sens de Denjoy, il y a,
pour une fonction f(p) intégrable (®) sur un intervalle R, de plusieurs
dimensions, une suite d’ensembles fermés F,(n=1, 2,---) non-décroissante,
de presque total R, et telle que l'intégrale (D) sur R, est la limite de
Pintégrale au sens de Lebesgue de f(p) sur F, lorsque # tend vers O.
On verra de plus que pour une fonction f(p) intégrable (D) la fonction

d’intervalle F () = (ED)S f(p)dp est extérieurement et intérieurement
I

continue.

Dans § 6, nous montrerons que si une fonction d’intervalle F(I) fini-
additive et définie dans un intervalle R,, est partout dérivable au
sens strict dans R,, la fonction F/(p) est intégrable (D) dans R, et

Fl )=(©)51Fs’( p)dp. Montrons enfin que si f(p) est une fonction
intégrable (®) dans un intervalle R, et si F'(I) est la fonction d’intervalle
définie par F(/ ):(ED)SI f(p)dp, la dérivée ordinaire F/(p) existe presque
partout dans R, et on a F/(p)=f(p).

Désormais, nous gardons, sauf indication contraire, la terminologie
et les notations de le mémoire I.

1) Shizu Enomoto: Sur une totalisation dans les espaces de plusieurs dimensions. I,
Osaka Math. J. 7 (1955), 69—102.
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§ 5. Quelques propriétés de I’intégrale (D).

Avant d’examiner les propriétés de l'intégrale (D), nous montrerons
que l'intégrale (®) est une extension de l'intégrale au sens de Denjoy
a lespace de plusieurs dimensions. En effet, nous avons en plus du
Théoréme 3 et du Théoréme 4 le Théoréme suivant.

Théoréme 7. Si pour une fonction f(x,, X,, ---, Xn,) définie dans un
intervalle Ry=[a,, b,; a,, b,; --+; an,, bn,| il y a une fonction g(x,) inté-
grable au sens de Denjoy sur [a,, b,] telle quon ait

f(xn Xyt x"o):g(x1) pour tout (xl’ Ty x”o)E [dz, bz; crey Ang, b”o] ’
alors, la fonction f(x,, x,, ---, xn,) est aussi intégrable (D) dans R,.

Démonstration. Montrerons simplement le cas ou #,=2 seul.
Posons f(x, y)=f(x,, x,) et g(x)=g(x,). Puisque g(x) est intégrable au
sens de Denjoy sur [a,, b,], il y a du Théoréme 1 une suite d’ensembles
fermés non-décroissante F,(n=1,2,-..) de total [a, b, ], qui satisfait
aux conditions suivantes :

1) g(x) est sommable sur tout F,.

2) Pour tout F,, la condition telle que J;N\F,==0 pour tout ¢
entraine |iizOEG(],-)—t:ZOL(L)Sij”g(x)dx|< 1/n(b,—a,), quel que soit le
systéme des intervalles J; (¢ =1, 2, ---, ;) contenus dans [a,, 8,] et
n’empiétant pas les uns sur les autres, G(J) étant lintégrale au sens
de Denjoy de g(x) sur J< [a,, b,].

Montrons que si I'on pose F(I)=G(proj. (I)) X |proj. ,(I)| pour tout
intervalle ICTR, et M,=F,x[a,,b,] n=1,2, .--), F(I) est l'intégrale
(D) de f(x,y) sur I et M, (n=1,2,.--) est une suite caractéristique et
fondamentale de f(x, y).

Il est évident que F(I) est fini-additive, M, (n=1,2, -.-) est une
suite d’ensembles fermés non-décroissante de total R, et f(x,y) est
sommable sur tout M,.

Soit I,(:=1,2, ---,i,) un systéme d’intervalles contenus dans R, tel
que I;/\M,==0 pour tout ;. Puisqu’alors pour tout y€ [a,, b,] le systéme
d’intervalles proj. ((I;)) (i=1,2, ---,4,) dans [a,, b,], pouvant étre vide,
n’empiétent pas les uns sur les autres, et puisqu’on a proj. ((L,)’) A F,=+0
pour tout I; tel que (/;)’==0, il résulte

| 2} Gbroj. (LY)— 33 (L) ij 2(x)dx|< 1/n(b,—a,).

On a donc

. Z((Ii)”>r\Fn
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| %F(L)— %(L)ghmMnf(x, y)d(x, )|

i by ig bz
=IO croi -5 D" L e@dz]
By iy . , iy
w1 Bewrarn-Rwl, o g@dz

< (l/n(bz—az)) X (bz —_az) == 1/” .

Soient & un nombre positif quelconque et m(x, &) un indice tel que
m(n, &) >n et 1/m(n, &)< E/2. Puisque f(x, y) est sommable sur M,,,.,,

il y a un &(», &) >0 donton a |(L) SM ( Ef(x, y)d(x, ¥)|< &/2 pour
m(ns €)M
tout ensemble ECZR,. Soit I;(1=1,2, ---,4,) un systéme élémentaire dans

R,, qui satisfait aux conditions suivantes :
1) I,AM,=0 pour tout 7,

2) m(\J Li=M) <3, €).
Comme M, < M,,,.,, on a [;\M,,,,.,==0 pour tout 2. On a donc

IDFO-2W  fenden i< Lmm, 6 < &/2.

Iim m(n g)

D’autre part, comme on a

(O 1) s M= M) < s\ 1) =) <80, €),
on a

| z (L)S F(x v d(x, 9)|< &/2.

Ii~ (M'm(nxe) - Mn)

Conséquemment, il résulte

4] 20
I BFGH -2, | fEdesi<e.
En effet, on voit que f(x, y) est intégrable (D) dans R, et M,(n=1,2, ---)
est une suite caractéristique et fondamentale pour lintégrale (D) de
f(x, ).

Dans la définition de l’intégrale (D), on peut voir que l'intégrale (D)
est déterminée d’'une fagon univoque par la fonction a intégrer et ne
change pas de valeur, quand on modifie cette fonction dans un ensemble
de mesure nulle.

Car, en vertu du Théoréme 6, on peut ramener toute intégrale
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(®) dans un intervalle de » dimensions a #z intégrations au sens de
Denjoy consécutives sur des segments d’une dimension. On sait de plus
que lintégrale au sens de Denjoy est déterminée d’une facon univoque
par la fonction a intégrer et ne change pas de valeur, quand on modifie
cette fonction dans un ensemble de mesure nulle. De plus, on peut
voir aussitot de la définition que si f(p) est intégrable (), une fonction
g(p), dont on a g(p)=s(p) presque partout, est aussi intégrable ()
et lintégrale (D) de f(p) est aussi celle de g(p).

En outre, on peut entendre de la définition que toute fonction
intégrable (D) est mesurable et presque partout finie.

Théoréme 8. Si deux fonctions f(p) et f(p) sont intégrables (D)
dans un intervalle R,, il en est autant de toute combinaison linéairve de
ces fonctions (@ coefficients constants « et B) et on a

@, @h+sradp =a@®) fdp+8®) rdp.

Démonstration. Pour j=1 ou 2, soient M;,(n=1,2,---) une suite
caractéristique de lintégration (D) de f; et F;,(n=1,2,-.-) une suite
fondamentale de lintégrale (®) de j;. Posons M,= M, \M,, et
F,=F,,N\F,, pour tout n. Alors, on verra aussitét de la définition que
M,(n=1,2, -..) est une suite caractéristique de f,+f, et F,(n=1,2,...)
est une suite fondamentale de f,+f,. En vertu de la remarque men-
tionnée plus haut, on verra de plus que 1’égalité voulue est vraie.

Ensuite, remarquons le

Corollaire 1. Désignons rvespectivement par R, ,m,, R., et R, les
intervalles [a,, b,; a,, b,; -+ ; Guyymyy Ongm,| dans Uespace E, , m,, [a,, b, ;
@y, b5 -+ 5 @y, buy)] dans lespace E,, et enfin lintervalle [an, .., bnyiy; =+ ;
Angmyy bugmy | dans l'espace Ewm,. Pour une fonction f(x,, X,, -+, Xny.my)
intégrable (D) dans Ruy.m,, la fonction

bng b,
8 (s, -y T = (D)7 (oo (DN £l oy ) d (1)) ) (m) 2
est intégrable (D) dans Rm, et on a

(@) gR g(x”OH, ) x”o+"’o)d(x"0+1) B x”o—!-'”o)
my

= (Q)S f(xu Tty x"o+'”o)d(x1, Tty x"o+mo) .

Rng mo
2) Plus précisément, pour presqe toutes les valeurs de (Xng+1, ..., Xngtmg) de Rmg,
b
gGnts, ooy Tnotm) = (D20 (. (DD r o, s g modd@). D dCone),
et pour toutes les autres valeurs (Xng+1, ..., ¥ngtmy) de Rmg,

g(Xng+1, ..., Xng+my) = un nombre quelconque.
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On peut le voir dans la démonstration du Théoréme 6.

Théoreme 9.° Pour toute fonction f(p) intégrable (D) sur un inter-
valle R, de l'espace Ex,, il y a une suite d’ensembles fermés B; (1=1,2, ---),
non-décroissante, de presque total R, et telle que:

1) f(p) soit sommable sur tout B;,

2) on ait

@), frdp=1im )|, rdp.

Démonstration. Pour le cas ou #,=1, on a vu selon Théoréme 1
le résultat voulu. Donc, il s’agit d’établir que: si ’on suppose que le
résultat voulu est vrai pour tout #’'< #,, cela reste vrai pour #,.
Posons R,=[a,, b,; -+ ; an, bn,]. En vertu du Théoréme 6, il y a une
suite d’ensembles fermés D; (i =1, 2, -.-) non-décroissante, de presque
total R, et telle que:

1) f(p) soit sommable sur tout D;,”

2') en presque tout point ¢’=(x, -, #5-1) d’intervalle K,=[a,, b,;
et} @ny-1, bny-1], on peut déterminer pour tout >0 un indice 7(¢’, &) de
facon qu’on ait

b”O ’ ’
|(D) San f(x1,» crry Xng-1, x"o)d(x"o)_(L) SDq,f(xl,: sty Xmg-1, x"o)d(x”o) |<8;
0 (3

pour tout 7 >i,(¢’, €).
Posons

g(xu ttty x"o—‘) = (D) Sl;:‘)f(xn ) x"o)d(x”o) ’

alors, en vertu du Corollaire 1, la fonction g(x,, ---, x-1) est intégrable
(D) dans l'intervalle K, et on a

.

(SD) gRof(x“ Sty x”o)d(xlf Ty x"o) = (@)gKog(x“ Ty x”o—l) d(xn Tty x"o—‘) .

Par suite, par hypothése de l'induction, il y a pour la fonction
g(x,, -+, xny-1) une suite d’ensembles fermés B;(j=1, 2, ---), non-décrois-
sante, de presque total K, et telle que

1”) g(x,, -+, %n,-1) soit sommable sur tout B;,

2”) pour é>0 quelconque, on peut choisir un indice j,(€) tel que
Jo(E)<7o(€) si €>¢&" et qu'on ait

3) Voir Théoréme 2.
4) On peut le voir en vertu de la démonstration 'du Théoréme 6.
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l(@) Kog(xl’ tty x”o—l)d(xn thty x"o—l)"'

(L) g(xu M) x"o—l)d(xn ) x"o—l)l<8 .

Bfo(!)

e ) Gy

Soit &,(r=1, 2, ---) une suite quelconque telle que &, 0. On peut
déterminer pour &, un nombre positif §, de facon que §,< 8, si n_>n’
et qu’on ait

I(L)S g(xu Ty x"O‘l)d(xn Tty x"o‘l)]<8n/3»

BBjen/s
quel que soit 'ensemble B contenu dans K, dont la mesure est inférieure
a8,

En raisonnant de la méme maniére, on peut voir qu’il y a pour
tout &, un indice 7,(&,) et un ensemble fermé H, contenu dans Bjce,/s
tels que 4,(§,) >i,(&,) (n>n'), H, O H, (n>>n'), piny-1(Biye,»—H,) < min
,, 1/n) et on ait

|g(x1,: ) x':"o—l) _'(L) ‘ ,f(x1,; Ty x;'o—iy x"o)d(x"o)l
J(Dje,)?

< 8,/3+ wn1 (K

pour tout ¢’'=(x/, -, Xr,-1) € H,.
Posons F,=(H,x [any, bn]) A Digce,, POUr tout z#. Alors on a

(D, S, o, 5 (5, 0, 2n)—
(L)anf(xl, Tty x”o)d(xu ) x”o)l
SI(SD)EKOg(x“ Ty x"o—l)d(xu A x”o—l)‘—
L 19 °77y A1 d 1y "7y ANl
Dy, 8, s wm)d (3, o, )

g(xl y "t x”o—l)d(xu "ty x"o“l) -
JoC8pl/3d

+ 1,

(L)Sﬁng(x“ Tt x”o—l)d(xu Ty x”o—l)l
+ [(L) SHng(xl, Ty x”o—l)d(xn T -’«\7"0—1)—
(L)Sﬂn((L)S(D,-O(E))"l""”‘”o—l’ f(x,, -, Xng)d (Xnp))d (X, -+, Xng—1) |

<L &,/3+E,/3+ (8,/3+ g Ky)) X tmg—(H,) <, .

On verra que F,(n=1,2, ---) est une suite voulue.
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Examinons maintenant la continuité de l'intégrale (D).

Nous disons qu’une fonction d’intervalle F'(I) définie dans un inter-
valle R, est continue (a) dans R, (2 un point pe R)) quand elle tend
vers zéro avec l'aire d’intervalle I (renfermant p) dont la norme est
inférieure a a.

Théoréme 10. Lorsque f(p) est intégrable (D) dans un intervalle R,,
la fonction d’intervalle

{@)j Fpydp si InM, =0,
Fu,(I) = d
0 si InNM, =0

est continue(1/n) pour tout m, M,(n=1,2,---) étant une suite caractér-
istique pour Uintégration (D) de f(p).

Démonstration. Soit F,(n=1, 2, ---) une suite fondamentale pour
Iintégrale (®) de f(p). Pour € >0 quelconque, on peut déterminer pour
F, un nombre & =28§(n, &) de fagon qu’'on ait

(@, . rordp1<e/2,

quel que soit I'ensemble E dont la mesure est inférieure a 8. Posons
7= n(n, € = min (&, §(n, £/2)), ou &(n, &/2) est le nombre mentionné
dans 2) de la définition de lintégrale (®) pour M,(n=1, 2, ---) et
F,(n=1,2, ...). Alors, pour tout intervalle I tel que |I|< 7y et que
norme (I)<_1/n, on a

PiD—D|, . fprdp|< /2

lorsque I~ M,==0 et on a |Fu,(I)|=0 lorsque I~ M,= 0. Par suite,
Fon(DI<I(D)|, | F(p)dp| +€/2<C&/2+E/2=¢. Donc, Fa,(I) est con-
tinue (1/#x).

Concernant la continuité de l'intégrale (P), on aura de plus le

théoréme suivant.
Pour cela, nous montrons d’abord le

Lemme 6. Désignons respectivement par Rny.m,, Rn, €t Rm, les inter-

valles [a,,b,;a,,b,; - ; any.my, bny.m, | dans lespace En,,my, [a,,b,; a,, b,; -+ ;
any, bny| dans Uespace Enr, et enfin Uintervalle [anyir, bngiis -+ 5 @nymy, by ym, |
dans Uespace Ew,. Pour wume fonction f(x,%,, -, Xny,m,) tntégrable (D)

dans Rny.my, 1l y a wune suite mnon-décroissante d’ensembles fermés
N,(h=1,2,...), de total Rm, et telle que:
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A tout h et tout >0, on peut faire correspondre un nombre
T(h, §) >0 tel que 7(h, & > (W, &) pour tout h<_Nh et que les conditions
suivantes

1) proj. (I)AN,==0 pour tout [,
Em,

b
2) Z.‘_l. IPE?’OJ'-y(1:)|<T(h, €,
3) mnorme (proj. (1)) < 1/h pour tout I

mo

entrainent
o
| ; (g)gl;f(xl y T x"0+’”o)d(x17 AR xn0+m0) l< & >

quel que soit le systéme élémentaive I, (1=1,2, ---, 1)) tel que proj. (I) = Rn,
pour tout 1. "

Démonstration. Paur le cas ot #,=—=1 et m, est un nombre quel-
conque, on a vu selon Lemme 3 le résultat voulu. Donc, il s’agit
d’établir que: si I'on suppose que le résultat voulu est vrai pour tout
n'<m, et m, quelconque, cela reste vrai pour #, et m,. En vertu du

Théoréme 6, la fonction f(x,, -+, Xny,m,) considérée comme fonction de
x, dans lintervalle [a,, b,] est intégrable au sens de Denjoy presque
partout dans lintervalle [a,, b,; -+ ; @ny,mq, Ony,m,]. Posons

g%y, -, x”o+"’o) = (D) S: f(xu Tty x”o+"‘o)d(x1) .

Puisqu’alors en vertu du Corollaire 1 g(x,, ---, Xn,,m,) est intégrable (D)
dans lintervalle [a,, b,; -+ ; @ny, my, bnoim, ], Par hypothése de l'induction,
il y a une suite non-décroissante d’ensembles fermés N, (k=1,2, ---),
de total Rm, et telle que:

a tout %~ et tout € >0, on peut faire correspondre un nombre
7(h, &) >0 tel que 7(k, &) >7(k, &) pour tout A< K’ et que les conditions
suivantes

1) proj. ,(I/)AN,==0 pour tout /,
Emy
Ly
2) % 16704 U< wlh, ©),
3) morme (proj. (1)< 1/k pour tout /

mo

entrainent

I ;(@) SIl,g(xz, ctty anmo)d(xz, LEEIN xn0+m0)l<8 ,
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quel que soit le systéme élémentaire I/ (/=1,2, ..., /,) dans 'intervalle

[a, b,; -+ ; ang.my, buy.m,] de my+m,—1 dimensions tel que proj. (/)=
Eny—1

[a,, b,; ---; an,, bn, ] pour tout /.
Soit I,(I=1,2, .-+, ;) un systéme élémentaire dans R»,.m, tel que

17y proj. (I) AN, =0 pour tout /,

Emyg
Iy .
2) ;Zf IIZ’OJ-y(L)I< w(h, &),
3") morme (proj. (1)< 1/k pour tout /,

Emy

4y  proj. (I}) = R», pour tout /.

Engy
Puisqu’alors proj. (I) (! =1,2, ---, ) est un systéme élémentaire dans
Emy,

Ry, si 'on pose

I/ = [az ’ bz > "‘;d"oyb”o] X proj. y(Il)

Em()

pour tout /, le systéme élémentaire I/ (/=1,2,---,/) dans [a,, b,; ---;
Ay myy Ung.my | Posséde les propriétés 1’) 27) et 3’) d’en haut. Donc, on a

)
' lgl (@) Sll,g(xz y x”0+"’0)d(x2 y "% xn(H,mO) |< E.
Par suite,

%
ISV, 15, - Zram) i, o, )|

I

Iy 1
=| IZ; (@)Sh' ((D)CI f(xu T x”0+’"0)d(x1))d(x2y Ty x”o+mo)'

)
=I gl(@) gh,g(xz» R x”0+’"o)d(xz; “tty x”o+"’o)|<e-

Nous disons qu’une fonction d’intervalle F(I) définie dans un inter-
valle R, de V'espace Enx, est extérieurvement, resp. intérieurement, continue
en un intervalle I situé dans R,, lorsque pour tout intervalle I il y a
pour € >0 un nombre §(& I) >0 tel que si I' >, resp. ID T, et
uny (I’ —1)<_8(&, I), resp. pn,(I—1I')<8(&, I), on a |F(I)—FI')|<e&.

Théoréme 11. Pour une fonction intégrable (D) dans un intervalle

R, de lespace En,, la fonction d’intervalle F(I )=(@)§ F(p)dp est extéri-
I

euvement et intérieurement continue en tout intervalle ICR,.

Démonstration. Montrons seulement que F(I) est extérieurement
continue pour le cas ol #,=3. Soient I,=[a,, by ; @y, by ; @, by] un
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intervalle quelconque situé dans R, =[a,,b ;a,,0,;a,b] et & un
nombre positif quelconque.

1°) Puisque f(p) est intégrable (D) dans lintervalle [ay, by oy biss
a,,b,], en vertu du Lemme 6 il y a une suite d’ensembles N, (k=1,2, --:),
non-décroissante, de total [a,, b,] et telle que:

a tout %4 on peut faire correspondre un nombre positif =,(%, &) tel
que les conditions suivantes

1) proj. (I)~N,=0 pour tout /,

lo
2,) E |proj'y(ll)|<q-3(h) 8)’
3) morme (proj. (I,))|< 1/h pour tout /
entrainent

‘o
| DP9,

quel que soit le systéme d’intervalles I,(/=1,2, ---, /,) tel que proj. ([;}) =
E,

[, by ; @y, D] POUr tout /.

Comme N, (h=1,2,-.-) est une suite non-décroissante et de total
[a,, 0], i1 y a un ensemble Nx, renfermant les points a,, et b,. Donc,
si 'on pose 7,(§)=min (1/4,, m(k,, €)/2), pour toute couple (a’”’, b'"’) telle
que a,<a" << by V" <by, a,—a""<7,(6) et b —b,< 7,(€), on a

| SIFU)I<e/9,

Oﬁ L:[a()l b b01 ; aOZ ’ b02 ; a",) aOS_—_I et IZ = [a()l ) bOl ; ao2 b bOZ ; bOS’ b/,/]'
Lorsqu’'on y remplace l’axe z par l'axe y, resp. l'axe x, on peut
déterminer un nombre 7(&) (=2, resp. i=1) tel que:
pour toute couple (a°?, b?) (=2, resp. i=1) telle que @,<a®’<a,
Ly 6P, (a—aP)<mi(6) et (b9 —b,,)< T(¢), on a

| SIFUI)I<E/9,

ou Il == [amy b(n > a”, Aoy 5 Aoz s bos] et Iz == [am ’ bm > boz; v’ y Aoz s boa]’ resp.
Il:-[a’, Ay 5 Ay s boz s Qo s bos] et 12: [bou b/; Ay s boz » Qos» boa]'

2°) Puisque f(p) est intégrable (D) dans l'intervalle [a,,, b,; a,, b,;
a,, b,], en vertu du Lemme 6 il y a une suite d’ensembles N,/ (k=1, 2,
--+), non-décroissante, de total [a,, b,; a,, b,] et telle que:

a tout %2 on peut faire correspondre un nombre positif =,/(%, €) tel
que les conditions suivantes
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1y proj. (I) AN,/ +0 pour tout /,
E,

Yo
2) 33 1pr0j (DI 7! (8,
3) morme (proj. (I,)) < 1/k pour tout /
Ep

entrainent
b
| IFI)<E/9,

quel que soit le systéme d’intervalles I,(/=1,2,.--,/) tel que
proj. (I))=[a,, b,,] pour tout /.

Pour la suite N,/ (k=1,2,..-), il y a un ensemble Nj renfermant

les points (ay,, @y), (@w> bs), (Dy» @) €t (b, bs). Donc, si lon pose

/(&) =min(1l /¥, (+/(W, E))/*/2), pour toutes les couples (a”’, &) et (a’”’, b'")

telles que a@;<<a"> < a,; < b,, << b®<b;, (a,;—a?®)< /(&) et (b°—b,;) < 7//(€)

pour i=2,3, on a
| SIFUINI< €9,

ou I [001 » Oy @ ’, 22%% a///, aoa], Iz = [aox ’ box; a”’ Ao 5 boa ’ b/”]’ Ia = [aox ’ box;
boz ’ b” ///> aoa] et 14:: [am ) bm; boz ) b”; boa ’ bm]‘

Lorsqu’on y remplace les axes y, 2 par 2, x, resp. x, y, on peut
déterminer un nombre positif 7,/(§), resp. 7,/(§), dont il résulte le méme
résultat que celui d’en haut.

3°) De méme, on peut déterminer selon Théoréme 10 un nombre
positif /(&) tel que:

pour toutes trois couples (&, &) (a”’, &) et (a’”’, b'’) telles que
a; < a® < a,; < by < bP < by, (ay;—a®) < 7"(8) et (b°—b,;) < "(€) pour
i=1,2,3, 0on a

| VP /3,

ou I,(/=1,2,..-,8) désignent itous les intervalles [[;; /;; frl (G, 7, k=
1 ou 2) tels que J,,=[a"®, a1, Joo=[bon, 0] (h=1,2, 3).

Posons (&) = min (&) (1 =1,2,3), /(&) ((=1,2,3), 7”(€))*xmin
((boz'—aoz) (bos—a03)9 (boa—aos) (bm—'am): (b(n—am) (boz—aoz)))' AlOI'S, a cause de
1°) 2°) et 3°), on peut voir que

[F)—F (L) [<é€,

quel que soit l'intervalle 7 tel que I, et w,(I—1)<« ().
Passons encore a la définition de lintégrale (D).
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On verra aussitdot que, f(p) étant une fonction intégrable (D), on
peut choisir une suite fondamentale F, (z=1,2, ---) pour l'intégrale ()
de fFip), de telle sorte que f(p) soit mesurable et bornée sur tout F,.

Soit f(p) une fonction intégrable (D) dans un intervalle R, de
I’espace Ex,. Soient M, (n=1,2,..-) une suite charactéristique pour
Iintégrale (D) de f(p) et F,(n=1,2,...) une suite foundamental pour
Iintégrale (D) de f(p) et F,(n=1, 2, ---) une suite fondamental pour
Iintégrale () de f(p). Alors on voit que:

2%) A tout #n et tout &>>0, on peut faire correspendre un nombre
o*(n, €) >0 tel que les conditions suivantes

2*¥1) (I)° AM,==0 pour tout 7,

22)  pn(\J L—M,) < 5 (n, &),
i=1
2*3) norme (I)< 1/n pour tout ¢

entrainent
BFD-2 W, fordpI<e,
i=1 i=1 Izr‘\Fn
quel que soit le systéme d’intervalles I, (1=1,2, ---,,) contenus dans K,

et n’empiétant pas les uns sur les autres.

Car, soit 8(#, &) un nombre positif mentionné a 2) de la définition
de lintégration (D) pour M, (n=1,2,..-) et F,(n=1,2,.--). Posons
&*(n, &) =8(n, £&/2). Soit I, (i=1,2, ---,1,) un systéme d’intervalles conte-
nus dans R, et n’empiétant pas les uns sur les autres. Supposons que
le systéme satisfasse aux conditions 2%1), 2%2) et 2*3). En vertu du
Théoréme 11, il y a pour le systéme un systéme d’intervalles I/
(i=1» 2) ) Z.o) tel que:

1y I/AM,==0 pour tout 7,

2y I/ I, pour tout ¢,

3) |§;F<L>—§F(I/)l<6/4 et |§(L)S( F(p)dp|< /4.

Ii—1"1) ~Fn

Selon 2), on a pn( (Oj I/ —M,)<&*% (n, &) =38(n, &/2) et norme(I/)<norme
§=1

(I;)<1/n pour tout ;. Donc, en vertu de la définition on a

| B FE- W, | rerapl<erz.

Par conséquent, il vient que
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70

IBF@)-B W, | fwdpl

i=1

SINFI)- X FUN + | B FE— X D, fb)dp]

If ~Fn

< &/4+E&/2+E/4=¢.

§ 6. Rapport a la dérivation.

Commencons par deux théorémes ‘suivants, qui pourront étre re-
gardés comme point de départ de nos études sur l'intégrale (D).

Par dérivée au sens strict F,/(p) au point p d’une fonction d’inter-
valle F(I), nous entendons la limite de l'’expression F(I)/|I|, ou [
désigne un intervalle renfermant p et dont norme (I) tend vers O.

Theéoreme 12. Si F(I) est une fonction d’intervalle fini-additive définie
dans un intervalle R, de Uespace En, tel qu'il y ait F/(p) en tout point p
de R,, la fonction F/(p) est intégrable (D) dans R, et on a

F(I) = (D) LF;(p) dp  pour tout ICR,.

Démonstration. Simplement, nons nous bornons au cas de #n,=2.
Désignons par f(p) la fonction F/(p). Pour tout n, A, désigne ’ensemble
|[F(I)]

1] _
IR, refermant p et tel que norme (I)< 4/n. Posons M,=A, (n=1,2,
--.). On voit aussitot que M, (n=1,2,---) est une suite d’ensembles
fermés non-décroissante et de total R,. Montrons que ce sera une
suite caractéristique pour l'intégration (D) de f(p) et fondamentale pour
Pintégrale (D) de f(p). Nous allons montrer d’abord M, A,, pour tout
n. Pour cela, il suffit de prouver A,—A,A,, pour tout n. Soient p
un point de A,—A, et I un intervalle renfermant p et tel que norme
(I)<2/n. Alors, il y a une suite des points p; (j=1,2,---) telle que
p;€A, et limp,=p. Pour cela, les deux cas suivants peuvent étre

e

de tous les points p tels qu’on ait < n, quel que soit l'intervalle

considérés.

i) Le cas ou il y a pj, tel que pj,e€l: Comme pj € A,, on voit
aussitot que |FI)|/|I|<n<2n.

i) Le cas ou il n’y a aucun point p; tel que p,€I: Dans le cas,
sans restreindre la généralité, il suffit de considérer les deux cas suivants
qui sont montrés dans fig. 2.
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Pour 4), on peut construire comme fig. 2 un 2) 7
intervalle I’ tel que: 5

1) I\JI’ soit un intervalle, o I

2) il y ait un pjel’, - bio

3) norme(l’)<_2/n, b) (17 I

4 I iy

Illl ,

Parce qu’il en résulte norme(I\JI')< 4/n et ‘_*;jo ‘ r
I\JI'">pi, on a |FU\JI')<|I\JI'|n et Fig. 2

\FIN| < I|-n. Donc, |F()|<|FI\JID)
+|FI)|<(I\JI'|+|I'])~n<2n|I|. Pour b), on peut -construire
comme fig. 2 trois intervalles I ({ =1, 2, 3) n’empiétant pas les uns sur
les autres et tels que:

1) I\J(\JI?®) soit un intervalle.
i=1

2) il y ait pour I’ un pj,el".
3) morme(I°)<2/n pour tout 7.

4 NPT/

De la méme maniére que a), on peut démontrer que |F)|< 2n|I]|.
Donc, le point p appartient a A,,.

D’aprés ce quon a M, A,,, | f(p)|<2n pour tout pe M,. Par
conséquent, f(p) est sommable sur tout M,.

Pour montrer la propriété 2) de la définition de lintégrale (D),
commencons par les préparatifs suivants.

Désignons par R, (R,) toutes les mailles du m‘-réseau de l'intervalle
R, pour tout m=1,2,.... Posons G,=I,—M, et choisissons: dans
R.(K,) les mailles qui sont contenues dans G,, dans R,(R,) les mailles
qui sont contenues dans G, et qui ne sont pas contenue dans les
mailles précédemment choisies et ainsi de suite. On les désigne par
R% (7=1,2,...). Ils possédent les trois propriétés suivantes :

1°) j\i/IR”zG,, et R} (j=1,2,---) n’empiétent pas les unes sur les
autres.

2°) Pour tout intervalle /< R,, on a i}l|F(1[\ RY)|< <. En
outre, pour tout intervalle I < R, dont jﬁorme H<1l/m, on a
S FUNR)|I<18n- 53 IRFNT |

On voit aisément la propriété 1°). Montrerons la propriété 2°).
Soit 7, un indice tel que norme(R7) < 1/n pour tout j <j,. Si R} est
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une maille de m’-réseau, la maille de (m—1)°-réseau qui contient R7
possede au moins un point p,; de M,. Pour tout R%(j >>j,), désignons
par Q% la maille. Alors, sans restreindre la généralité, on peut considérer
seulement les trois cas suivants qui sont montrés dans fig. 3. Soient

< Qj <
L om 7y | B
Dns
1 Q’nl 77 /
! ] Q5 Qj
% *-
Dnj Dns
Fig. 3

Q¥ (i1=1,2,3) des intervalles construits comme fig. 3. Puisque norme
(Q¥)<1/n et p,;€ A,, pour tout j >7,, on a |F(R?)|<18n-|R%|,j =>7,,
de la méme maniére que le cas de fig. 2. On a donc

>V IF(RY|< 18- 37 | Ry

J=Jo J=Jo

Par suite,
o Jo—1 oo
,2:1 lF(R?)ISJE1 |F(R7)] +18"'j§ |R%|< oo .

De méme, on peut prouver le reste de la propriété 2°).
Définissons maintenant une fonction d’intervalle G,(I) de maniére
que

GOH=W, | FBrap+ SFRIAD, ISR,

Alors, cela posséde les propriétés suivantes :

1) G/(I) est fini-additive.

2y On a G,(I)= F(I) pour tout intervalle I contenu dans G,.

3) (G,)/ (p)=rf(p) presque partout dans M,.
On voit facilement la propriété 1’). Pour 2): Comme I<G,, on a
I~M,=0 pour l'ensemble fermé M,, de sorte que dist. (/, M,) >0."
Donc, on peut choisir un intervalle I’=[a, a’; b, '] tel que les points
(a, b), (@, b), (a,b), (@, V) soient des points de division d’un m:-réseau.
Pour cet intervalle I’, on peut choisir un indice j, tel que I’ n’empiétent

5) Pour deux ensembles A et B quelconques, dist. (4, B) désigne le nombre bggﬁeqselgp
dist. (5, 9. .
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aucune R7% pour tout j >j,. On a I'= \jo (R3~1'), de sorte que

.0 - .0 J=1

I=\J (RI~I). Donc, GI)=3F(R%~I)= 3 F(R}~I) = F(I), puisque
j=1 =1 j=1

F(I) est fini-additive. Pour 3): Posons @(1):(1,)5 f(p) dp, ICR,.

I~Mp
Alors, on a ®/(p)=f(p) presque partout dans M,. ﬁSoient p un point
de dispersion de I’ensemble complémentaire de M, dont on a ¥’ (p)=1 (p)
au point p et I un intervalle renfermant p et dont la norme est
inférieure a 1/n. Alors, on a selon 2°)

SVIF(RIAT)|
J=1 8n

gy BN M)
= I

o 1]
Par suite,

SYF(R3AT)
lim| =20 0 ’ < 18n-lim~Y=M.) _ ¢
T 1] I 1]

out I désigne un intervalle arbitraire renfermant p et dont la norme

C SYFRYAD
tend vers 0. Il en résulte hm%—— =0. On a donc
I

(R3AT)
|1

r |1 1 [1] T
. =0/ (P)+0=D/(p) = f(p) .
En effet, (G,), (9)=7s(p) presque partout dans M,.

Considérons ensuite une fonction d’intervalle définie par H,()=
G,I)—F{I), IZR,. On verra quelle posséde les propriétés suivantes :

1"y H,I) est fini-additive.

27y (H), (p) =0 presque partout dans K, .

3y H,I) est absolument continue sur R,, c.-a-d. étant donné
&€>0, on peut déterminer un nombre 7=7(&) >0 de facon qu’on ait

[F) <€,

quel que soit le systéme d’intervalles I, (=1,2, ---,7,) n’empiétant pas

20
1

i=

70 . .
les uns sur les autres et dont la mesure >} |I;| est inférieure a 7.
i=1

On voit aussitot la propriété 1’). Pour 2”): Comme (G,), (p)=S(p)
et F/(p)=f(p) presque partout dans M,, (H,)/(p)=0 presque partout
dans M,. D’autre part, pour le point p de R—M, il y a un intervalle
I, contenant p et contenu dans R,—M,. On a selon 2") G,()=F)
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pour tout I <ZI,. Donc, (H,)/(p)=0. Pour 3’): Comme la fonction f(p)
est sommable sur M, il y a pour tout (1>>)& >0, un nombre §=258(&) >0
tel que pour tout ensemble E la condition g, (E)< & entraine

(L) SE _ F(#)dp|<e/4. Posons n=min (3, &/(18x4)n). Soit I, ( =1,
Miin

2, -+, 1,) un systéme d’intervalles dont les intervalles n’empiétent pas

les uns sur les autres et ;\i [ 1;|< 9.

Désignons par I/ ¢=1,2, ---, 1)) tous les intervalles tels que I; A M,==0
parmi des I, (¢(=1,2,.--,%) et par I/ (¢ =1,2,..-,7,) tous les autres
intervalles. Pour I/ ({=1,2,---,7,), on a

t‘Zl |G, (I 1< 121 (L) SwnMn f(pydp+ jg”;l F(R" A1)

IN

fi | (L) sli,ﬁMnf(P)dPI + :2; g |F(RTA L) |
< &/4+ é(lSn-gle‘,\I/[)
< &/4+18n- él |I/|< &/4+18n (/(18 x 4)n) = &/2
En notant M, A,, et I/AM,==0, on a
iZ IF(L’)I<;ZI]1(ILI x4n) <(6/(18 x 4)n) x dn < &[2.

Donc, on a i}lH,,(I/)]<6. D’autre part, pour I/ (1=1,2,-.-,4,), on a
G,(I"y=F(I;") pour tout i, puisque I'<<G,. Donc, on a 31| H,I;")|=0.
Conséquemment, il s’ensuit que ﬁ |H,(I,)|<&.
i=1

En vertu de 1’) 2”) et 3”), il résulte G,(I)=F(I) pour tout intervalle
ICR.®

Or, montrons que la fonction d’intervalle F(I) posséde la propriété
2) de la définition de lintégrale (®) pour la suite M, (r=1,2,-..).
Pour tout indice # et tout &>0, on prend le nombre &/18zn comme
d(n, 8. Soit I, ¢=1,2, ---, 7;) un systéme élémentaire d’intervalles dans
R,, possédant les propriétés suivantes :

1*) I,AM,==0 pour tout 7,

29 m (\J [—M)<3(n, ),
3*) morme (I)<1/n pour tout 7.

6) Voir, S. Saks: Theory of the Integral (1937), p. 121.
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Alors, on a
B FO-X D, | Ferdp
i=1 i=1 Ii~Mnp

=12 6H-2 W,  Fpd

—|§:<L>§ PR dpr RS PRI - RO, Fpdpl

1
I Mo-
L

2 B FRIAL IS ) 80 5 IRIALD)
< 18n- Z |1;1< 18n-8(n, &) = 18n-(5/18n) = &.

Mais il est remarquable que, pour une fonction d’intervalle F()
fini-additive définie dans un intervalle R, et telle que F/(p) existe sauf

pour un seul point p,, la fonction
F/( our tout p == p,,
F(p) = { p) p b==D
0  pour p=5p,,

n’est pas toujours intégrable (). En effet, nous pouvons le voir par
un exemple trés simple comme il suit:

Exemple. Lorsque F(I) est la fonction d’intervalle définie dans un
intervalle R,=[0, 1; 0, 1] de la maniére que

F() = (L)S «L)X —* Sdndy,

ou I=[a, b; ¢, d] contenu dans R,, la fonction d’intervalle F(I) n’est
pas continue (@) au point p,= (0, 0), quel que soit le nombre positif a.
Car, pour tout intervalle I=[0, 8; 0, §] contenu dans K,, on a

Fn=mf «L)S —x rdndy
= (L) S BZB dy = tan™* %]Z = tan™* % .

Fixons un nombre quelconque B. Alors, F(I )=tan‘1% tend vers =/2

lorsque & tend vers 0. Donc, F(I) n’est pas continue («) au point p,

pour tout a>0.
Par suite, pour la fonction d’intervalle F(), sa dérivée au sens

strict n’existe pas en p,.
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En outre, la fonction

e ) — { x”—:ﬁ si (%, )= (0, 0)
0 si (@ 3) =0, 0)

n’est pas intégrable () dans R,. Puisque

@ w Soi:j dndy = /4,
w2

1
0

x: ayydx = —=[4,
+y

on peut le voir en vertu du Théoréme 6.
D’ailleurs, si 'on ajoute la propriété d’étre continue(a) pour une
fonction d’intervalle, on a le

Théorem 13. Soit F(I) une fonction d’intervalle fini-additive définie
dans un intervalle R,, qui satisfait a la condition: F/(p) existe pour tout
point p de R, sauf tout aw plus une infinité dénombrable N et a tout point
p de N on peut faive correspondre un nomble positif aa=«a(p) dont F(I)
est continue (@) au point p. Alors, la fonction

| F/(D) si peN et peR,
l un nombre arbitrairve si peN

f(p) =

est intégrable (D) dans R,.

Démonstration. Désignons par A, I'ensemble de tous les points p
tels qu’on ait |F(l)|/|I|<n, quel que soit lintervalle /T R, renfermant
p et tel que norme (I)< 4/n. Désignons par p;,¢=1, 2, ---) ’ensemble
N. On verra alors que si l'on pose M,=A,uUN,(n=1, 2, ---), ol
N,={p;; i<m, a(p,) >1/n}, M,(n=1, 2, ---) est une suite caractéristique
pour lintégration (®) de f(p) et fondamentale pour lintégrale (®) de
f(»). En notant que l’ensemble N, est fini et que F(I) est continue
(1/n) a tout point pe€ N,, on peut le démontrer de la méme maniére
que la démonstration de Théoréme 12.

Nous entendons par p(I) le parameétre de régularité de l'intervalle
I, c.~a-d. le nombre |I|/|K|, K étant le plus petit carré contenant I.
Par F,(p) et F,(p) au point p d’une fonction d’intervalle F(I), nous
entendons respectivement la limite supérieure et inférieure de I’expres-
sion F(I)/|I|, ou I désigne un intervalle arbitraire tel que I3 p et p(I) >p,
lorsque l'aire |I| tend vers 0. Dans le cas ou lirrol F‘,,(P)=£im F,(p), ce

o> >0
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nombre porte le nom dérivée ordinaire de la fonctian F(I) au point p;
on la désigne par F’/(p).

Théoréme 14. Lorsque f(p) est une fonction integrable (D) dans un
intervalle R, de espace En, et F(I) est la fonction d’intervalle définie par
F(I)=(@)S F(DYAPUZR,), on a F'(p)=sf(p) presque partout dans R,.

I

Démonstration. Pour la simplicité, montrerons seulement le cas ou
n,=2. Soit F,n=1, 2, ---) une suite fondamentale pour l'intégrale (D)
de f(x,y). Considérons pour tout F, la fonction d’intervalle :

F() si ([)°AF,=+0

@m={ .
0 si (1)° AF,=0.

Pour montrer le résultat voulu, nous allons voir d’abord que la fonction
d’intervalle G,(I) est intégrable au sens de Burkill dans tout intervalle
I, R,, plus précisément, si 'on désigne par Sf G,(I) l'intégrale au sens
0
de Burkill de G,(/) dans I,, on a ST G,I)y= (L SI B f(x, nd(x, y).
0 oNf'n

Comme cela est noté dans § 5, a tout F, et tout & >0, on peut faire
correspondre un nombre positif 8% (n, & tel que les conditions suivantes :

1) ()°AF=+0 pour tout 7.
2) /l’z(‘\JIIx—Fn) <5>|< (n: 8)7
3) morme (I;) < 1/n pour tout ¢

entrainent
io io
SFGH-3 0|t pde, n1<e,
i=1 i=1 Ii~Fn
quel que soit le systéeme d’intervalles I;(¢(=1, 2, ---, i) contenus dans

R, et n’empiétant pas les uns sur les autres.
Puisque, pour I, tel que I,—F,==0, 'ensemble [,—F,, est ouvert dans
I,, on peut choisir une suite des intervalles R;( /=1, 2, .--) qui n’em-

piétent pas les uns sur les autres, telle que ORjzlo—F,,. On a un
. J=1
indice j, tel que MZ((IO—F,,)—\JojRj)<8*(n, €). Posons 7(§) =1/2-min
E =
1/n, dist. (F,~1L, \joRj))>0. Montrons que pour toute subdivision”
Jj=1

7) Quand un systéme d’intervalles est composé d’intervalles contenus dans un intervalle
I, contenant tous les points de I et n’empiétant pas les uns sur les autres, nous disons que
le systéme est une subdivision de I
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ILi@=1, 2, .-, i) de I, dont la norme de I, est inférieure a T(€) pour
tout 7, on a

Dem-0f, e e ni<e.

On a d’abord I, 1,— OR,- pour tout intervalle I, tel que ([)°AF,==0.
Car, si (x, ) est un Ij;ogint d'un tel intervalle [;, dist. (F,,f\Io, (x, )<
dist. (F,A 1;, (x, y))<2 -norme (I) < 27(6). 1l en résulte (x, y)e\/R Par
suite, on a I, I,— \jR Conséquemment, si ’on poseI (z__l 2, .-, 1)
tous les 1ntervalles I tels que (I,)° AF,=0, on a \jl’(l \/R On a
de plus ,wz(\JI’ F)</b2((1 \/R)—F)—/wz((l F)—\J )<5*(n &) et
norme (I’)<-r(8)<2n< . Il s’ensuit que

|§;1F(Ii,)—i:2,1 (L) Sli'anf(x’ ydx, y)|<€&.

En effet, on a
Bem-W |, | Fe nde y<e.

Pour un intervalle I, tel que [, ZF,,on a F()= (L)S flx, vdx, y)

f"\ Fp
pour tout intervalle I<”I,. On a par suite pour toute subdivision

Ii(i=17 2) R io) de Io
N6 =W, 1@ nde ).

Conségemment, la fonction d’intervalle G,(I) est intégrable au sens
de Burkill dans tout intervalle [, R, et on a

Sf G =S, , & nd, 5.

Oﬁ Fy,

Posons maintenant V,(I) = (L)j f (x, y)d(x, v) pour tout IR,.

On a alors V,/(x, y) =f(x, y) presque partout dans F,, de sorte qu’on ait
G,/ (x, ¥) =f(x, v) presque partout dans F,”. En notant la définition de
G,(I), on voit facilement que si G,/ (x, y) existe pour un point de densité
(x,y) de F,,on a G,/ (x,y) =F’(x,y). Dong, il s’ensuit que F’(x,y) =f(x,5)
presque partout dans F,. Puisque F,(z=1, 2, ..-) est une suite dont
le presque total est RK,, on a F’(x, y) =f(x, y) presque portout dans R,.

8) Voir, S. Kempisty : Fonctions d’intervalle non additives (1939), p. 21.
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Théoreme 15. Pour une fonction f(p) intégrable (D) dans un intervalle
R, de lespace Ex,, s’il ¥y a un nombre positif 8,, dépendant seulement de
Pindice n, de telle sorte quon puisse prendre 8,x & comme S(n, & qui est
mentionné a 2) de la définition de lintégrale (D), on a F/(p) = f(p) presque
partout dans R,.

Démonstration. Soit F,(z=1, 2, ---) une suite fondamentale pour
lintégrale (D) de f(p). Comme pn,(K,— \j 0, il s’agit d’établir que

F.(p)=f(p) presque partout dans tout F Cons1derons un point p de
densité de F, auquel on a V/(p)=f(p), V{I) étant la fonction d’inter-
valle définie de la maniére suivante

V)= L), Fo)dp, ISR,

Nous montrerons que, en tel point p, il se trouve F/(p) =f(p). Puisque
? est un point de densité de F,, il y a pour & >0 quelconque un nombre
©(& >0 tel qu’on ait

pnI—F,) [ | T|<(€x8,)/2,

quel que soit lintervalle 7 renfermant ?p et dont la norme est inférieure

a (8. Posons 7€) =min (1/#n, «(&)). Soit I un intervalle renfermant p

et dont la norme est inférieure a 7(§). Pour cela, on a I-F,=0,

norme ([) < 1/n et de plus, si lon pose & = 2un(l—F,)/5,, on a

p(I—F,) = (8,x&)/2<8,x&. il en résulte |F(I)—(L)L L F(Bdp|< e,
m&n

On a donc

Iy TI‘T” |11><8 s,

n

Comme nous avons V/(p)=s(p) au point p, il s’ensuit que F./(p) =F(p)
en ce point p.

Pour le cas ou il y a pour le point p un intervalle I, renfermant
b et contenu dans F,, il vient F(/)= V(I) pour tout intervalle I<I,.
Dong, il résulte évidemment F,(p)= V./(p)=s(p) en ce point p.

(Recgu le 29 Septembre, 1955)





