
Osaka Mathematical Journal
Vol. 7, No. 2, December, 1955.

Sur une Totalisation dans les Espaces de
Plusίeurs Dimensions. II

Par Shizu ENOMOTO

Dans le memoire precedante "Sur une totalisation dans les espaces
plusieurs dimensions. I",υ nous avons donne une totalisation dans les
espaces de plusieurs dimensions, qui a ete dite Γintegrale (®). Nous
avons montre dans le memoire qu'on peut ramener toute integrate (®)
dans un intervalle de n dimensions aux integrations au sens de Denjoy
ft-plement iterees sur des segments d'une dimension.

Dans ce memoire nous examinerons surtout les proprietes de Γinte-
grale (®).

On verra d'abord dans §5 que Γintegrale (®) est une extension de
Γintegrale au sens de Denjoy a Γespace (euclidien) de plusieurs dimen-
sions et que, comme le cas de Γintegrale au sens de Denjoy, il y a,
pour une fonction f(p) integrable (®) sur un intervalle R0 de plusieurs
dimensions, une suite d'ensembles fermes Fn(n = 1, 2, •••) non-decroissante,
de presque total R0 et telle que Γintegrale (®) sur RQ est la limite de
Γintegrale au sens de Lebesgue de f(p) sur Fn lorsque n tend vers 0.
On verra de plus que pour une fonction f ( p ) integrable (®) la fonction

d'intervalle F(I) = (®)\ f ( p ) d p est exterieurement et interieurement

continue.

Dans § 6, nous montrerons que si une fonction d'intervalle F(I) fini-
additive et definie dans un intervalle R09 est partout derivable au
sens strict dans RQy la fonction Fs'(p) est integrable (®) dans R0 et

F(I) = ((S))\ Fs'(p)dp. Montrons enfin que si f ( p ) est une fonction

integrable (®) dans un intervalle RQ et si F(I) est la fonction d'intervalle

definie par F(I) = (®)\ f(p)dp, la derivee ordinaire F'(p) existe presque
J/

partout dans R0 et on a F/(p)=f(p).

Desormais, nous gardons, sauf indication contraire, la terminologie
et les notations de le memoire I.

1) Shizu Enomoto: Sur une totalisation dans les espaces de plusieurs dimensions. I,
Osaka Math. J. 7 (1955), 69—102.
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§ 5. Quelques proprietes de Γintegrale (®).

Avant d'examiner les proprietes de Γintegrale (®), nous montrerons
que Γintegrale (®) est une extension de Γintegrale au sens de Denjoy
a Γespace de plusieurs dimensions. En effet, nous avons en plus du
Theoreme 3 et du Theoreme 4 le Theoreme suivant.

Theoreme 7. Si pour une function f(x1> x2, •••> Xιro) definie dans un
intervalle R0 = [aly b± a2y b2 • •• #W(), έ*0] il y a une function g(xj inte-
grable au sens de Denjoy sur \_a^ , δj telle qu'on ait

ι > *2> •"> XnQ) = g(xl) Pour tout (x19 •••, #»0)e[>2, b2; ••• a^, bnjy

alors, la function f(xly x2, •••, Xn0) est aussi integrable (®) dans RQ.

Demonstration. Montrerons simplement le cas oύ n0 = 2 seul.
Posons f(x, y)= f(xly x2) et g(x) = g(x1) Puisque g(x) est integrable au
sens de Denjoy sur [a19 δj, il y a du Theoreme 1 une suite d'ensembles
fermes non-decroissante Fn(« = l, 2, •••) de total [̂ , &J, qui satisfait
aux conditions suivantes :

1) g(x) est sommable sur tout Fn.
2) Pour tout Fn, la condition telle que Jif\FnΦQ pour tout /

entraίne | Σ G(/t)- Σ (L)f g(x)dx\<l/n(b2-a2), quel que soit le
ί = l ί=i JJίr\fn

systeme des intervalles Jf (i = 1, 2, ••-, / 0) contenus dans \_aly b^ et
n'empietant pas les uns sur les autres, G(/) etant Γintegrale au sens
de Denjoy de g ( x ) sur /C[^, 6J.

Montrons que si Γon pose F(I) = G(proj.x(I))x \proj. y(I)\ pour tout
intervalle /C#0 et Mn = Fnχ[a2,b2~\ (n = l, 2, —), F(7) est Γintegrale
(®) de f(xy y) sur / et Mn(n= 1, 2, ••-) est une suite caracteristique et
fondamentale de f(x, y).

II est evident que ^(7) est fini-additive, Mn(n = 1, 2, •••) est une
suite d'ensembles fermes non-decroissante de total R0 et / (x, y) est
sommable sur tout Mn.

Soit 7f.(ι" = l, 2, ••-, ί0) un systeme d'intervalles contenus dans R0 tel
que 7f /

r\MΛΦθ pour tout /. Puisqu'alors pour tout JG [ 2̂, £2] le systeme
d'intervalles proj.x((If)y) (i = l, 2, ••- ,ί0) dans [X, ftj, pouvant etre vide,
n'empietent pas les uns sur les autres, et puisqu'on a proj.x((Ii)

y)rλFn=\=Q
pour tout If tel que (7,-^φO, il resulte

^
On a done
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Σ/α, )- Σ (L)^^MJ(x, y) d(x, y) \

fit>2 ί'o ^ ί'θ I*

<(l/n(b2-a2))x(b2-a2) = l/n.

Soient 8 un nombre positif quelconque et m(n, 8) un indice tel que
2, 8)>n et l/m(w, £)<]£/2. Puisque f(x,y) est sommable sur MwCw,ε),

il y a un δ(w, θ)^>0 dont on a |(L) \ f ( x y y)d(x, y)\<^8/2 pour

tout ensemble Eζ^R0. Soit /,- (/ = 1,2, -••, /0) un systeme elementaire dans
RQ, qui satisfait aux conditions suivantes :

I7) /f A M Λ Φ θ pour tout ί,

20 y^2( W Λ —Mi) <^ δ(«, <?).

Comme MMCMw(w,ε), on a //AMncnίβ^O P°ur tout *"• On a done

I Σ F(Ii) - Σ (L) \ r „ f(x, v) d (x, y) I < I/m(n, 8) < 8/2 .
ί = l ί = l J/ίo MmCniβ)

D'autre part, comme on a

C^-^^

on a

Consequemment, il resulte

I Σ F(Ig)~ Σ (L) \ f(x9 y) d(xy y)\<8.
ί=.ι i=ι J/i0Mm

En effet, on voit que /(AT, jO est integrable (©) dans 1?0 et Mn(n = l, 2, ••-)
est une suite caracteristique et fondamentale pour Γintegrale (®) de

Dans la definition de Γintegrale (®), on peut voir que Γintegrale (®)
est determinee d'une faςon univoque par la fonction a integrer et ne
change pas de valeur, quand on modifie cette fonction dans un ensemble
de mesure nulle.

Car, en vertu du Theoreme 6, on peut ramener toute integrate
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(S5) dans un intervalle de n dimensions a n integrations au sens de
Denjoy consecutives sur des segments d'une dimension. On sait de plus
que Γintegrale au sens de Denjoy est determinee d'une faςon univoque
par la fonction a integrer et ne change pas de valeur, quand on modifie
cette fonction dans un ensemble de mesure nulle. De plus, on peut
voir aussitόt de la definition que si f ( p ) est intέgrable (®), une fonction
g ( p ) y dont on a g(p)~f(P) presque partout, est aussi integrable (®)
et Γintegrale (®) de f ( p ) est aussi celle de g(p).

En outre, on peut entendre de la definition que toute fonction
integrable (®) est mesurable et presque partout finie.

Theoreme 8. Si deux functions f^p) et f2(p) sont integrables (®)
dans un intervalle R0, il en est autant de toute combinaison lineaire de
ces functions (a coefficients constants a et β) et on a

Demonstration. Pour j = ί ou 2, soient Mjn («=1, 2, •••) une suite
caracteristique de Γintegration (®) de /} et Fjn (n — 1, 2, •••) une suite
f ondamentale de Γintegrale (®) de jj . Posons Mn = Mln f\ M2n et
Fn = Flnf\F2n pour tout n. Alors, on verra aussitόt de la definition que
Mn(n = l, 2, •••) est une suite caracteristique de f±+f2 et Fn (n = l, 2, •••)
est une suite f ondamentale de f λ + f 2 . En vertu de la remarque men-
tionnee plus haut, on verra de plus que Γegalite voulue est vraie.

Ensuite, remarquons le

Corollaire 1. Designons respectiυement par Rno+m0, RnG et RmQ les
intervalles \_aly ^ azy b2 ••• ano+mύ, bn0+mj dans Γespace Eno+mQy [_aly bλ

a2>b2> •" y βno, bn^\ dans Γespace EnQ et enfin Γintervalle [an0+ly bn0+1; •••
an0+m09 bn0+m0'} dans Γespace E™0. Pour une fonction f ( x 1 9 x2, ••• , Xn0+n?0)
integrable (®) dans J?*0+m0, la fonction

\ ' - ( ^ ) ) \ b l f ( X l y ^ ^
o J a\

est integrable (®) dans Rm0 et on a

== ^ M DJKn0 + tnQ

2) Plus precisement, pour presqe toutes les valeurs de (#«0+ι, ... , jc«0+»no) de Rm0,

g(Xnt+ιt... , Xn0+m0 )= (Φ) j^° (.»((©) j^/C*!, .» , ̂ »o+«θ)^l))...)^»θ),

et pour toutes les autres valeurs (ΛΓ« O +I, . . . , Λ:«O+^O) de -ί?m0,
, ... > Xno+mo) = un nombre quelconque.
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On peut le voir dans la demonstration du Theoreme 6.

Theoreme 9.3) Pour toute function f(p) intέgrable (®) sur un inter-
valle RQ de Γespace Er0, ίl y a une suite d* ensembles fermes /?,•(/ = !, 2, •••),
non-decroissante, de presque total R0 et telle que :

1) f(P) soit sommable sur tout Biy

2) on ait

(®)[ f(p)dp = \\m(L)\ f(p)dp.
JR0 i+°° JBi

Demonstration. Pour le cas oύ n0 — l, on a vu selon Theoreme 1
le resultat voulu. Done, il s'agit d'etablir que : si Ton suppose que le
resultat voulu est vrai pour tout n'<^nQy cela reste vrai pour w0.
Posons RQ = [aί9 ^ ••• a*^ bnQ~\. En vertu du Theoreme 6, il y a une
suite d'ensembles fermes D{ (i = 1, 2, •••) non-decroissante, de presque
total J?0 et telle que :

10 f(P) soit sommable "sur tout Df,
4)

2X) en presque tout point Q/ = (x1'9 •• ,^0-ι) d'intervalle KQ = [_aί9bl;
••• an0-ιy bnQ-ι~\, on peut determiner pour tout £'}>0 un indice i^(q'y 8) de
faςon qu'on ait

\(D)\bn° /(*/, - ,
J^«o

pour tout i>i

Posons

S
T

W°/(^ι, — ,
an0

alors, en vertu du Corollaire 1, la fonction g(xίy ••-, AΓ^-I) est integrable
(®) dans Γintervalle K0 et on a

Par suite, par hypothese de Γinduction, il y a pour la fonction
g(x19 ~ ,XnQ-ι) une suite d'ensembles fermes Bj (j — 1, 2, •••), non-decrois-
sante, de presque total K0 et telle que

1") S(Xι> ~'> Xn0-ι) soit sommable sur tout Bjy

2") pour <?^>0 quelconque, on peut choisir un indice jQ(β) tel que
) si 6>6' et qu'on ait

3) Voir Theoreme 2.
4) On peut le voir en vertu de la demonstration du Theoreme 6.
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(L) g(xί9 •••,
J^/ocβ)

Soit 6u(n = l9 2, •••) une suite quelconque telle que £M j 0. On peut
determiner pour Sn un nombre positif Sn de faςon que δw<^δw/ si n^>n'
et qu'on ait

quel que soit Γensemble 5 contenu dans /Γ0 dont la mesure est inf erieure
a δ w .

En raisonnant de la meme maniere, on peut voir qu'il y a pour
tout £w un indice i0(€n) et un ensemble ferme Hn contenu dans βy0cβn/s)
tels que ί0(^)>ί0(^) («>w7), Hn~^Hn, (w>n7), μn0-ι(Bj^n^-Hn) <min
(δw, 1/w) et on ait

pour tout q/ = (x1

/

9 ••• , Λ^-I) € fζ,.

Posons Fn=(Hnx[an09 bn^^Di^^ pour tout w. Alors on a

(L)f /(ΛΓ l f — , XnQJ-Fϊj

( L ) f ^(ΛΓ l f
J^"oCεM/3)

\(L)[ g(Xly '"y
J^y0Cε«/3)

(L)\ g(xl9 •• ,
J "n

\(L)\ g(xlf — ,^«o-
J#w

( L ) \ ((
J /%

On verra que Fn (w = l, 2, •••) est une suite voulue.
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Examinons maintenant la continuite de Γintegrale (®).
Nous disons qu'une fonction d'intervalle F(I) definie dans un inter -

valle RQ est continue (a) dans RQ (a un point p£R0) quand elle tend
vers zero avec Γaire d'intervalle / (renfermant p) dont la norme est
inferieure a a.

Theoreme 10. Lorsque f(p) est ίntegrable (®) dans un intervalle R0,
la fonction d'intervalle

(®)f f(P)dp si 7 A M M Φ O ,
J/

0 si 7AMM = 0

est continue(1/n) pour tout ny Mn(n = l,2, ~) etant une suite caracter-
istique pour ^integration (®) de f(p).

Demonstration. Soit Fn (n = 1, 2, •••) une suite fondamentale pour
Γintegrale (®) de f(p). Pour £^>Q quelconque, on peut determiner pour
Fn un nombre 8' — δ'(n, £) de f aςon qu'on ait

quel que soit Γensemble E dont la mesure est inferieure a δ. Posons

v = η(n, 8) r^min^, δ(ny θ/2)), oύ δ(n, 8/2) est le nombre mentionne
dans 2) de la definition de Γintegrale (3)) pour Mn (n = 1, 2, •••) et
Fn(n = l, 2, •••)• Alors, pour tout intervalle / tel que \I\<^η et que
norme (I) <^ 1/w, on a

Mn(I)-(L)\ f(p)dp\<e/2
Jlr^Fn

lorsque /AMMΦO et on a |-FVn(/)| = 0 lorsque I^Mn=0. Par suite,

\FMn(I)\<\(L)[ f(p)dp\ ±8/2<e/2 + e/2 = s. Done, FM«(/) est con-
jlr\pn

tinue (1/w).

Concernant la continuite de Γintegrale (®), on aura de plus le
theoreme suivant.

Pour cela, nous montrons d'abord le

Lemme 6. Designons respectivement par Jf?»0+w0, RnQ et R™Q les inter-
valles \^a1, bl az, b2 - #w0+™0, δw0+w0] J<2^^ Γespace EκQ+™Q, [ ,̂ ̂  #2, &2

tf"o> ̂ wo] rf^w5 Γespace En0 et enfin Γintervalle \_anQ+\y b*Q+ι\ ••• <z«0+m0, &»0+w0]
Γespace Em0. Pour une fonction f ( x l y x 2 y •••, ΛΓ«O+WO) integrable (®)
Jf?«o+w0, ί7 jv # ww^ 5^7^ non-decroissante d*ensembles fermes

Nh (h = l,2, •••), rf
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A tout h et tout £>0, on peut faire correspondre un nombre
τ(/z, £)>0 tel que τ(/i, 6)^>r(A/, 6) pour tout h<^hf et que les conditions
suivantes

1) proj.y(It)^Nh^Q pour tout I ,
EntQ

2) Σ \proj. y(It)\<r(h,e),
l=l EmQ

3) norme (proj.y(l^)<^\lh pour tout I
i * i EniQ

entrainent
h

I Σ
Z=l

^ systeme elementaire // (/= 1, 2, •••,
EI

Demonstration. Pqυr le cas ou w0 = l et mo est un nombre quel-
conque, on a vu selon Lemme 3 le resultat voulu. Done, il s'agit
d'etablir que : si Γon suppose que le resultat voulu est vrai pour tout
n'<^n0 et m0 quelconque, cela reste vrai pour w0 et mQ. En vertu du
Theoreme 6, la fonction f(x19 •• ,Xn0+m0) consideree comme fonction de
xί dans Γintervalle [_aί9 b^\ est integrable au sens de Denjoy presque
partout dans Γintervalle [#2, b2 ••• an0+m0, δ«0+m0]. Posons

S b\

a f(*ι, •", XnQ+mQ)d(Xl) .

Puisqu'alors en vertu du Corollaire 1 g(x2, •• ,#«0+«b) est integrable
dans Γintervalle [#2, bz • •• ^0+w0, δ«0+m0], par hypothese de Γinduction,
il y a une suite non-decroissante d'ensembles fermes Nh (h = l, 2, •••),
de total R™0 et telle que:

a tout h et tout £^>0, on peut faire correspondre un nombre
τ(hy ^)^>0 tel que τ(/z, ^)^>τ(Ax, 6) pour tout h<^hf et que les conditions
suivantes

10 proj.y(I/)^NhφQ pour tout /,

20

30 worm^ (proj.y(I/)\<^l/h pour tout /

entrainent w°

,
/ί
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quel que soit le systeme elementaire //(/=!, 2, •• ,/ 0) dans Γintervalle
[#2,#2; '-;an0+>n0, £*0+

wo] de nQ + πιQ — 1 dimensions tel que proj.x(I/) =

[<z2 , #2 an0 , 6«0] pour tout /.

Soit //(/ = !, 2, •••, /0) un systeme elementaire dans

1") proj.y(It)^Nh^Q pour tout /,
EmQ

1 = 1 Em,

3") norme (proj.y(It))<^\/h pour tout / ,
Em0

4") proj.x(Il) = RnQ pour tout /.
EΠQ

Puisqu'alors proj.y(It) (I = 1, 2, ••-, /0) est un systeme elementaire dans
jfe WQ

T?WO, si Γon pose

pour tout /, le systeme elementaire //(/ = !, 2, •••, /0) dans [#2> ^2 >' * * •
anQ+m09 δw0+

wo] possede les proprietes I7) 27) et 30 d'en haut. Done, on a

r,J/z

Par suite,

/o f
Σ (©) I /(^ , , Xn,+m,) d (X, , - , #HO

1=1 Jli

Nous disons qu'une fonction d'intervalle F(I) definie dans un inter-
valle R0 de Γespace En0 est eτterieurement, resp. interieurement, continue
en un intervalle I situe dans 7?0, lorsque pour tout intervalle / il y a
pour £^>0 un nombre 8(8, 7»0 tel que si P^I, resp. /^/7, et

, /), resp. ^0(/-/')<S(£, /), on a

Theoreme 11. Powr une fonction integrable (®) J^W5 zm intervalle

R0 de Γespace En,, la fonction d'intervalle F(/) = (®)f f(p}dp est exteri-

eurement et interieurement continue en tout intervalle

Demonstration. Montrons seulement que F(I) est exterieurement
continue pour le cas oύ nϋ = 3. Soient 70 = [«01 , b01 ^02 , b02 <203 , &03] un
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intervalle quelconque situe dans R0 = \_a^, bl a2, b2 az, #3] et 6 un
nombre positif quelconque.

1°) Puisque f ( p ) est integrable (©) dans Γintervalle [<z0ι>£oι; ^02^02ί
# 3>AJ> en vertu du Lemme 6 il y a une suite d'ensembles Nh(h = l,2y • ••),
non-decroissante, de total [#3, £3] et telle que:

a tout h on peut f aire correspondre un nombre positif τ3(/z, 8) tel
que les conditions suivantes

10 proj.y^r.N^Q pour t o u t / ,

20 Σ \proj. y(It)\<i^(h9e),

30 norme (proj.y(It))\<^l/h pour tout /

entrainent

quel que soit le systeme d'intervalles II(7 — 1,2, •••, /0) tel que proj.x(Ij) =

£2
Ooi > *oι ^02, #02] Pour tout /.

Comme Nh (h = 1,2, •••) est une suite non-decroissante et de total
[#3> #3], il y a un ensemble Λ^0 renfermant les points #03 et δ03. Done,
si Γon pose τ3(6) —min (1/Λ0, τ3(^0, 6)/2), pour toute couple (a"', b"') telle
que «o<^//<^3<δo3<δ///<δ3, Λ08-Λ///<τa(6) et ft///-&03<^(<?), on a

oύ I, = [>01 , b01 ^02 , &02 a"', aQJ et 72 = [>01 , δ01 a02 , i02 δ03 , δ
7"].

Lorsqu'on y remplace Γaxe >ε par Γaxe j, resp. Γaxe x, on peut
determiner un nombre τ (£) (/ = 2, resp. ί = l) tel que:

pour toute couple (aa\ δco) (/ = 2, resp. 2 — 1) telle que ^/<^c/)<^0/

(6) et (&CO-£O;)<M£)> on a

oύ I, = [̂ 01 , δ0ι a"> a™ ^o3 , *03] et 72 = [aol , δ01 δ02 , b" #03 , 603] , resp.
Λ = IX> 0̂1 ^02 , #02 ^03 , ̂ 03] et 72 = [i01 , bf \ a02 , δ02 <z03 , 603].

2°) Puisque f ( p ) est integrable (©) dans Γintervalle O0ι> &0ι; ^ 2>&

2;
<z3, £3], en vertu du Lemme 6 il y a une suite d'ensembles W Λ ' (A = 1, 2,
•••), non-decroissante, de total [#2, b2; a3, b3~] et telle que:

a tout A on peut faire correspondre un nombre positif τ/(A, 6) tel
que les conditions suivantes
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10 proj. y(It) A Nh' Φ 0 pour tout / ,
E2

20 £ \proj. JIJKrSfaG),
' 1 E2

30 #0wz£ (proj.^X^l/h pour tout /
£2

entrainent

quel que soit le systeme d'intervalles //(/= 1, 2, ••• , /0) tel que
proj.x(Il) = {a^, #01] Pour tout /.

Pour la suite Nh' (A = l, 2, •••), il y a un ensemble N£ renfermant
les points (<702, #03), (#02, δ03), (£02, 003) et (b02,bj. Done, si 1'on pose
τ/(<S) = min(l/λ', (T/ίλ', £))1/2/2), pour toutes les couples (0", δ") et (#'", b'")

telles que ̂ ^^^^^K^^^0'̂ ^, K— ̂ X '̂̂ ) et (&CO-U«(^)
pour / = 2, 3, on a

I g ,?(/,) |< 6/9,

oύ /! = [>01 , έ01 β/x , #02 ^/7/, ̂ 03], 72 = [βr01 , 601 a" , #02 b03 , 6
/7/], 73 = |>01 , &0ι 5

έ02 , b" α"', ̂ 03] et 74 - [̂  , i01 δ02 , &- έ03 , 6"G.

Lorsqu'on y remplace les axes y, z par z, x, resp. x, y, on peut
determiner un nombre positif τ/(6), resp. r/(£), dont il resulte le meme
resultat que celui d'en haut.

3°) De meme, on peut determiner selon Theoreme 10 un nombre
positif τ/x(£) tel que :

pour toutes trois couples (cf, V) (a", b") et (a'", bf") telles que
«, < ̂  < a* < boί < b™ < b, , (aoί- a™) < τ"(£) et (6Cί)- 60/) < τ"(5) pour
/ = !, 2, 3, on a

oύ //(/=!, 2, •••, 8) designent [tous les inter valles [/lf /2y /3Ar] ( i , j , k =
1 ou 2) tels que /Λ = [βc*5, ̂ ], Λ2 = [̂ , ̂ ] (A = 1,2, 3).

Posons ιc(6) = min (τf.(6) (ί = 1, 2, 3), τ/(£) (i = 1, 2, 3), r"(S)) x min

((£o2-tfo2)(£o3-tfo3)> (*o3-«o3)(*oι-«01), (*oι - «oι) (δo2 - ̂ 02))) Alors, a cause de
1°) 2°) et 3°), on peut voir que

\F(I)-F(I0)\<€,

quel que soit Γintervalle / tel que 7^/0 et μ,3(I—
Passons encore a la definition de Γintegrale (®).



168 S. ENOMOTO

On verra aussitot que, f(p) etant une fonction integrable (©), on
peut choisir une suite fondamentale Fn (» = 1, 2, •••) pour 1'integrale (®)
de /(/>), de telle sorte que f(p) so it mesurable et bornee sur tout Fn.

Soit f(p) une fonction integrable (®) dans un intervalle J?0 de
Γespace 7?*0. Soient MM (w = 1, 2, •••) une suite characteristique pour
Γintegrale (®) de f(p) et Fn(« = l, 2, ...) une suite foundamental pour
Γintegrale (3>) de /(^) et F f f(« = l, 2, •••) une suite fondamental pour
Γintegrale (®) de /(.£). Alors on voit que:

2*) A tout n et tout £>0, on peut faire correspendre un nombre
tel que les conditions suivantes

2*1) (7,)° A Mn Φ 0 pour tout i ,

2*2) ^0(VA-M,)<δ* («,£),
ί = l

2*3) norme (IJ^l/n pour tout ί

entrainent

quel que soit le systeme d'intervalles 7f (ι" = l, 2, •• ,ί0) contenus dans i?0

et n'empietant pas les uns sur les autres.

Car, soit δ(n,S) un nombre positif mentionne a 2) de la definition
de ^integration (©) pour Mn (« = 1,2, •••) et Fn (w = l,2, •••)• Posons
δ*(«, 6) = δ(«, 6/2). Soit 7f (i = 1,2, •• ,ί0)

 un systeme d'intervalles conte-
nus dans 7?0 et n'empietant pas les uns sur les autres. Supposons que
le systeme satisfasse aux conditions 2*1), 2*2) et 2*3). En vertu du
Theoreme 11, il y a pour le systeme un systeme d'intervalles 7/
(ι = l,2, -.,ι0) tel que:

10 7/ A M w ΦO pour t o u t / ,

20 7/ C 7f. pour tout / ,

30 IΣ^-ΣW)l<*/4 et I Σ ( L ) f(P)dp\<e/±.

Selon 20, on a AH( y 7/— Mn)<δ* («,6) = δ(«,6/2) et nor me (I /)< nor me

pour tout /. Done, en vertu de la definition on a

f(P)dp\<ε/2.
ι j l π F n

Par consequent, il vient que
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tf(P)dp\

<l Σ F(I{)- Σ F(I{') + I g F(I/)- Σ (L)\x f(P) dP\

Ό

+ I Σ ( ^

§ 6. Rapport a la derivation.

Commenςons par deux theoremes 'suivants, qui pourront etre re-
gardes comme point de depart de nos etudes sur Γintegrale (®).

Par derivee au sens strict Fs'(p) au point p d'une fonction d'inter-
valle F(I)9 nous entendons la limite de Γexpression F(I)/\I\y oύ /
designe un intervalle renfermant p et dont norme (I) tend vers 0.

Theoreme 12. Si F(I) est une fonction d'ίnterυalle finί-additive definie
dans un intervalle RQ de Γespace E^ tel qu'il y ait Fs'(p} en tout point p
de R0, la fonction F8'(p) est ίntegrable (®) dans R0 et on a

F(I) = (®) [ Fs

f (p) dp pour tout I^
Jl

Demonstration. Simplement, nons nous bornons au cas de n0 = 2.
Designons par f(p) la fonction Fs'(p}. Pour tout n, An designe Γensemble

de tous les points p tels qu'on ait — ̂ -^-<^n, quel que soit Γintervalle

I^KO refermant p et tel que norme (I)<^4/n. Posons MH = ΆM(n = ί,2,
•••)• On voit aussitόt que Mn (w = l, 2, •••) est une suite d'ensembles
fermes non-decroissante et de total RQ. Montrons que ce sera une
suite caracteristique pour Γintegration (®) de f(p) et fondamentale pour
Γintegrale (®) de f(p). Nous allons montrer d'abord Mn^sA2n pour tout
n. Pour cela, il suffit de prouver Λn—An^A2n pour tout n. Soient p
un point de Άn— An et 7 un intervalle renfermant p et tel que norme
(I)<^2/n. Alors, il y a une suite des points pj (j = 1, 2, •••) telle que
pj G An et lim ρj = p. Pour cela, les deux cas suivants peuvent etre

consideres.

i) Le cas oύ il y a pj0 tel que pj0el: Comme pj0£An, on voit
aussitόt que \F(I) /|/|<«<2w.

ii) Le cas oΰ il n'y a aucun point pj tel que pj£l: Dans le cas,
sans restreindre la generalite, il suffit de considerer les deux cas suivants
qui sont montres dans fig. 2.
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Pour a), on peut construire comme fig. 2 un
intervalle Γ tel que :

1) I\JIf soit un intervalle,

2) il y ait un pj0 e Γ,

3) norme(Γχ2/n,

4) |/'|<|/|/2.

Parce qu'il en resulte nor me (I \j Γ)<^4/n et

I\JΓ*PJ*> on a |F(/V7 /')I<I/V'Ί •» et
|F(/')|<|/| n . Done,

a) 7

P
vU

* r
#

PJO

Γ

vl
r,

/

. P

I'

Fig. 2
<\F(I\JI>)\

+ \If\} n<2n\I\. Pour δ), on peut construire
comme fig. 2 trois intervalles /Cί) (ι = l,2, 3) n'empietant pas les uns sur
les autres et tels que:

!\J ' (\J Ί™) soit un intervalle.
ί=ι

il y ait pour I'" un pj0 e Γ".

norme(FD)<^2/n pour t o u t / .

2)

3)

4)

De la meme maniere que a), on peut demontrer que F(I)\<^2n\I\ .
Done, le point p appartient a A2n.

D'apres ce qu'on a Mnζ^A2n, \f(p)\<2n pour tout peMn. Par
consequent, f(p) est sommable sur tout Mn.

Pour montrer la propriete 2) de la definition de Γintegrale (®),
commenςons par les preparatifs suivants.

Designons par 9ϊw(^?0) toutes les mailles du m^-reseau de Γintervalle
R0 pour tout m = 1, 2, Posons Gn = I0—Mn et choisissons: dans
SI^RQ) les mailles qui sont contenues dans GM, dans 3ΐ2(ί?0) les mailles
qui sont contenues dans Gn et qui ne sont pas contenue dans les
mailles precedemment choisies et ainsi de suite. On les designe par
Rn

} (/ = !, 2, •••). Us possedent les trois proprietes suivantes :
00

1°) \J R*j = Gn et R™ (y = l, 2, •••) n'empietent pas les unes sur les

autres.

2°) Pour tout intervalle /C#0, on a Σ l^(^ A^DK °° En

outre, pour tout intervalle / C! R0 dont nor me (I) <^ 1/w , on a

On voit aisement la propriete 1°). Montrerons la propriete 2°).
Soit /0 un indice tel que norme(Rnj)<^l/n pour touty<y o Si R™ est
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une maille de m*-reseau, la maille de (m—If-reseau qui contient Rn

3

possede au moins un point pnj de Mn. Pour tout R™ (j~>jQ}> designons
par Q*$ la maille. Alors, sans restreindre la generalite, on peut considerer
seulement les trois cas suivants qui sont montres dans fig. 3. Soient

PnJ

*5 j

3

βy

PnJ

<τj

Vj;

«Γ

of
Pni

R^

αy

Fig. 3

Q5CO (/ = !, 2, 3) des intervalles construits comme fig. 3. Puisque norme
(Q5co)<l/« et pnj£A2n pour tout y>/ 0 > on a |F(7?p|<18w Rn

}\J>ΰ,
de la meme maniere que le cas de fig. 2. On a done

Par suite,

De m^me, on peut prouver le reste de la propriete 2°).

Definissons maintenant une fonction d'intervalle Gw(7) de maniere
que

M(7) = (L) f f ( p ) dp+ , 7C

Alors, cela possede les proprietes suivantes:

10 Gn(7) est fini-additive.

20 On a Gn(I) = F(I) pour tout intervalle 7 contenu dans GM.

30 (GW)/C£) =/(ί) presque partout dans Af n .

On voit facilement la propriete lx). Pour 2 X ) : Comme 7C^GW, on a
7AMM = 0 pour Γensemble ferme Mw, de sorte que dist. (7, Mw)>0.5)

Done, on peut choisir un intervalle Γ = [<z, β7 δ, fi7] tel que les points
(a, b), (a!, b), (a, bf), (af

y b') soient des points de division d'un m^-reseau.
Pour cet intervalle Γ', on peut choisir un indice jQ tel que Γ n'empietent

5) Pour deux ensembles A et B quelconques, dist. (A, B) designe le nombre borne sup
,. .
dist.
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aucune R™ pour tout j^>j0. On a Γ = \J (Rn

jrλΓ), de sorte que

.7=1

est fini-additive. Pour 3'): Posons Φ(/) = (L)l f ( P ) d p , /C

Alors, on a Φs'(P)=f(P) presque partout dans Mn. Soient p un point
de dispersion de Γensemble complementaire de Mn dont on a Φ's(P)=f(P)
au point ^ et / un intervalle renfermant p et dont la norme est
inferieure a 1/w. Alors, on a selon 2°)

_ _
I/I ί/ι ~ i/i

Par suite,

lim
I I/I

oύ / designe un intervalle arbitraire renfermant p et dont la norme

tend vers 0. II en resulte lim j-^± — -= - = 0. On a done-=
\1

En effet, (GJ/ (p)=f(p) presque partout dans Mw.
Considerons ensuite une fonction d'intervalle definie par Hn(I) =

Gn(I)—F(I), I^R0. On verra qu'elle possede les proprietes suivantes:

1") #„(/) est fini-additive.
2/x) (#„)/ (^) r^ 0 presque partout dans R0.
3/x) Hn(I) est absolument continue sur RQy c.-a-d. etant donne

6^>0, on peut determiner un nombre η~η(S)^>Q de faςon qu'on ait

ΣITOK*.
ί=ι

quel que soit le systeme d'intervalles Ii (/ = !, 2, •••, /0) n'empietant pas
*Ό

les uns sur les autres et dont la mesure Σ I Ί I est inferieure a η.
i = l

On voit aussitόt la propriete Γ). Pour 27/) : Comme (G^s

f(p)^=f(p)
et Fs'(p)=f(p) presque partout dans Mw, (Hn}s'(p)^=Q presque partout
dans MM. D'autre part, pour le point p de R0—Mn il y a un intervalle
70 contenant p et contenu dans RQ—Mn. On a selon 2") Gn(I)=F(I)
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pour tout /C/o Done, (Hn\'(p) = Q. Pour 3") : Comme la f onction f(p)
est sommable sur Mny il y a pour tout (P>)£^>0, un nombre δ = δ(£)^>0
tel que pour tout ensemble E la condition μ2 (E) <^ δ entraine

(L) f f(p) dp |< 8/4: . Posons η = min (δ, 6/(18 x4)n). Soit /, (ί = 1,
J E^Mn

2, •• ,ί0) un systeme d'intervalles dont les intervalles n'empietent pas
*o

les uns sur les autres et Σ |/, |<^

Designons par // (/ — 1, 2, ••• , ί\) tous les intervalles tels que /,. AMn Φ 0
parmi des /,- (/ = 1,2, ••-, /0) et par //' (/ = 1,2, ••• , ί2) tous les autres
intervalles. Pour // (ί = 1,2,' , ίj, on a

Σ |GW(//)|<Σ |(

< Σ I to f , , M /(ί)^l + Σ
i = i J4 ΓΛ-^W < = 1

Σ

< fi/4 -f 18» Σ 1 7/ 1< £/4 + 18w (£/(18 x 4) ») == 6/2

En notant AfnCΛ« et ^/nMzΦO, on a

Σ

Done, on a ΣI^JΛOK^ D'autre part, pour L" (ί = l,2, ••-, f"2), on a
ί=1

Gn(Ii")=F(Ii") pour tout/, puisque //X<GW. Done, on a Σ | ̂ (//O | = 0.
z"o ί=1

Consequemment, il s'ensuit que Σ \Hn(Ii)\<^8 .

En vertu de 10 2") et 3"), il resulte Gn(I)=F(I) pour tout intervalle

Or, montrons que la f onction d'intervalle F(I) possede la propriete
2) de la definition de Γintegrale (©) pour la suite Mn (n = l, 2, •••) .
Pour tout indice n et tout £>0, on prend le nombre £/18w comme
δ(w, 6). Soit If (ί = l, 2, -••, ι0) un systeme elementaire d'intervalles dans
?̂0 , possedant les proprietes suivantes :

IiΓ,Mn φ 0 pour tout i ,

MVM- Mw)<δ(^,6),

3*) nor me (/,.) <^l/n pour tout ί .

2*) MV

6) Voir, S. Saks : Theory of the Integral (1937), p. 121.
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Alors, on a

f(P)dp\

f(P)dp\

= I Σ (£) ( f(P) dp* Σ ( Σ WA/,.)) - Σ

I "SΓΊ γi P(Ώn T\ <^ VI (ΛΆvj. V1

— I 7.j ? * * \ ** j A •* ί/ —^ ' * v LO'* / i
ί = i J = l ί = l J=l

*0

Mais il est remarquable que, pour une fonction d'intervalle F(I)
fini-additive definie dans un intervalle RQ et telle que Fs'(p) existe sauf
pour un seul point pQ> la fonction

's(P) pour tout p Φ p0,

0 pour p = PQ ,

n'est pas toujours integrable (®). En effet, nous pouvons le voir par
un exemple tres simple comme il suit:

Exemple. Lorsque F(I) est la fonction d'intervalle definie dans un
intervalle RQ = [0, 1 0, 1] de la maniere que

oύ /=[#, b; c, J] contenu dans J?0, la fonction d'intervalle F(I) n'est
pas continue (Λ) au point ^0=rr(0, 0), quel que soit le nombre positif a.

Car, pour tout intervalle /= [0, β 0, δ] contenu dans R0 , on a

= (L) f -A_ rfy = tan'1 y. T = tan'1 — .
I*β2+y βlo β

£
Fixons un nombre quelconque β. Alors, F(I) = tan~1- tend vers π/2

lorsque δ tend vers 0. Done, F(I) n'est pas continue (α) au point p0

pour tout α^>0.
Par suite, pour la fonction d'intervalle F(I), sa derivee au sens

strict n'existe pas en p0.
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En outre, la fonction

V2-X2

f(χ, y) = x2+y*
si (x, y) Φ (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

n'est pas integrable (®) dans R0. Puisque

(L) \\(L) Γ ζz*!̂ * = -τr/4
Jo J o χ2+2

\X2+y

on peut le voir en vertu du Theoreme 6.

D'ailleurs, si Γon ajoute la propriete d'etre continue (a) pour une
fonction d'intervalle, on a le

Theorem 13. Soit F(I) une fonction d'intervalle fini-additive definie
dans un interval le R0, qui satis fait a la condition: Fs

f(p) existe pour tout
point p de R0 sauf tout au plus une infinite denombrable N et a tout point
p de N on peut faire correspondre un nomble posίtif a = a(p) dont F(I)
est continue (a) au point p. Alors, la fonction

un nombre arbitraire si p^N

est integrable (®) dans RQ.

Demonstration. Designons par An Γensemble de tous les points p
tels qu'on ait \F(I) \ / |/|<X Quel que soit Γintervalle Iζ^R0 renfermant
p et tel que norme (I)<^4/n. Designons par ρ.(i = l, 2, ••-) Γensemble
N. On verra alors que si Γon pose Mn = Άn\jNn(n = \, 2, •••), oύ
Nn={pfi ί<n, ^(A )>l/w}> Λf»(w = l>2, -•) est une suite caracteristique
pour Γintegration (®) de f ( p ) et fondamentale pour Γintegrale (®) de
f ( p ) . En notant que Γensemble Nn est fini et que F(I) est continue
(ί/ri) a tout point p£Nn, on peut le demontrer de la meme maniere
que la demonstration de Theoreme 12.

Nous entendons par p(I) le parametre de regularise de Γintervalle
/, c.-a-d. le nombre \ I \ / \ K \ , K etant le plus petit carre contenant /.
Par Fp(p) et F?(p) au point p d'une fonction d'intervalle F(I], nous
entendons respectivement la limite superieure et inferieure de Γexpres-
sion F(I)I \I\ , oύ / designe un intervalle arbitraire tel que I3p et p(I) >/o,
lorsque Γaire |/| tend vers 0. Dans le cas oύ limFp(^) = limFp(^), ce

P-*0 p->0
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nombre porte le nom derivee ordinaire de la fonctian F(I) au point p
on la designe par F'(p).

Theoreme 14. Lorsque f ( p ) est une function integrable (®) dans un
intervalle R0 de Γespace EnQ et F(I) est la function d'ίntervalle definie par

= (®)f f(P)dp(I^RQ), on a F'(p)=f(p) presque partout dans RQ.

Demonstration. Pour la simplicite, montrerons settlement le cas oύ
n0 = 2. Soit Fn(n = l, 2, •••) une suite fondamentale pour Γintegrale (®)
de f ( x y y). Considerons pour tout Fn la fonction d'intervalle :

(0 si (7)°AFW = 0.

Pour montrer le resultat voulu, nous allons voir d'abord que la fonction
d'intervalle Gn(I) est integrable au sens de Burkill dans tout intervalle

Λ^^o> Plus precisement, si Γon designe par I Gn(I) Γintegrale au sens
r* J/0 r

de Burkill de Gn(I) dans 70, on a J 7 Gn(I) = (L)\j p f(x, y)d(xy y).

Comme cela est note dans § 5, a tout Fn et tout 6^>0, on peut faire
correspondre un nombre positif δ*(w, 8) tel que les conditions suivantes:

1) (7,)°AFΦO pour tout i.

2) ^(07,-^χδ* (w, 8),

3) nor me (7z)<^l/w pour tout /

entraίnent

I Σ/(Λ) - Σ (L) I/4ojFf/(*> Λrf(*> Λ I < 8 >

quel que soit le systeme d'intervalles I.(i = l, 2, ••-, /0) contenus dans
jf?0 et n'empietant pas les uns sur les autres.

Puisque, pour 70 tel que 70—FWΦO, Γensemble I0—Fn est ouvert dans
70, on peut choisir une suite des intervalles !?,•(/= 1, 2, •••) qui n'em-

pietent pas les uns sur les autres, telle que \J Rj = IQ—Fn. On a un
Jo J==1

indice jQ tel que μ2((I0—Fn)—\JRj)<^δ*(n,8). Posons τ(£) = l/2 min
Jo ^

(1/n, dist. (FwΓλ70, \JRj))^>Q. Montrons que pour toute subdivision^

7) Quand un systeme d'intervalles est compose d'intervalles contenus dans un intervalle
I, contenant tous les points de I et n'empietant pas les uns sur les autres, nous disons que
le systeme est une subdivision de I.
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/,.(/ = 1, 2, • •-, ι0) de 70 dont la norme de 7, est inferieure a τ(£) pour
tout i, on a

IΣ Gn(4) - (L) \ f(x9 y)d(x9y)\<€.
2 = 1 JlQΓΛFn

On a d'abord 7,.C70—V/#/ P°ur tout intervalle I{ tel que (7t )°AFMΦθ.

Car, si (x, y) est un point d'un tel intervalle 7Z, dist. (FwA70, (x, j))<

dist . (Fn r\ If , (x, y) )< 2 wm<? (/,.) < 2τ (£) . II en resulte (x, y)£\J Rj . Par
1 Jo j=1

suite, on a /f £C/0— W^y- Consequemment, si Γon pose 7/(i = 1, 2, •••, ί7)
j = 1 ί' JO

tous les inter valles 7f tels que (7Z )°AFWΦO, on a V77/C70— V/f?/. On a

de plus ^(θΛ'-^J<^((/o-0^)-^=^((Λ-^ «) et

norme (7/)<^τ(έ)<2~<^— . II s'ensuit que

I Σ ̂ (//) - Σ (
ί = l ί = i

En effet, on a

IΣ G(7,)-(L) f
ί = l Jl

Pour un intervalle 70 tel que 70CFW, on a F(7) = (L) I f(x, y)d (x, y)
J If~\Fn

pour tout intervalle /C|/0. On a par suite pour toute subdivision
/,.(/ = !, 2, -, ίβ) de /„

Σ Gκ(/,.) = (L) f /(«,
ί = l J-'OΓΛ^W

Conseqemment, la fonction d'intervalle Gn(l) est integrable au sens

de Burkill dans tout intervalle 70Cί?0 et on a

ί*Gll(7) = ( L ) f r /(*, j>)</(*, J).
J *i0 J -*0 Γ -̂̂ ίi

Posons maintenant FM(7) — (L) /(Λ:, y)d(x, y) pour tout 7CJ?0

On a alors 1/V(*> )̂ =/(*> J) presque partout dans Fw, de sorte qu'on ait
Gn'(x9 y)=f(x, y) presque partout dans Fn

8\ En notant la definition de
Gw(7), on voit facilement que si Gn'(x9 y) existe pour un point de densite
(x, y) de Fn9 on a Gn'(x9y) =F'(x,y). Done, il s'ensuit que F'(x, y) =f(x9y)
presque partout dans Fn. Puisque Fn(n = Ί9 2, •••) est une suite dont
le presque total est R0, on a F'(x9y)=f(x9 y) presque portout dans R0.

8) Voir, S. Kempisty : Functions d'intervalle non additives (1939), p. 21.
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Theoreme 15. Pour une function f (p) integrable (S>) dans un intervalle
RQ de Γespace ErQ, s'il y a un nombre positif 8n, dependant seulement de
Γindice n, de telle sorte qu'on puisse prendre δ w x£ comme δ(n, £) qui est
mentionne a 2) de la definition de lfintegrate (®), on a F^(p) =f(P) presque
par tout dans R0.

Demonstration. Soit Fn(n = l, 2, •••) une suite fondamentale pour

Γintέgrale (®) de f ( p ) . Comme μ»0(RQ-\JFn)=Q, il s'agit d'etablir que
w=l

Fs'(p)=f(p) presque partout dans tout Fn. Considerons un point p de
densite de Fn auquel on a Vs'(p)=f(p), V(I) etant la fonction d'inter-
valle definie de la maniere suivante

= (L)\
J

Nous montrerons que, en tel point p, il se trouve Fa'(p) =f(p). Puisque
p est un point de densite de Fny il y a pour £^>0 quelconque un nombre

tel qu'on ait

quel que soit Γintervalle / renfermant p et dont la norme est inferieure
a κ(S). Posons η(€) = min(l/w, κ(£)). Soit / un intervalle renfermant p
et dont la norme est inferieure a ?;(£). Pour cela, on a /A,FMΦO,
norme (I) <^ l/n et de plus, si Γon pose £' = 2μ//0(/— Fn)/δn, on a

μn0(I— Fn) = (δnx £') /2 <C ̂ M x £'• il en resulte | F ( I ) — (L)\

On a done

<T-F£^^x^ χ _2_ = 6
I/I I/I

Comme nous avons Vs'(p)=f(p) au point^, il s'ensuit que Fs'(p)=f(p)
en ce point .̂

Pour le cas oύ il y a pour le point p un intervalle /0 renfermant
p et contenu dans Fn, il vient F(I) = V(I) pour tout intervalle /C/0.
Done, il resulte evidemment Fs'(p) = Vs'(p)=f(p) en ce point p.

(Reςu le 29 Septembre, 1955)




