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Sur le theoreme deMiintz dans In theorie dupotentiel

Par Seturo SIMODA

II nous sembla que J: Schauder autrefois prit le point de depart
au theoreme de Miintz Ό dansTetablissement de sa theorie des equations
differentielles lineaires aux derivees partielles du type elliptique2).
Mais, avec c'ela, le theoreme de Miintz lui-meme nous interesse, spe-
cialement en le traitant avec la forme au nombre fini quelconque de
variables independantes.

En 1948, nous congϋmes une demonstration de ce theoreme, qui
differe de celle de Mϋntz et va analogiquement au cas de deux vari-
ables independantes meme si le nombre de celles-ci est plus de deux.

1. Preliminaire. Exposition des Notations. — Tout d'abord, promet-
tons que n designe toujour, desormais, un nombre entier definit et non
moindre que deux.

Designons par minuscules xf ξ, py q ou majuscule X des points de
Γespace euclidien a ^-dimension. En considerant Γespace a ^-dimen-
sion comme un espace vectoriel, nous nous servons de toutes notations
vectorielles, et designons par \x—ξ\ la distance euclidienne entre deux
points %, ξ.

Quant a la derivation partielle, nous employons les notions suivantes:
d'abord 3Eu (x) annonce la limite

pourvu qu'elle existe, E designant un vecteur unitaire definit. C'est la
derivee (partielle) dans la direction de E au point x. Ensuite, dEu(x)

1) Ch. Miintz: Zum Randwertproblem der partiellen Όifferentiaigletchung der
Minimalflachen. ζj. fur Math. 139 (1911), pp. 52-79, voir specialement pp. 55-66, et les
remarques a p. 54 et p. 66).

2) J. Schauder: Ueber lineare elliptische Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung. ζMath. Zeitsch. 38 ζl934), pp. 257-282). Voir, en outre, pour reference Uenseig.
nement math. 35 ζl936), pp. 126-139, <ξ Equations du type elliptique, problemes lineaires>
par J. Schauder, ce qui est une des conference ( înternationals de science math.) faites le 19
juin 1935, a Univ. de Geneve.
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consideree comme une fonction de x, nous en pouvons souvent definir
3E/dJu(x) par 9^(3Λw(α?))f Er designant encore un vecteur unitaire
definit. Tellement eleve pas a pas, la notation 9^9*2... dsmu(x) sera
employee pour annoncer la derivee ou derivation a Γordre m.

Le dire que utx)€C:m>(G)t G etant un domaine, coincide avec le
dire que, quels que soient les m vecteurs unitaires Elt E2t... ,Em, la
derivation d/*1... dβmu(x) est possible partout dans G et en outre, comme
une fonction de x, dB1..Ψdamu(jX) est continue dans G.

De plus, nous utilisons subsidiairement la notation Dmu(x) pour
designer ambigumeiϊi des derivees quelconques (ou derivations) du
m-iere ordre, quand il n'y a pas a marquer les directions de derivation.

La solution elementaire relative a Γequation de Laplace en n vari-

ables independantes Δw='5^ l β lo-3M( a ?) = 0, nous designons cela par la

notation

l o g — i — (si w = 2),
\x-ξ\

le second membre, le contenu de cette fonction, n'ayant pas la forme
uniforme par rapport a dimension n cependant les derivees par rap-
port a x ou ξ de y(x, ξ) ont les forme unif orme; voici, par exemple,
des derivees par rapport a x

, X-ξ) «

c o s

\x-ξ\n+1

lt E2)cos(E3, x-

Quant aux derivees de y(x, ξ), les inegalites

3) A, B etant deux vecteurs quelconques ={= 0, cos QA, B") designe le consinus de
Tangle fait par A, B, c'est-a-dire,

/>Λe r Δ TΪ\ I e produit interieur de A, B
cosCΛ B-) ••l̂ l-fBI- • :

4> L'abreviation signifie qu il n'y a qu'a ajόuter deux termes de sorte que la forme
soit iηvariante sous la substitution cyclique de Eu E2, E3.
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'.fll^r5^

(*. f)|;

seront utilisees bien des fois.

La fonction de Green relative a Γequatioή Au — 0 dans la hyper-
sphere K a ^-dimension (de rayon r > 0 centree sur le point x0), qui
sera exprimee desormais par K{x9 ξ)5\ est claSsique, au moins dans le
cas de w = 2 ou 3. Les plusieurs articles qui concernent K(x, ξ) vont
tout pareillement meme dans le cas de w > 3 . Pour reference, nous
allon s les esquisser rapidement en nous bornant a la necessite dans la
suite.

K(x, ξ), comme on le sait bien, s'ecrit comme la somme de deux
termes: K(x, ξ) = y(%, ξ) + ω(x, ξ), ou ω(xf ξ) a Γexpression

( l )
-log / Ί - 7 ( « * . g) (si n —.2),

Γasterique * signifiant le point conjugue par rapport a la sphere K,
c'est-a-dire,

r2

^—O |2
(x-x0).

Parce que ΔαTof̂ α: oo Axox*ξ, ω (x, ξ) serait, d'ailleurs, ecrit comme

ce qui suit:

( 2 ) ( ξ)
- l o g , r --7(3?, P ) (si n .= 2).

(1) est vicieuse pour # = ar0 et (2) pour ξ = x0, mais, pour ξ = a?0, il yient
de (2)

5) II serait admissible de designer la fonction de Green attachee au domaine envisage,
par meme !ettre que celle qui le denote, sans causer aucune confusion.
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ω(x, Xo) =

-log A (si n=2)
r

qui est, pour chaque nt une constante par rapport a x. L'expression
(2) est convenable a ecrire des derivees par rapport a x de ω(x, ξ),
c'est-a-dire,

) ( ^ 3^ (a?f p ) , etc.,

par suite il subsiste

r

- * o l ;
"2

en tant que ξ 4= #0. Si |= = x0, ces derivees, naturellement, toutes
s'annulent.

En general, ξ etant fixe dans K, ω (x, ξ) est harmonique en a; dans
K et, par suite, y derivable par rapport a x autant de fois qu'on veut
toutes ces derivees sont continues comme fonction de (x, ξ) dans KxR
avec ω (*, ξ) meme, et d'ailleurs elles sont harmoniques en ξ dans K
lorsque x est fixe dans K.

Meme dans le cas de dimension generale, la fonction

U(x)=\ K(x, ξ)dξ = | » { r » - | » - a j
K " ^

est bien la solution reguliere pour Γequation de Poisson AU = —ωn

s' annulant sur le contour de K ωn designant la valeur de la surface de
sphere unitaire a w-dimension. De plus, on a pour xeK

J Ύ(z, ξ) dξ = J

et done

ce qui est une quantite constante φ (ί) designant telle fonction que
<p(\x-ξ\) = y(x> ξ) De la, il vient pour xeK
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'n rff - dλ τ(*. ξ) dξ = ^nlx-xAcosίKx^^

et

ce qui est aussi une constante.

2. Le Theoreme envisage, — C'est ce qui suit.
Si /( | ) est holderienne dans if relative a Γexposant a (0<α<l) 6\

la fonction

jouit des proprietes suivantes:

(i) IMI^ii/IΓ;

( i i ) II Zhi II ^ 2 r | | / I I

(iii) | | z , 2 , | | ^ 2 ( n - f l ) r ^ a ( / H

(iv) chaque derivee de second ordre de u (x) est encore holderienne
dans K relative au meme exposant a d'ailleurs, entre les constantes
holderiennes de / et de D2u, il en subsiste une inegalite

ou ΛfCα,n) designe une quantite determinable ne dependamment que de
a et n; par exemple on peut poser

M = pip j
2 —1 C a

n

Le preuve de (i) va tout seul. Aux preuves de (ii), (iii), (iv),
serait efficace le lemme suivant.

6} Cela annonce que /CO satisfait au condition
l / α : > - / G O I ^ H | ξ - ξ ' | β , pour tous ξ, VzK

avec une constante H proprement choisie.
7) Dit en concernant, par exemple, /, !l / |j designe la borne superieure de I/COI, I

parqourant K.
8) Haζ.f) designe la constante holderienne de /CO relative a 1'exposant α.
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Lemme: Lorsque x€R, x0ΦξeK et λ > -2, il subsiste

En effet, par la consideration geometrique elementaire sur Axoxξt

on a

par suite, etant «+λ:>2+λ;>0, il vient

r Y2 1 <; / r \-V|f-gol\^λ

\ξ-xo\r \x-ξ*\n*λ ~ \\ξ-xo\s \\z-ξ\r'

r / |«-f|"+λ ~~ \x-ξ\n+λ'

Preuve de (ii): Parce que

Du(x) = - 1 ( f(ξ) DK(x, ξ) dξ

/(I) ^7(», I) df+( f(ξ)Dω(x, ξ) dξ\ ,

on a

\D7(x,ξ)\dξ + [ \Dω{x,ξ)\dξ\

- 2 l l f l l r

c q. f. d.
Ensuite, avant de cόmmencer la preuve de (iii), nous allons nous

rappeler que, si / (£) est hόlderienne dans Kr u (x) est la derivable de
deux fois, en donnant

n κ n
qui serait immediatement obtenu des suivants:

1dM1 f ω(x, ξ) f(ξ) dξ = f Πξ) dβl3,2ω(xt ξ) dξ

= f {/(«-/(»)} 3^3*«ω(a?, ξ) dξ,
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Preuve de (iii): De Γexpression ecrite dessus, il vient tout de suite

n

HΛf) +\\f\\ = 2 Q + 1)

a n
c. q. f. d.

3. Preuve de (iv). — Nous allons exposer la preuve de (iv), qui
est la portion la plus principale du theoreme.

Ev E2 soient fixes, et designons brievement par D2 la derivation

1° Employant la formule de D2u ecrite plus haut, pour deux points
p, q de K, quels qu'ils soient, on a

n

n
Done, apres tout, il s'agit d'avoir une evaluation de facon que

<; aucune constante x \p—q\α.
= «

Supposons maintenant p 4= Q \ designons par X le point milieu de
p, q et par Kf la sphere de rayon \p—q\ centree s j i rX

9̂ ) Voir H. Petrini: Les derivees premieres et secondes du potentiel logarithmique.
CJ. de Math. (6), 5 ζl909), pp. 127-223, specialement pp. 131-133 ,̂ ou il traita le cas w=2.
Mais il serait aisement constate que la formule est encore legitime meme dans le cas
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Si xeKf, en partageant le domaine d'intέgration en deux, on peut
ecrire que

\

{f(ξ)-f(x)}D*K(x, ξ) dξ +

x> ξ) dξ+ {f{p)-f{x)} \ D2K{x, ξ) dξ,

done on a

[I
= [j {/ (f•)-/ &)}D*r(χ> ξ) dξj^

+ \\ {f{ξ)-f(x)}D*ω{x,ξ)j f

f

{f(Q)-f(p)}\ D'KCq, ξ)dξ;

Π x=p
dans le second membre

precedent par [1], [I'D* £2], [2'] Γun apres Γautre et le dernier terme
par [3D.

Or, on a d'abord

x, ξ) dξ
r \X —

IS {ήξ)-fXχ)}n2ω(χ,ξ) dξ

ce qui donn«nt
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Ensuite, en designant par E le vecteur unitaire de q—p, on a

IC2] I = If"*'9* J f{f{ξ)-f{v)}D*y{V + sEt ξ) dξds

, ξ)\dξds

ί
| p_g|/»oo x -i ic

o h^p-Ql P2~ p2

2

\p-g\\
— a

et de pltis

I[2'] I = I dE I {/(?)— f (p)}D2ω(p + sE, ξ) dξds

( — ^ — ) lf>+«&-fl +«

< (n« + 5n) Jϊβ(/) f";"f l ? + a g J | : Γ . + f* <φte

dξds

—a

2° En dernier lieu, comme

IC3]| = \f(q)-f(p)\- f D*K{q,ξ)dξ
Jκ~κf

^Ha(f)\p-Q\x f £2#(<7. f) :ίf i
^ κ-κf

i\ n'y reste qu'a voir si'Γon puisse prendre une constante Mλ ne de-
pendant que de a et n, et en outre telle qu'il subsiste

J D*K(q, ξ) dξ\ < Mλ.

Si Rf<Ίίt cela va tout seul comme ce qui suit. On a d'abord

10) Jusqu'ici nous imitίimes la methode que M. A. Korn utilisa dans sa travail : Sur
les equations de Velasticite. (Ann. de ΓEcole Norm. Sup. (3), 24 (1907), pp. 1-75). Voir
specialement Chap. II a pp. 27-42.
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IJ D2K(q, ξ) dξ\ = I j D*y(q, ξ) dξ+ j D2ω(q, ξ) dξ

D2\ y(q, ξ) dξ-D2 j 7(«, f) dξ+ J Z)2α>(g, ^) df

- ( D2ω(q, ξ) dξ

ωnCOS(.E\, E2) ,ωnCOS(E1, E2) n f n 2 /„ £Λ j ε— _2 ^—i! — + — — i ί - — — + U — \ U'ω{q, ξ) aξ
n n J κ'

\ D2ω (q, ξ) dξ

et, parce que D2ω(q, ξ) est harmonique en ξ dans K et que Kf <^K, on
a

( D*ω(q,ξ) dξ = ω - i N ! f l 2 ω ( g ) X )

en vertu de la proprete de moyenne. Done, si I φ % il en vient
2 ^ - f l

K-κ' \q-X*\

Ce resultat peut passer meme si X=x0, vu que D2ω(q, ^ 0 ) = 0 .
Des resultats obtenus jusqu'icί, nous avons

CHa(f)\p-q\

pour le cas Kr

C =

ou p = q avec

a n n
2-.

et d'ailleurs en est bien assuree la continuite de D2u (a?) dans K.
3° Nous allons montrer que meme le cas general (e'est-a-dire,

celui oύ il n'est pas necessairement Kf <^K) peut, apres tout, ramener
au cas precedent moyennant une propriete geometrique de la hyper-
sphere et la continuite de D2u(x) dans K.

Deux points p, q de K etant arbitrairement donnes, nous choisis-
sons deu^ suites de points, Γune \pimy\ sur le segment px0 et Γautre
{gcw°} sur q%0, telles que

pc»o _ j e pO i nt milieu de pt p^m'^

qw _ le point milieu de q, q^m~ι\
pour m =;= 1, 2,
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\v-q\ >

et en outre que le resultat de 2° soit applicable a O c o ), gC0)). Ce serait
realise, par exemple, par la maniere suivante:

a) Si | p — # 0 | et \.q—xo\ tous deux sont ^\p—q\, prenons bien x0

pour p^ et pour qQ0\
b) Dans Γautre cas, supposons, sans perdre la generalite, que

\p—xo\^,\q—xo\. Alors, on en a | p — » 0 | > | p — « l Prenons pour p0

tel point, sit'ie sur px0, que sa distance a p soit egale a \p—q\, puis
prenons pour qco:> tel point, situe sur qx^i que la droite ^C0Vϋ) soit
parallele a pq.

Cela pose, pQm\ qCm> tendent vers p, q respectivement lorsque m
croit, et a tout paire (pim\ q^m^) et (q^, qQm~1^ le resultat de 2° est
applicable. Done, moyennant la continuity de D2u(x), on a

\D*u{p)-D*u(q)\ = I

^ CHβ(f) \ Σ |pc-5-pc

Σ

= | l ± l ( 7 £ r β ( / ) | p - ? | " , c. q. f. d.

En terminant ce memoire, j'ai a reconnaίtre la bienveillance sincere

de Professeur Mitio Nagumo dans me donnant diverses suggestions

profitables.

(Reςu le 21 Decembre, 1950)






