Osaka Mathematical Journal
Vol. 3, No. 1, March, 1951

Sur le theoreme de Muntz dans la théorie du potentiel

Par Seturo SimopaA

Il nous sembla que J. Schauder autrefois prit le point de départ
au théoréme de Miintz !> dans I’établissement de sa.théorie des €quations
différentielles linéaires aux dérivéss - partielles  du. type - elliptique *.
Mais, avec cela, le théoréme de Mintz lui-méme. nous intéresse, spé-
cialement en le traitant avec Ia forme au nombre ﬁm quelconque de
variables indépendantes.

En 1948, nous congtimes une démonstration de ce théoréme, qui
diffétre de celle de Miintz et va analogiquement au cas de deux vari-
ables indépendantes méme si le nombre de celles-ci est plus de deux.

1. Préliminaire. Exposition des Notations. — Tout d’abord, promet-
tons que » désigne toujour desorma1s un nombre entier définit et non
moindre que deux.

Désignons par minuscules z, & », ¢ ou majuscule X des points de
I’éspace euclidien a n-dimension. En considérant I’éspace a #n-dimen-
sion comme un éspace vectoriel, nous nous servons de toutes notations
vectorielles, et désignons par |x—§&| la distance euclidienne entre deux
points z, &.

Quant a la dérivation partielle, nous employ()ns les notions suivantes :
d’abord 9,u (2) annonce la limite

Lim (x+hE)—u(x)
h>+0 h

pourvu qu’elle existe, £ désignant un vecteur unitaire définit. C’est la
dérivée (partielle) dans la direction de E au point 2. Ensuite, 0,u ()

1) Ch. Miintz: Zum Randwertproblem der pdrtz‘elleh Di fferential gleichung der
Minimal/lﬁchen (J. fiir Math. 139 (1911), pp. 52-79, voir spécialement pp. 55-66, et les
remarques a p. 54 et p. 66).

2) J. Schauder: Ueber lineare elliptische Di ﬂerenhalgleichungen zweiter Ord-
nung. (Math. Zeitsch. 38.(1934), pp. 257-282). Voir, en outre, pour référence L’enseig-
nement math. 35 (1936), pp. 126-139, € Equations du type elliptique, problémes linéaires™
par J. Schauder, ce qui est une-des ‘conférence (internationals de science math.) faites le 19
juin 1935, & Univ. de Genéve.
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considérée comme une fonction de #, nous en pouvons souvent définir
an,a,,'& (x) par O (dzu(x)), E' désignant encore un vecteur unitaire
' définit. Tellement élevé pas a pas, la notation Os,0m, ... Or,u (%) sera
employée pour annoncer la dérivée ou dérivation a 'ordre m.

Le dire que u(m)eC\"‘J(G), G étant un domaine, coincide avec le
dire que, quels que soient les m vecteurs unitaires ,, F,, ..., K, la
dérivation O, ... On,u (x) est possible partout dans G et en outre, comme
une fonction de x, 9=, .., Os,u () est contmue dans G.

De plus, nous utilisons subsidiaizjément la notation D™u(x) pour
désigner ambigument des dérivées quelconques (ou dérivations) du
m-iére ordre, quand il n’y a pas a marquer les directions de dérivation.

La solution élémentaire relative a 1’équation de Laplace en » vari-

ables indépendantes Au = Zi lgz u () =0, nous désignons cela par la
notation ,
1 . .
(si n=3)
(n—2)|x—&|""?
v(x, &) = 1
log (si n=2),
|z—E| :

le second membre, le contenu de cette fonction, n’ayant pas la forme
uniforme par rapport a dimension »; cependant les dérivées par rap-
port a & ou & de v (x, £) ont les forme uniforme; voici, par exemple,
des dérivées par rapport azx

_cos (¥, x—§) n

97 (2, &) = o
. v le—&|"?
On,dmyy (x, &) = "8 (By x—&)cos (B, z—E)—cos (B, Es)
e |z —g]"
Om,On,myy (2, £) = n(n+2)COS(E'p3? £) cos (E,, x—§) cos (H;, #—§)
’ lx E|n+1
4+ {cos (K, E,)cos(E;, x—&)+......} ©
|xz—E|"1

Quant aux dérivées de v (z, &), les inégalités

3) A, B étant deux vecteurs quelconques ==0, cos (4, B) desxgne le consinus de
I'angle fait par A, B, c’est-a-dire;
_ le produit intérieur de A, B
cos (A, B) ==
) _ 14[[B]
4) L’abréviation signifie quil n’y a qu’a ajouter deux termes de sorte que la forme
soit invariante sous la substitution cyclique de E;, E2, E3.
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1 .
Dy(x, )< ——
Dy (=, §)|< ZEp
Dy (x, £)|< -+l
| D%y (=, &)| o=t

|D3w¢n_f5§%;
seront utilisées bien des fois.

La fonction de Green relative a ’équation Ax =0 dans la hyper-
sphére K a n-dimension (de rayon » >0 centrée sur le point z,), qui
sera exprimée désormais par K (x, £), est classique, au moins dans le
cas de » =2 ou 3. Les plusieurs articles qui concernent K (x, £) vont
tout pareillement méme dans le cas de » _>3. Pour référence, nous
allonms les esquisser rapidement en nous bornant a la nécessité dans la
suite. '

K (x, £), comme on le sait bien, s’écrit comme la somme de deux
termes: K(x, £)=7 (2, £)+o(x, ), ol o(x, £) a I'expression

n-2 )
~(r) e e s w23
. _ |2, |
(1) o, £) = y
' —log————v (2% &) (si n=2),
[x—2,|
I’astérique * signifiant le point conjugué par rapport a la sphére K,
c’est-a-dire,

. r: ’
-, = — (x—2,).
|z—a,|?
Parce que Ax,£*x co Ax,a*E, w(x, &) serait, d’ailleurs, écrit comme
ce qui suit:
7

_(w—xu

—lo g—IE—T“V(x: ) (si n=2).

(1) est vicieuse pour & =z, et (2) pour £ =x,, mais, pour £ =x,, il vient
de (2)

) vy (i nz3)

5)" Il serait admissible de désigner la fonction de Green attachée au domaine envisagé,
par méme lettre que celle qui le dénote, sans causér aucune confusion.
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— 1 (s w3
(n—2y"?
oz, x,) = 1
——log7 (si n=2)

qui est, pour chaque 7, une constante par rapport a . L’expression
(2) est convenable a écrire des dérivées par rapport a « de o(®, £),
C’est-a-dire,

oo (2, &) = ——(|§—' | ‘aﬁv (x, &%), etc.,
0
par suite il subsiste

Doz, )< (L)

|& 20| |w—gx|"

2 r "2 n+1
.|D o (z, E)[§<|E—xol) lm"‘E*In

e ons (e

Ix__g*ln+l

en tant que &=k, Si £=u2x, ces dérivées, naturellement, toutes
s’annulent.

En général, £ étant fixé dans K, (2, £) est harmonique en & dans
K et, par suite, y dérivable par rapport a # autant de fois qu’on veut;
toutes ces dérivées sont continues comme fonction de (z, £) dans Kx K

avec o (x, £) méme, et d’ailleurs elles' sont harmoniques en & dans K
lorsque « est fixé dans K.

Meéme dans le cas de dimension générale, la fonction
V@) = | K@, & @t = 2{r—|o—a,?} @ck)
. X ‘ 2n .

est bien la solution réguliére pour ’équation de Poisson AU = —w,
s’ annulant sur le contour de K ; », désignant la valeur de la surface de
sphére unitaire a n-dimension. De plus, on a pour 2 € K

S v(x, &) dE = a)"{’l’”(/)('r')+ ILL :LO| }
et donc " |
—f o, £) df = a;ii/(_?‘)

ce qui est une quantité constante; 99(t) demgnant telle fonction que
p(|le—&|)=v(x, &). De 13, il vient pour x € K
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2.\ K (2, &) €8 = 9, 7(a, &) d = —alZ %ol COSUIL Gitn) -
K K . n

et
_ @, COS (&), E,)

aala%S K (%, £) dE = On,0n, S (%, &) df = n

K
ce qui est aussi une constante.

2. Le Théoreme envisage. — C’est ce qui suit. _
Si f (&) est holderienne dans K relative a I'exposant « (0<a<1) ©,

la fonction
i (%) = —lg Kz, &) f(&) d¢  (v€K)

Oy Yk

jouit des propriétés suivantes :

/,'.2 .
lul <07

(i)

(ii) | Dul| < 2r |

(i) | D2 || < 2t D) g oy LN
(24 n

(iv) chaque dérivée de second ordre de « (x) est encore hélderienne
dans K relative au méme exposant «; d’ailleurs, entre les constantes
holderiennes de f et de D%u, il en subsiste une inégalité

-Ha(Dzu) g M(mn)Ha(f)’

ou M, ,, désigne une quantité déterminable ne dépendamment que de
a et n; par exemple on peut poser

@ 1-a

+1ll+(1+'71z>2"}.

Le preuve de (i) va tout seul.
serait efficace le lemme suivant.

Aux preuves de (ii), (iii), (iv),

6) Cela annonce que f (%) satisfait au condition
[ fCE-fEDISH|t-8|% pour tous § &/ ¢ K

avec une constante H proprement choisie.
7) Dit en concernant, par exemple, f, || f| désigne la borne supérieure de | f(%)]|, &

parcourant K. )
8) H,.(f) désigne la constante holderienne de f (%) relative a 1’exposant .
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Lemme: Lorsque z€K, %, =£€K et A = -2, il subsiste

1 1
= .
(Ié-xol> e I 1

En effet, par la considération géométrique élémentaire sur Az &,
on a

jo—gr| = 12221

|E— xo‘
par suite, étant #+A>=2+1>0, il vient

(o) e = GeZap) (o)

—(mmlyt 1o 1
r z—€["* = Jo—g["

Preuve de (ii): Parce que

IA

Du(z) = ”ZH f(&) DK (z, £) d&

= L {.7® Driz, © ag+ 1) Dota 6) ag},

on a “’" | _ v
1pu )| < L] 1Dy, £)1a6+{ 1D0 (. £)1a]
= “;” {le dg l"“’+sx(|$—rwo|)n_2 Im—gg 1}
ZHf”j = é:]” < 2|J)f”j 'lx-fgl“-l = 2|f]llr,

c.q f.d

Ensuite, avant de commencer la preuve de (iii), nous allons nous
rappeler que, si f (&) est holderienne dans K, u(x) est la dérivable de
deux fois, en donnant

0ny0mu (€)= —%S {£(&)~f (@)} 08,08,K (2, £) d§+f(“’)°°~;(Ev Ey),
n K .
qui serait immédiatement obtenu des suivants:

9n,0ss | o &) 1(&) dE = | (&) 2mdri0 (@, §) a

= [ rO-r@}ondm o & a,



Théoréme de Miintz 71

a,,a,,j y(z, &) f(£) d&

= [ {r@®—t@)}0s007 (3, &) dg— L(@) eacos By, Be)”,
K n
Preuve de (iii): De I’expression écrite dessus, il vient tout de suite
lnzu(xn;wl{ﬁ | ©)=1 @]+ | D (2, & |dg+

+ [ 11 @1 @) D% @, £)]ag} +17]

(n+1) H,(f) d§ T\ e R4l
= Wn {Sx lx‘fl”—a+jx(|§”xo|) Ix_f*l”dé}ﬁ-‘ n
< 2(n+1) Ha(f)s ' dfl +IIJ‘{I
o @Dy K x_f n-
< 2(n+1) Ha(f)s B _di:ln-«*“,f” _ 2(n+1);1,,(f) r’+||£||’

c. q. f. d.

3. Preuve de (iv). —Nous allons exposer la preuve de (iv), qui
est la portion la plus principale du théoréme.

. E,, E, soient fixés, et desxgnons briévement par D? la dérivation
08,0n,.

1° Employant la formule de D*u écrite plus haut, pour deux points
p, q de K, quels qu’ils soient, on a

um-pu@l= ] |[[ {f&-1 @} DK @6 a] | + [R-1D]
S L[ T =it

Donc, aprés tout, il s’agit d’avoir une évaluation de facon que

LI

Supposons maintenant p == ¢ ; désignons par‘X le point milieu de
», q¢ et par K' la sphére de rayon |p—gq| centrée sur X.

< aucune constante x |[p—gq|®.

9) Voir H. Petrini: Les dérivées premiéres et secondes du potentiel logarithmique.
(J. de Math. (6), 5 (1909), pp. 127-223, spécialement pp. 131-133), ou il traita le cas n==
Mais il serait aisé ment constaté que la formule est encore légitime méme dans le cas
n=3.
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Si # € K', en partageant le domaine d’intégration en deux, on peut
écrire que

g {f(&)=f (@)} DK (=, &) d& ———S - {F@&—f (@)} DK (x, &) dé+

+| fro-ro}pre o a{fo-r@}| DK,

donc on a

[ {fEe-1@)} DK @ &) ag|

[S {r@-r@}pve o ]

=q

. S {1 @} Do &) ae|

Y K~K’

+[f,.
+§”

+{f (o) f(p)}s DK (q, £) d&;

K~K’

RUGEIOIEICE) a[”

RUGEORANEE df]

désignons les quatre ‘termes a la forme H dans le second membre
précédent par [1], 1, [2], [2’] I’'un aprés lautre et le dernier terme

par [3].
Or, on a d’abord

S

Af@-r@}Dm@, 0 d| < e B[ E

KA\K K/ lx__gln—a

< (n+1) Ha(f)s , IX—C?EI”“’ = “’”("+2 LS PRPTES

| {re—f@}pee o

K \K

<(n+1) H,(f) S (|§ xo])” 2 I!:‘ ;.l[n

< (n+1) Ea(f)S Imil; < wn(n+2 H () |y ql”,

ce qui donnent

(1)} 2wn(1’&+1) H,(f)
]Ll’ﬂ); a lp=ql”.
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Ensuite, en désignant par E le vecteur unitaire de g—~p, on a

(o) [re-r}pvwrse & agas

0

(2] =

- slp—«ng / |f (&)—F (p)|+ | D (p+$E, £)|déds

| (E)=1 p+SE)| +1f (0+3B)~F (P)] geqs
|p+sE—g|"*1

Ip-ql Ip+8E—f|d+S’
< (n*+5n) H,(f) go EIH,» Ly dds

1 s*
2_x+;2) dpds

< (n?+5n) Sm—mg

0 K-x’

< o, r+50) B, [ (

0 'ﬁ;ﬂ_l P
1-a
= ou(w+5m) H.(N(F +-2) In—al*,

et de plus

("o {re-rm)pewrss, & agas

0 K-k’
r "2 |p+SE—E|*+5” dEd
DL — s
(lé—xo|) |p+8E —g*|"+1 ¢

e HO| ] ’Tﬁf;i?: S deds

121

< (45m) H(H) ||

K-k’

< 25Hf_21_—a__%__a10>
==wn(n + n) a() 1_a+1+a Ip ql .

2° En dernier lieu, comme

1033 = f()—f(»)|

| pEG e e

b

<H.(Nlp-q*|| DK@ © at

K-K
-il n’y reste qu’a voir si I’on puisse prendre une constante M, ne dé-
pendant que de « et %, et en outre telle qu’il ‘subsiste

|L_K,02K (¢, §) a| < M,.

Si K'<K, cela va tout seul comme ce qui suit. On a d’abord

10) Jusqu’ici nous imitames la méthode que M. A. Korn utilisa dans sa travail : Sur
les équations de I’élasticité. (Ann. de ’Ecole Norm. Sup. (3), 24 (1907), pp. 1-75). Voir

spécialement Chap. II a pp. 27-42.
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| pr@oe|=|] praodat] Do

“x E-K

D f via £ de=D* | v(@ §) di+ | Dola ) df

| Dot il

K

= | ~eacosty, Ba)  wacos (B Ba) o [ pro(q, §) dt
n n &’

=|{ po@ o a)

et, parce que D%» (g, £) est harmonique en & dans K et que K'< K, on
a

| Dote & as = Mpn;qﬂmm (¢, X)

K

en vertu de la proprété de moyenne. Donc, si X == ,, il en vient

_ n n-2 1
DK (q, d lg w0, |P—q| < ” ) n+
lgx_xf (2, &) d& n \[X—z|) |a—X*"

< (1 +-1—) w,,<JuL)" = <1+}_) on2" .
n lg—X| n
Ce résultat peut passer méme si X=u,, vu que D?w (q, %,)=0.
Des résultats obtenus jusqu’ici, nous avons
| D*u (p)—D*u(q)| < CH/(f)|p—a|*
pour le cas K’' < K ou p=gq avec

C = 4————-(n+1)+2(n2+5n)<£+-2—>+i+(1 +l) 2",
« l-a 1+a/ n %

et d’ailleurs en est bien assurée la continuité de D?*u (2) dans K.

3° Nous allons montrer que méme le cas général (C’est-a-dire,
celui ou il n’est pas nécessairement K’< K) peut, aprés tout, ramener
au cas précédent moyennant une propriété géométrique de la hyper-
sphere et la continuité de D2x (x) dans K.

Deux points p, ¢ de K étant arbitrairement donnés, nous choisis-
sons deux suites de points, l'une {p‘™} sur le segment px, et l’autre
{g™} sur qx,, telles que

p‘™ = le point milieu de p, p™-v
¢‘™ = le point milieu de g, ¢V
pour m = 1,2, ......
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Ip_p(O)I
lg—q?| < |p—q],
Ip(O)_q(O)I

et en outre que le résultat de 2° soit applicable a (p‘®, ¢‘®). Ce serait
réalisé, par exemple, par la maniére suivante ;

a) Si |p—=,| et |g—=,| tous deux sont <|p—gq|, prenons bien z,
pour p»® et pour ¢‘®.

b) Dans l'autre cas, supposons, sans perdre la généralité, que
|[p—2xy|=|q—2,|. Alors, onen a |p—2,|>|p—q|. Prenons pour p,
tel point, sitné sur pz,, que sa distance a p soit égale a |p—q|, puis
prenons pour ¢ tel point, situé sur qx,, que la droite p@P¢@ sgoit
paralléle a pq.

Cela posé, p™, ¢“™ tendent vers p, ¢ respectivement lorsque m
croit, et a tout paire (p™, ¢™ V) et (¢, ¢™ V) le résultat de 2° est
applicable. Donc, moyennant la continuité de D?u (2), on a

| D?>u (p)—D*u (q)] = | gl {D‘*’u (p™)-- Dy (p(m—l))} +
+ D%y (p)— D% (¢*°)— 2 {Dzu (¢™) — D2u (g™~ 1))} |
= ,:2:1 | D2 (p™)— D2u (p™) | + | D2u (p°)— D?u (¢°) | +

+ 33 | D2 (¢™)—D*u (g™ )|

< 0RO GJwm-pi oot Blan-aer]
SCHa(f){g |p— 27 l) + | P — g0 "'E(Iq | }

< CH.(Hlp—a* ’1+22 ()
=1\2

2°+1

2°—1

En terminant ce mémoire, j’ai a reconnaitre la bienveillance sincere

de Professeur Mitio Nagumo dans me donnant diverses suggestions
profitables.

I

CH,(f)|p—q|*, c q. f. d.

(Regu le 21 Decembre, 1950)








