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BEMERKUNGEN ZU HENKINS BEWEIS FUR DIE NICHTSTANDARD-
VOLLSTANDIGKEIT DER TYPENTHEORIE

KLEMENS DOPP

1 In seiner Arbeit ‘‘Completeness in the Theory of Types’’ (JSL 15 Nr.2
(1950), S. 81-91) hat Henkin gezeigt, daB jeder Ausdruck des von Church in
““A Formulation of the Simple Theory of Types’’ (JSL 5 (1940), S. 56-68)
entwickelten Systems der Typentheorie, der im von Henkin a.a.o. erkldrten
Nichtstandardsinn allgemeinglltig ist, auch im Formalismus hergeleitet
werden kann; dasselbe gilt—wie Henkin in einer Nachbemerkung ausfiihrt—
fiir eine grofle Zahl von abgewandelten Systemen. Der wesentliche Teil des
Beweises wird durch den Nachweis gefiihrt, daB jede widerspruchsfreie
Menge von abgeschlossenen Ausdriicken im Nichtstandardsinn erfiillbar ist.
Dieser Umstand hat Einschrinkungen bei der Formulierung einiger ver-
wandter Sitze zur Folge: Der Endlichkeitssatz fiur Nichtstandard-Er-
fillbarkeit sowie der Satz von Lowenheim und Skolem gelten zunichst nur
fiir Mengen von abgeschlossenen Ausdriicken. Als zweite Fassung des
Vollstindigkeitssatzes erhdlt man (unter Benutzung des Deduktionstheo-
rems in der Formulierung von Church) zunfchst nur, daf jede Nichtstandard-
Folgerung aus einer Menge von abgeschlossenen Ausdriicken des Typs o
auch aus dieser formal herleitbar ist; Entsprechendes gilt fiir den sich
unmittelbar daran anschlieBenden Endlichkeitssatz fur Nichtstandard-Fol-
gerungen.

Die genannten Einschrinkungen sind jedoch unnétig: Henkins Argu-
mentation 1aBt sich namlich wortlich auch fur Mengen von nicht notwendig
abgeschlossenen Ausdriicken verwenden; dabei erhilt lediglich das Lemma
von S. 87 die abgeanderte, jedoch vollig ausreichende Fassung: Es gibt
eine Belegung ¢, sodaB fiir jeden Ausdruck By gilt: V,(Bp) = &([B}]). Damit
wird zunichst die Forderung nach Abgeschlossenheit berflissig. Die
Voraussetzung, dafl die Pramissenmengen nur Ausdriicke vom Typ o
enthalten, wird schlieBllich dadurch entbehrlich, dafl eine Hinzunahme von
Ausdriicken anderer Typen als Pramissen keine weiteren Ausdriicke des
Typs o herleitbar werden 148t, wie eine triviale Induktion uber die
Beweislange zeigt.
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2 Die oben in Rede stehende Folgerungsbeziehung liegt genau dann vor,
wenn jede Belegung mit simtlichen Primissen immer auch die Konklusion
mit Wahr bewertet. Daneben hat sich eine Variante des Folgerungsbegriffs
eingeblirgert, die auf der Gepflogenheit der Mathematiker beruht, freie
Variablen stillschweigend als durch Allquantoren gebunden aufzufassen, und
fir die ich hier die Bezeichnung Konsequenz verwende: Die Konsequenz-
beziehung besteht genau dann, wenn mit simtlichen Primissen immer auch
die Konklusion glltig ist. An die Stelle der Erfullbarkeit tritt bei der
fraglichen Auffassung die Existenz eines Modells, d.h. einer (Standard—
bzw. Nichtstandard-) Struktur, in welcher alle zu der betreffenden Menge
gehOrigen Ausdriicke vom Typ o giiltig sind. Flr abgeschlossene Ausdruicke
fallen Folgerungs- und Konsequenzbegriff zusammen.

Der von Church entwickelte typentheoretische Kalkul ist auf den
Folgerungsbegriff nur durch die Zusatzforderung zugeschnitten, daf freie
Variablen aus mathematischen Axiomen nicht generalisiert und nicht durch
Substitution ersetzt werden diirfen. LARt man diese Einschrinkung fallen,
so werden Ausdriicke vom Typ o und deren Abschliefungen durch General-
isierung aus einander herleitbar, und flir das so abgewandelte System
erhilt man die entsprechenden Nichtstandard-Vollstindigkeitssatze
beziiglich des Konsequenzbegriffs. Den angefiihrten Sdtzen uber Nicht-
standard-Erfiillbarkeit entsprechen dabei solche iiber die Existenz von
Nichtstandard-Modellen.
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