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BEMERKUNGEN ZU HENKINS BEWEIS FUR DIE NICHTSTANDARD-
VOLLSTANDIGKEIT DER TYPENTHEORIE

KLEMENS DOPP

1 In seiner Arbeit "Completeness in the Theory of Types" (JSL 15 Nr.2
(1950), S. 81-91) hat Henkin gezeigt, daβ jeder Ausdruck des von Church in
"A Formulation of the Simple Theory of Types" (JSL 5 (1940), S. 56-68)
entwickelten Systems der Typentheorie, der im von Henkin a.a.o. erkl&rten
Nichtstandardsinn allgemeingύltig ist, auch im Formalismus hergeleitet
werden kann; dasselbe gilt—wie Henkin in einer Nachbemerkung ausfϋhrt—
fur eine groBe Zahl von abgewandelten Systemen. Der wesentliche Teil des
Beweises wird durch den Nachweis gefύhrt, daβ jede widerspruchsfreie
Menge von abgeschlossenen Ausdriicken im Nichtstandardsinn erfύllbar ist.
Dieser Umstand hat Einschrankungen bei der Formulierung einiger ver-
wandter Satze zur Folge: Der Endlichkeitssatz fϋr Nichtstandard-Er-
flillbarkeit sowie der Satz von Lbwenheim und Skolem gelten zunachst nur
fur Mengen von abgeschlossenen Ausdrlicken. Als zweite Fassung des
Vollstandigkeitssatzes erhalt man (unter Benutzung des Deduktionstheo-
rems in der Formulierung von Church) zunachst nur, daβ jede Nichtstandard-
Folgerung aus einer Menge von abgeschlossenen Ausdrϋcken des Typs o
auch aus dieser formal herleitbar ist; Entsprechendes gilt fur den sich
unmittelbar daran anschlieβenden Endlichkeitssatz fύr Nichtstandard-Fol-
gerungen.

Die genannten Einschrankungen sind jedoch unnbtig: Henkins Argu-
mentation Γaβt sich namlich wδrtlich auch fur Mengen von nicht notwendig
abgeschlossenen Ausdrlicken verwenden; dabei erh&lt lediglich das Lemma
von S. 87 die abgeanderte, jedoch vόllig ausreichende Fassung: Es gibt
eine Belegung 0, sodaB fur jeden Ausdruck Bβ gilt: V<p(Bβ) = Φ([B|]). Damit
wird zunachst die Forderung nach Abgeschlossenheit ίiberflϋssig. Die
Voraussetzung, daβ die Pramissenmengen nur Ausdrύcke vom Typ o
enthalten, wird schlieβlich dadurch entbehrlich, daβ eine Hinzunahme von
Ausdriicken anderer Typen als Pr'άmissen keine weiteren Ausdrϋcke des
Typs o herleitbar werden Γaβt, wie eine triviale Induktion ύber die
BeweisΓange zeigt.
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2 Die oben in Rede stehende Folgerungsbeziehung liegt genau dann vor,
wenn jede Belegung mit samtlichen Pramissen immer auch die Konklusion
mit Wahr bewertet. Daneben hat sich eine Variante des Folgerungsbegriffs
eingebϋrgert, die auf der Gepflogenheit der Mathematiker beruht, freie
Variablen stillschweigend als durch Allquantoren gebunden aufzufassen, und
fur die ich hier die Bezeichnung Konsequenz verwende: Die Konsequenz-
beziehung besteht genau dann, wenn mit samtlichen Pramissen immer auch
die Konklusion gultig ist. An die Stelle der Erfullbarkeit tritt bei der
fraglichen Auffassung die Existenz eines Modells, d.h. einer (Standard—
bzw. Nichtstandard-) Struktur, in welcher alle zu der betreffenden Menge
gehorigen Ausdrύcke vom Typ o gultig sind. Fur abgeschlossene AusdrUcke
fallen Folgerungs- und Konsequenzbegriff zusammen.

Der von Church entwickelte typentheoretische KalkUl ist auf den
Folgerungsbegriff nur durch die Zusatzforderung zugeschnitten, daβ freie
Variablen aus mathematischen Axiomen nicht generalisiert und nicht durch
Substitution ersetzt werden dlirfen. Laβt man diese Einschrankung fallen,
so werden Ausdrύcke vom Typ o und deren Abschlieβungen durch General-
isierung aus einander herleitbar, und Γύr das so abgewandelte System
erhalt man die e n t s p r e c h e n d e n Nichtstandard-Vollstandigkeitss'atze
bezuglich des Konsequenzbegriffs. Den angefύhrten S'atzen liber Nicht-
standard-Erfϋllbarkeit entsprechen dabei solche ϋber die Existenz von
Nichtstandard-Modellen.
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