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ALGEBRE ET LOGIQUE TRIPOLAIRE

LEON BIRNBAUM

1 Sur la polaritέ et la valence des logiques a plusieurs valeurs Une
logique, dont les valeurs forment un groupe monogene cyclique d'ordre n,
est une logique n-polaire.

Exemples: La logique chrysippienne est une logique bipolaire; la logique
de Post est une logique tripolaire.

Je nommerai les n valeurs d'une logique n-polaire des poles logiques.
Les logiques polivalentes sont obtenues soit par Γinterpolation d'un nombre
fini ou infini de valeurs entre deux poles logiques (les logiques de
Lukasiewicz, les logiques modales, les logiques probabilistiques), soit par
Γextrapolation d'une valeur ("Pabsurde" dans la logique de Bochvar).

Soit {Vj} (i = 1, 2, . . .,n) les n valeurs d'une logique w-polaire,
rangees en ordre arbitraire. Pour que {7f } soit un groupe cyclique
monogene, il faut qu'il existe une fonction N de sorte que

V2 = NV,
V3 = NV2

et generalement

et

V, = NVn

Faisant quelques substitutions, on peut ecrire encore

V3 = NV2 = NiNVy) = NNVy = N2Vλ

V4 = iV3Fi
Vn = Nn'ιVι

Vι = NVn = NiN"'1 Vι) = NnVι

En general V{ = NnVi ou Vi =N nVΊ (k nombre naturel). Dans un groupe
cyclique la fonction y,
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y = NtxVp (t nombre naturel, t <n),

ou Vp est un element quelconque de 1'ensemble {F, }, prendra successive-
ment toutes les valeurs F* si x varie de 1 a n, et pour x = n nous obtiendrons
la valeur initiale. On peut en deduire qu'il faut que n soit un nombre prime.

2 Algebre "booleienne" tripolaίre tri-bivalente Une algebre tripolaire est
un ensemble 9W, dont les elements peuvent prendre trois valeurs: 0, 1, 1-1,
(1-1 Φ 0. La choix de cette valeur sera justifie ultirieurment. Provisoire-
ment nous utiliserons cette expression comme un symbole.) Si A e m, alors
V(A) e S, oύ V(A) represente la valeur de Γέlement A et S represente
Γensemble {0, 1, l-l}. Dans Γensemble m sont definies trois operations
binaires Π, U, et x et une operation unaire cyclique".

Si

0.1 A em et BeWl

alors nous aurons

0.2 Jem
0.3 Aem
0.4 AΠ Bem, exceptant le cas ou V(A) = V(B) = 1-1
0.5 A U Bem, exceptant le cas oύ V{A) = V(B) = 1
0.6 A x B e m, exceptant le cas oϋ VJA) = V(B) = 0
0.7 Si V(A) = 0, alors V(A) = 1 et V(A) = 1-1

Les elements A, A, A Π B, A u B, A x B sont univoquement determines.
Le sousensemble de Γensemble m dans lequel les elements de Γensemble
m peuvent prendre les valeurs 0 ou 1 on notera par a. Le sousensemble de
1'ensemble m dans lequel les elements de 1'ensemble m peuvent prendre
les valeurs 1 ou 1-1 on notera par β. Le sousensemble de Γensemble m
dans lequel les elements de Γensemble m peuvent prendre les valeurs 1-1
ou 0 on notera par γ. Je noterai Γegalite entre deux elements par =;
Γequivalence de deux relations entre des elements sera notee par f. Les
relations d'egalite et d'equivalence sont reflexives, symetriques et transi-
tives. L'expression "s i A, alors B" sera notέe par A —• B.

3 Le systeme d'axiomes

1.1 I Aea . | . A e β . = . A e γ
1.2 Π x A = B .-*.A Π C =BΠC A,B,Cem
1.3 II 2 A = B .->. A U C = B U C A, B, C e m
1.4 I I 3 A=B.->.Ax(l = BxC A,B,Cem
1.5 I I 4 A = B .-+.A = B A, Bem
1.6 IΠ A Π B^ = JLJJ I . = . A X 5 A, Be^W

1.7 ΓV A = ( Ϊ ) = ( A ) = A Ae9W
1.8 v U n JB) n_c. = . A n (£ n c). = .A n # n c A, #, Ce m
1.9 VI (A ΠA ΠA) U 5 . = .5 A, Bem
1.10 VΠ AΓΊ 5. = J Π Λ AfBem
1.11 VΠI (A u B) Π C. = .(A Π C) U ( 5 Π C) Af Bem et Cea
1.12 I X A Π A . = .A A e α
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1.13 La substitution des variables dans une formule ne se faira que par les
elements de Γensemble dans lequel la formule est definie.

4 La deduction de quelques theoremes De Γaxiome III, conformement a

Γaxiome II4 nous obtenons A Π B = Ά uB = A xlϊ. Conformement a Γaxiome
ΓV nous obtenons

2.1 A C\B = Al)B=AxB A, B e m

En substituant A par A et B par B nous aurons A Π B = A U B -A x B. Mais

A = A, B = B (ax. IV); A = (A) = A, B = (B) = B. On obtiendra done

2.2 A x £ = A ΠΪ? = A T Γ B A, Bem

De la m§me maniere on obtiendra

2.3 A UB =AxB=AΠB

2 . 3 ' Al)B=AxB =Af)B

De Γaxiome V on deduit

(A OB) ΠC. = .A Π (BΠ C) AyB,Cem

(A n B) n c. = .A n (5 n c) Ax. π 4

XΓΓBX C. = .A x M C (2.1)

2.4 (A xB) x C. = A x (Bx C) (2.1)

En substituant A par A, B par 5 et C par C, on obtiendra (A x B) x C. =

I x ( l x ϋ), e'est a dire

2.5 (A x B) x C. = A x (B x C) A, B, C e Wi

Analogue ment on obtient

2.6 (A U B) u C. = A U (B U C) A, B, Cem

2.7 (A x B) x C. =Df AxBxC

2.8 (A U B) U C. =D/ .A U B U C

De Γaxiome VII, conformement a Γaxiome II4 nous avons

2.9 AΠB. = .B ΠA A,Bem

e'est a dire, conformement a la formule 2.1

2.10 AxB. = .BxA

En substituant A par A et B par £, nous obtenons A x B. = .B x A ou

2.11 A x £ . = . £ x A A,£e9W

Analoguement on obtient

2.12 AUJ3. = .£UA A,£e9W

De l'axiome VI et de Γaxiome II4 nous obtenons
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2.13 (AΠAnA) U B = ~B A,BeWl

Tenant compte de la formula 2.3' nous aurons

2.14 AnAΠΪn5. = .S A,BeWl

2.15 (A Π A) ΠA ΠJB. = J5 A,Bem

Conformement a la formule 2.1 nous obtiendrons successivement:

C4_n4=x ϊ) n B^= ,B_
((A x A) Xj4) Π B. = .£
(A x (A x A)) Πΰ. = J

2.16 (A x A x ϊ ) n l . = .5 A, Ee9W

En substituant 5 par 5 nous obtiendrons

2.17 (A x A x ϊ ) Π B. = .B A,Bem

Analoguement on obtiendra

2.18 (A UA UA) xB. = .B A,BeWl

De Γaxiome VIII et de Γaxiome II4 on deduit successivement:

(A U B) Π C = (A Π C) U (B n C) A, £e9W et Ceα
A u β x C . = . A n C Π 5 Π C (2.1)

(AΠ5)xC. = . ( J x C ) Π ( 5 x C ) A, B e 9W et C e a

En substituant A par A et B par £ on obtient

(A n £) x C. = .(A x C) Π {B x C) A, £ e 3W et C e a
En substituant C par 15 et, puisque Ceα, conformement a la regie 1.13, on
aura ΐ>€ a. Conformement a Γaxiome I:

T5e a. i .Se |3

C'est a dire De β. On obtiendra ( A Π δ ) x ΰ . = .(A x S) Π (B x 5) ou

2.19 (Af)B)xD. = .{A* D) Π(BxD) A, £e 3W et De β

Analoguement on obtiendra

2.20 (AxB) UE.= .(AVE)x(BUE) A, BemetEeγ

En appliquant le m§me procede a Γaxiome DC, on obtiendra

2.21 AxA, = Λ Aeβ
2.22 A UA. = .A Aeγ

5 Les constantes de Valgebre tripolaire Nous definissons les elements
suivants:

3.1 AΠJ^nl. =Df. Φ A em
3.2 A x A x A. =p/. Ω A e 3W
3.3 A UA U A . =p/. π A e 9W
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Conformement aux propositions 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, et 0.6 nous deduisons

Φem

Ή em

Faisant les substitutions 3.1, 3.2, et 3.3 dans Γaxiome VI et dans les

formules 2.17 et 2.18, nous obtenons

3.4 Φ \JB. = .B Bem

3.5 ΩΠB. = .B Bem

3.6 77 x B. = .B Bem

De la deduction des formules 2.16 et 2.17 on peut deduire encore:

3.7 Φ = Ω

3.8 Ω = π

3.9 π = Φ

En substituant en 3.4, 3.5, et 3.6 B par Φ, Ω, π nous obtenons:

3.10 Φ U Φ. = .Φ

3.11 ΦU Ω. = .Ω

3.12 Φ U77. = .77

3.13 Ω Π Φ. = .Φ

3.14 Ω ΠΩ. = .Ω

3.15 Ω Π 77. = .77

3.16 π x Φ. = .Φ

3.17 π x Ω. = .Ω

3 . 1 8 77 X 77. = .77

Puisque Φ U Φ. = .Φ (3.10), conformement a la relation 2.22 resulte

3.19 Φeγ

Puisque Ω Π Ω. = .Ω (3.14), conformement a Γaxiome DC resulte

3.20 Ωeα

Puisque π x ir. = .π (3.18), conformement a la relation 2.21 resulte

3.21 77 eβ

Puisque chacune des valeurs 0, 1, et 1-1 appartient a deux des

sousensembles a, β, γ, et, en notant la valeur d'un element A, A e $Fί, par

V(A), nous convenons de noter

3.22 i (Φ) = 0
3.23 V(Ω) = 1

3.24 V(TΪ) = 1-1

En ce cas nous aurons:

3.25 Φeα
3.26 Qeβ
3.27 77 €y
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De l'axiome DC et des relations 2.21 et 2.22 nous deduisions

3.28 ΦΠ Φ. = .Φ

3.29 Ω x Ω. = ,Ω

3 . 3 0 77 U77. = .77

Si dans les expressions A ΠA Π A, AxAxAetAuΆuA on substitue

A par A ou A on obtient les mέmes expressions. On en deduit que Φ, Ω, et

7Γ sont des constantes, que je denommerai poles de Γalgebre tripolaire,

pendant que je denommerai les valeurs 0, 1, 1^1 valeurs polaires. _

Puisque Φ = Ω (3.7) et par consequent Φ = ir on aura Ω ί l i r = Φ Π Φ .

Compte tenant de 3.15 on obtient

3.31 τr = ΦΠΦ

Conformement k Γaxiome Hi on aura Φ Π π. = .Φ Π (Φ Π Φ) ou Φ Π π. = .Φ Π

Φ Π IF, c'est a dire

3.32 7Γ Π Φ. = .Φ

En appliquant k la relation 3.32 successivement l'axiome II4 et la formule

2.1, on obtient TΓ Π Φ. = . Φ , ϊ x Φ . = .Φ ou

3.33 Φ x Ω . = .Ω

Analoguement on deduit

3.34 Ή U Ω. = .77

De (3.28) ΦΠ Φ.= .Φ, (3.13) ΦΠ Ω. = .Φ et de (3.32) Φ Π TT. = .Φ on deduit

3.35 ΦίΊ A. = .Φ AeWl

De (3.33) Ω x Φ. = .Ω, (3.29) Ω xΩ. = .Ω et de (3.17) Ω x π. = .Ω on deduit

3.36 Ω x Λ = .Ω AeWl

De (3.34) π U Ω. = .77, (3.30) 77 U π. = .77 et de (3.12) 77 U Φ. = .77 on deduit

3.37 77 U A = .77 Aem

6 Vanneau tripolaire %3 Les valeurs 0, 1, et 1-1, determinees dans le

chapitre anterieur comme des valeurs polaires, sont des elements d'un

anneau tripolaire—Γanneau $ 3 . Un ensemble tripolaire est un ensemble qui

peut §tre decompose en 3 sousensembles disjoints, isomorphes deux par

deux.

Un anneau tripolaire est un ensemble tripolaire doue de trois lois de

composition notees par ®, x, et φ, qui satisfait au suivant tableau

d'axiomes:

4.1 a ® b e$3 a, b eZ3

4.2 a x beZ3 a, beZ3

4.3 β φ δ e $ 3 fl,δe$3

4.4 a ® b est univoquement determine a, b e $ 3
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4.5 a x b est uniυoquement determine a,b e $ 3

4.6 α φ δ est uniυoquement determine a, b e £ 3

4.7 (fl <8> &) ® c = Λ ® (δ ® c) «, 6, C€$3

4.8 (α x b) x c = β x (6 x c) a, b, ce $ 3

4.9 ( α φ δ ) φ c = flφ(δφc) «, 6, ce$ 3

4.10 a(g)b = b®a a, b e $ 3

4.11 a x b = b x a a, b e $ 3

4.12 α φ b = b®a a, be<Z3

4.13 77 existe un 'eVement 0 e£ 3 , ^ sorί^ ^ ^

αΦ0 = 0Φfl = α α e ^

4.14 /Z existe un element 1 e £ 3 , rfe sorte que

a<8>l=l<8)a = a a e $ 3

4.15 7Z existe un element -1/1 e £ 3 , rfβ sorte que

a x (-1/1) = (-l/l)xα = fl α e $ 3

4.16 A chaque element #€$3, correspond un element unique -βe£3, ^ί ww
element unique /αe$ 3 , <ie sorί^ ^ ^

β θ M Θ ( / f l ) = o β€^3

4.17 fl®(δφc) = ( f l®δ)φ(β®c) Λ, 6, ce2:3

4.18 flκ(δφc) = (f lxδ)φ(flκc) Λ, 6, c e $ 3

L'anneau tripolaire ^ 3 a 3 elέments-unite d'ordre I: 1, -1, et /I;
3 elέments-unite d'ordre Π: -1/1, /l+l, βt 1-1; un element-unite d'ordre
III: 1-1/1 = 0.

La matrice de l'operateur ® est representee dans le suivant carre
latin:

® 1 - 1 / 1

4 19 1 1 - 1 / 1
4 ' 1 9 -1 -1 /I 1

/I /I 1 -1

4.20 axb =Df -(a ® δ)/(α ® δ)

Comme valeurs polaires de Γalgebre "booleienne" tripolaire on a
έtabli 1 (unite d'ordre I), 1-1 (unite d'ordre II) et 0 (unite d'ordre IΠ).
(1-1/1 = 0).

A l'aide de l'anneau tripolaire !£3 on peut donner un algorythme de
l'algebre "booleienne" tripolaire 9W. Soit A un element de Pensemble 30ί
et V une fonction, qui fait correspondre univoquement a chaque elέment de
l'ensemble 9W un elέment de l'anneau £ 3 ,

Si

4.21 V(A) =Df a Aem;ae<£3
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alors

4.22 V(A) =Df \-a
4.23 V(A) =Df l-(l-α) = 1-1/α
4.24 V(A ΠB) =Df a® b, oύ V(Λ) = a, V{B) = b A, BeWl a, be%3

4.25 A = B. — .V(A) = V{B). — .a = b

(2.3) AuB. = AΠB

V(A U B) = V(A (Ί B)
V(Al)B) = l-l/V(Af)B)
V(A UB) = l-l/(l-α) 0(1-6)
V(A UB) = l-l/(l-a-b/ab)

oύ ab est Γabreviation de a ® b

V(A U 5) = 1-1/1 Θ a θ δ-αδ

Mais 1-1/1 = 0 e t 0 θ f l = fl. On obtient

4.26 V(A U B) = a® b-ab

Analoguement on obtient

4.27 V(A x B) = 1/1 θ α-tf θ 6-6/«&

7 Lα representation des υaleurs tripolaires

v La representation des valeurs tripo-

\ laires dans un plan peut §tre faite a l'aide
V d'une etoile, ayant son centre en 0 et avec

\ ses semiaxes decales entre eux a 120°
- l \ (Fig. 1). Sur les trois semiaxes nous fig-

0/ 1 1 "^ urons les valeurs x, -x, et /x, oύ x ap-
/•* / 1 2 x partient aux nombres reels. Dans le plan de

Γ l'etoile a chaque valeur a-b/c (a, b, c e <%)
/ 2 / correspond un seul point. Chaque point du

/ plan est done determine par une seule
/ X m
1 r coordonnee.

Fig. 1 Nous figurerons sur cette etoile les
points qui representent les valeurs 0, 1, et

V ., - 1-1 (Fig. 2). Le triangle aux sommets
-lV ^ en 0, 1, 1-1 sera un triangle equilateral.

\ \ Le point G, ayant la coordonnee f-f, est
_iV {* x le centre de gravite du triangle, dont les

\ \ \ sommets sont en 0, 1, 1-1. Si nous unissons
/ i ϊ G aux sommets du triangle, nous obtiendrons

/ 3 domaines:

/ 1) Le domaine σx, representant Γensemble
/ des points compris dans le triangle aux

Fig. 2 sommets en 0, 1, | - | .



ALGEBRE ET LOGIQUE TRIPOLAIRE 559

1-1 2) Le domaine σu, representant Γensemble

\

/V des points compris dans le triangle aux

/ \ sommets en 1, 1-1, f-f.
/ \ 3) Le domaine σn, representant Γensemble

/ an σy \ des points compris dans le triangle aux
/^^σ£v\ sommets en 1-1, 0, f-f (Fig. 3).

/

I Soit σ Γensemble des points qu'ap-

partienent au triangle aux sommets en 0, 1,
1-1 (Triangle polaire). A Γaide des for-
mules 4.21, 4.22, 4.23, 4.24, et 4.25 Γalge-

Fig. 3 bre tripolaire "booleienne" peut devenir
une algebre tripolaire probabilistique. En

ce cas σ, σx, σu? et σn representent des champs de probabilites tripolaires.
Valgebre tripolaire probabilistique est un ensemble SWP, dont les

elements peuvent prendre univoquement les valeurs comprises dans le
champ de probabilitέs σ.

A e mP. -* .P(Λ) e σ

oύ P(A) represente la valeur probabilistique de Γelement A.

Si A e Wlp et B e 9WP, alors

Ae mP,
Ae mP,
A Π Be Wlp, a Γexception des cas ou P(A) et P{B) appartienent

simultanement au domaine σn,
A U B e Wlp, a Γexception des cas oύ P(A) et P(B) appartienent

simultanement au domaine σu?

AxBeWlP,k Γexception des cas oύ P(A) et P(B) appartienent
simultanement au domaine σx.

Si P(A) e σx, alors P(A) e σu et P(A) e σn.
Dans Γalgebre tripolaire probabilistique les axiomes II, IΠ, IV, V, et

VII de Γalgebre "booleienne" conservent leur valabilite.
8 Sur quelques cas exceptes Dans la section 2 de cet ouvrage aux
formules 0.5, 0.6, et 0.4 j 'ai indique que les operations Π, U, et x sont des
lois de composition interne a un sens restrictif. Ces operations ne se
peuvent pas appliquer dans les cas dont Γexception a ete indiquee. Nous
nous proposons d'analyser les cas exceptes. Des propositions 0.4, 0.5, et
resulte que π Π ττ? Ω U Ω , et Φ x Φ n'appartienent pas a Γalgebre
"booleienne" tripolaire. A Γaide des formules 3.22, 3.23, 3.24, 4.24, 4.26,
et 4.27 on peut deduire:

V(Φ) = 0
I (XΦ) = v(Φχ Φ) = l/i
Ϊ/(XΦ) = 1/(ΦXΦXΦ) = 2/1
V(xΦ) = 2
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V(xΦ) = 2-1
I (XΦ) = l-i = V(Ή)

V(xΦ) = 0 = V(Φ)

etc.

v(n) = l
V(ΌQ) = V(tl UΩ) = 2-1
f (UΩ) = l i(ΩUΩUΩ) = 2-2
f (UΩ) = 1-2
i>(uΩ) = -1
Ϊ/(UΩ) = 0 = t/(Φ)
l/(UΩ) = 1 = 1/(Ω)

etc .

V{Ή) = 1-1

^(ΠTΓ) = V(ττ ΠTT) = -1

V{f)Tl) = V(Ήf]ΉΠΉ) = - 1 / 1

V(Qπ) = /l
«/(Qπ) = 1/1
t/(nτr) = 1 = f(Ω)
V(n7r) = 1-1 = V(ΊΪ)

etc.

Les puissances par Γoperation x pour Φ, par l'operation U pour Ω et
par Γoperation Π pour π forment des groupes monogenes cycliques d'ordre
6, respectivement <£*φ, <|*Ω, et ®τr.

La representation de ces groupes est la suivante:

1_2 2-2 © φ a comme έlέment neutre π. (OFGHJBO)

VL K\ ®Ω a comme element neutre Φ. (JKLCDAJ)

\ ^ Ω ®π a comme element neutre Ω. (ABCDEFA)
-y^ γr ^2-1 9 La logique tripoίaire trί-bίvalente Soit
/C\ /β\ / \ Φ3 l ' e n s e m b l e des propositions tripolaires.

/ \ / \ / \ Une proposition est tripolaire si elle peut
(p θY- -^T 4 — prendre 3 valeurs polaires. Soit 0, 1, et 1-1
\ / \ / / c e s valeurs—que je denommerai valeurs

®Λ / \ F / / φ logiques (polaires). Chaque proposition peut
/ I / ι/ΐ 2/1 avoir une et seulement une valeur logique.

/ J'exprimerai la valeur logique d'une propo-
Fig. 4 sition comme suit:

5.1 V{P) =p Peψ3;pe{0, 1, 1-1}
L'ensemble ^ 3 est un ensemble tripolaire. Nous determinons les sous-
ensembles a, β, γ de Γensemble^p3 en les definissant comme suit:

5.2 Pea. - .V{P) e {0, 1}
5.3 Peβ. — .i;(P)e{l, 1-1}
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5.4 Peγ. -> .V(P)e{l-l, 0}
5.5 Pea. — .Peφ3

5.6 Peβ. -> .Peφ 3

5.7 P e r . - .Peφ 3

L'ensemble φ 3 est doue de 3 operations binaires ., v, et o et une
operation unaire cyclique ~ de sorte que:

5.8 P.Qeφ3 P, Qeφ3, a Γ exception du cas ou V(P) = V(Q) = 0
5.9 PvQeψ3 P, Qeφ3, a l'exception du cas oύ V(P) = f(Q) = 1
5.10 PoQeφ 3 P, Qe^ 3, a l'exception du cas oύ V(P) = !/(Q) = 1-1
5.11 ~ P e ^ 3 P e φ 3

5.12 ^ ^ P e ^ 3 P e ^ 3

L'ensemble ψ3 satisfait au suivant systeme d'axiomes:

5.13 I Pea. = .~Peβ. = .~~Peγ
5.14 Πx (P|Q)-^(P.Λ|Q.Λ) P, Q, /2e^3

5.15 II2 (P=Q)-+(PvR = QvR) P,Q,Reψ3

5.16 Π 3 ( P = <?)-> ( P o Λ i Q o E ) P,Q,Λeφ 3

5.17 II4 ( p = Q ) - > ( ~ P | ~Q) P, Q e ^ 3

5.18 Πli (P.Q) i ~(~~JPv~~Q) P, Q e ^ 3

5.19 IΠ 2 (P.Q) i ~ ~ ( ~ P o ~ Q ) P, Q e ^ 3

5.20 IV P= ~ ( ~ ~ P ) i ~~(~P) i P P e φ 3

5.21 V (P.Q).R = P.(Q.R) P,Q,Reφ3

5.22 VI (P. - P . — P)v<? i Q P, Q e φ 3

5.23 VII P.Q = Q.P P, Q e ^ 3

5.24 VIII (PvQ) .R = (P.R)v(Q.R) P, Qeψ3etRea
5.25 DC P . P | P Pecϋ

Lα r^/β <î  Zα substitution. La substitution des variables d'une formule ne
se fait que par les elements de Γensemble pour lequel la formule est
definie.

De ce qu'on a presents ci-dessus resulte que Γensemble ψ3 a la
structure d'une algebre tripolaire tri-bivalente.

Soit «C une application unijective de Γalgebre tripolaire 9W sur
Γensemble φ 3 , c'est a dire si

5.26 J£{A) = P AeWlet Peψ3

nous aurons

5.27 JC(A) = ~P

5.28 £(A) = ~~P

Si JQ(A) = P et L(J5) = Q A, B e m et P, Q e φ 3

alors

5.29 4(AΓ\B) = P.Q
5.30 -CU U5) = PvQ
5.31 -C(A x B) = PoQ
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Nous definissons les constantes de la logique tripolaire F, W, et T

comme suit:

5.32 ^ ( Φ ) = F F e ^ 3

5.33 -C(Ω)=W We^3
5.34 .£(ir) = T Teψ3

5.35 JC{A) = P. — .f/(A) = V(P) Aemet Peψ3

De 5.27, 5.28, 3.22, 3.23, et 3.24 nous deduisons

5.36 !/(F) = 0
5.37 t/(W)=Ί
5.38 V(T) = 1-1

De 1'ensemble des constantes F, W, T nous separons une, qui soit
dorenavant la constante r&gente, de sorte que chaque formule deduite soit
equivalente a cette constante.

Si K est la constante regente (Ke {F, W, T}) et φ(p, Qf R) eφ3, alors

5.39 φ(P, Q, R). =Df .(φ(p, Q, R) = K)

pour toutes les valeurs que peuvent prendre les variables P, Q, et R dans
1'ensemble des valeurs oύ elles sont definies. Nous separons W comme
constante regente. En ce cas toutes les formules deduites seront sousen-
tendues comme equivalentes a W. C'est a dire

5.40 φ(P, Q, R) =Df (φ{P, Q, R) = W)

oύ P, Q, R sont definis comme k 5.39. Exemple:

5.41 (P.Q|Q.P). = .((P.Q|Q.P)|W) P,Qeφ3

De 3.7, 3.8, 3.9, 5.27, et 5.28 nous deduisons

5.42 ~ F = W

5.43 ~ W g T

5.44 ~T i F

Nous pouvons deduire encore:

5.45 ~ ~ F | T
5.46 ~~W = F

5.47 ~ ~ T = W

De 5.40, 5.16, 5.17, 5.42, et 5.46 nous deduisons

5.48 (φ(P, Q, R) = F). = .(~φ(P, Q, R) = W). | .~φ(P, Q, R)

5.49 (φ(P, Q, R) = T). = .( φ(P, Q, R) = W). = . ~ - ^ ( P , Q, R)
Conformement aux formules d§duites dans les sections 4 et 5, en

utilisant Γapplication unijective -C et en considerant P, Q, R eψ3 nous
obtiendrons:

6.1 PvQ = ~ ( ~ ~ P o ~ ~ Q ) (2.3)

6.2 PvQ = (~P.~Q) (2.3)
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6.3 PoQ | ~(~~P.~~Q) (2.2)

6.4 P o Q | — ( ~ P v ~ Q ) (2.2)

6.5 (PoQ)oR = Po(QoR) (2.5)

6.6 (PvQ)vR = Pv(QvR) (2.6)

6.7 (P.Q).R=D/ P.Q.R (2.7)

6.8 (PoQ)oR =Df PoQoR (2.8)

6.9 {PvQ)vR=Df PvQvR (2.9)

6.10 PoQ i QoP (2.11)

6.11 PvQ = Q vP (2.12)

6.12 (Po~Po~~p) .Q i Q (2.17)

6.13 (Pv~Pv P)oQ = Q (2.18)

6.14 (P.Q)oD i (PoD).(QoD) Deβ;(2Λ9)

6.15 (PoQ)vG i (PvG)o(QvG) Gey; (2.20)

6.16 DoD = D Deβ; (2.21)

6.17 GvG = G Gey; (2.22)

6.18 P . ~ P . ~ ~ P = F (3.1)

c'est a dire

6.19 ~(P . ~P . P) Principe de la noncontradiction

6.20 P o ~ P o ~ ~ P = W (3.2)

c'est a dire

6.21 P o - P o P Principe du quart exclu

6.22 Pv~Pv~~P|T (3.3)

c'est a dire

6.23 (Pv~Pv~~P) Un tiers principe

6.24 FvP = P (3.4)

6.25 W . P | P (3.5)

6.26 ToP = P (3.6)

6.27 Fv F= F (3.10)
6.28 F v W f W (3.11)

6.29 F v T | T (3.12)

6.30 W. F = F (3.13)

6.31 W.WfW (3.14)

6.32 W . T f T (3.15)

6.33 T o F = F (3.16)

6.34 T o W f W (3.17)

6.35 T o T f T (3.18)

6.36 F. F | F (3.28)

6.37 W o W | W (3.29)

6.38 TvT = T (3.30)

6.39 F . T | F (3.32)

6.40 W o F = W (3.33)

6.41 TvW = T (3.34)

6.42 F.P i F (3.35)

6.43 W o P | W (3.36)

6.44 T v P | T (3.37)
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Le calcul logique tripolaire tri-bivalent peut §tre fait aussi algory-
thmiquement a Γaide de formules suivantes:

7.1 V(P) = p Pe*3et/>€{0, 1, 1-1}
7.2 V(~P) = \-p (4.22)
7.3 l/(~~P) = l-l/p (4.23)

Si V(P) = p et V(Q) = q P, Qeψ3etp, qe{0, 1, 1-1}

alors

7.4 V(P.Q)=pq (4.24)
7.5 V(PvQ) = pΘq-pq (4.25)
7.6 V(Po Q) = 1/1 Θ p-p Θ q-q/pq (4.26)

En ce cas chaque formule deduite doit avoir la valeur logique egale a
1, pour toutes les valeurs que peuvent prendre les variables de Γensemble
des valeurs pour lequel la formule a ete definie.

Si la proposition P, Peφ3, peut prendre une valeur logique quelconque,
comprise dans le triangle polaire, alors la logique tripolaire tri-bivalente
devient une logique tripolaire °o-valente, c'est a dire qu'elle devient une
logique tripolaire probabilistique.

Ecole professional
Dej, Cluj, Roumanie




