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Propriétés Arithmétiques de Fractions
Rationnelles à Coefficients Algébriques

Jean-C hr i stophe Masseron

1. Introduction

La manière dont certaines propriétés imposées aux valeurs d’un polynôme déter-
mine ce polynôme, a intéressé de nombreux auteurs. Le lecteur désirant avoir de
plus amples informations et d’autres résultats que ceux présentés ici sur ce sujet
pourra consulter les livres de Narkiewicz [4] et la Section 22 à partir du Théorème
33 du livre de Schinzel [5]. Notons qu’un problème voisin est de regarder à quelles
conditions une fonction entière surC prenant des valeurs entières est un polynôme
(voir Waldschmidt [8] et références).

Si nous considérons une fraction rationnelle à une variable à coefficients dans
Q, on sait que si elle prend des valeurs entières sur un ensemble infini d’entiers,
alors cette fraction rationnelle est un polynôme.

En dimensionr, il convient de se poser la question suivante.

Question 1.1. Quelle condition mettre sur l’ensembleE ⊂ Zr pour quef étant
dansQ(X1, . . . , Xr), si

∀En∈E, f(En)∈Z ou f(En) n’est pas défini

alorsf est dansQ[X1, . . . , Xr ]?

Remarque 1.1. Pour alléger les énoncés des théorèmes, dans la suite du texte,
f(E) ⊂ Z signifie que pour toutEn∈E, f(En)∈Z, ouf(En) n’est pas défini; nous
vérifierons dans les preuves que cette convention ne pose pas de problèmes.

Yasumoto [9] dans son article est parti de cette idée en regardant les fractions ra-
tionnelles à un nombrer quelconque de variables à coefficients entiers algébriques
prenant des valeurs entières algébriques.

La motivation du présent texte est née de la lecture de cet article de Yasumoto
[9]. Ce dernier donne une condition surE liée à la densité Banachique qui se
définit comme suit.

Définition 1.1. Soientr ≥ 1, A ⊂ Zr , etk ∈N, on pose

Ak =
{
En = (n1, . . . , nr)∈A, max

1≤i≤r
|ni | ≤ k

}
.
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On définit alors la densité supérieure Banachique par

d(A) = lim sup
k→∞

cardAk
(2k +1)r

.

Théorème 1.1 (Yasumoto). Soit r ≥ 1. SoitA ⊂ Zr tel qued(A) > 0, et soit
f ∈ Q̄(X1, . . . , Xr). Sif(En) est un entier algébrique pour toutEn ∈A, alorsf est
un polynôme dēQ[X1, . . . , Xr ].

Dans la suite de son article, Yasumoto [9] étend son résultat aux fonctions ra-
tionnelles des variétés affines lisses au-dessus deQ̄. Dans le présent texte, nous
nous intéressons au cas des fractions rationnelles à deux variables surQ, et les ré-
sultats ainsi donnés peuvent s’étendre facilement aux entiers algébriques; ce qui
est montré à la fin de la Partie 2.

Le résultat que nous allons démontrer améliore celui de Yasumoto pourr = 2.

Théorème 1.2. Soitε > 0. SoitE ⊂ Z2, tel que

lim sup
k→∞

cardE ∩ {(m, n)∈Z2, −k ≤ m, n ≤ k}
k3/2+ε > 0.

Soitf ∈Q(X, Y ). Si
f(En)∈Z ∀En∈E,

alors
f ∈Q[X, Y ].

Dans la Partie 2, nous prouvons que si une fraction rationnellef en une variable
prend plus dec(f ) valeurs entières (oùc(f ) se calcule en fonction des coeffi-
cients et des degrés d’un numérateur et d’un dénominateur def ), alorsf est un
polynôme.

Dans la Partie 3.1, nous donnons un critère suffisant pour que les ensemblesE

répondent affirmativement à la Question 1.1 dans le casr = 2. On se ramène au
cas des fractions rationnelles à une indéterminée par la spécialisationY = aX+b.
Dans la Partie 3.2 nous démontrons à l’aide de ce critère le Théorème 1.2. De plus,
contrairement àYasumoto [9], cette démonstration n’utilise pas la construction des
hyperrationnels, et par conséquent ne fait pas appel à l’axiome du choix. En effet,
Yasumoto introduit la notion d’ “hyper-entiers arithmétiquement indépendants”
et démontre qu’ils le sont presque tous pour établir son résultat.

Enfin, la Partie 3.3 est l’occasion de rechercher le meilleur exposant dek qu’on
peut atteindre par cette méthode. Dans cet esprit, on peut poser la question suivante.

Conjecture 1.1. SoitA ⊂ Z2 et ε > 0 tels que

lim sup
k→∞

cardAk
k1+ε > 0.

Pourf ∈Q(X, Y ), si f(A) ⊂ Z a-t-on nécessairementf polynôme deQ[X, Y ]?
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On remarquera d’ailleurs à la Section 3.3.4 que la quantiték1+ε ne peut pas être
remplacée park logk.

2. Cas des Fractions Rationnelles à une Indéterminée

2.1. Fractions Rationnelles deQ(X)

Nous allons avoir besoin pour la suite de deux types de mesures sur les polynômes,
la première se trouve dans le livre de Lang [1] au Chapitre 3, début du paragraphe 2
(“Gauss’Lemma”) et la seconde dans l’article de Mahler [3], cette dernière défini-
tion se retrouvant aussi dans le livre de Waldschmidt [7]. Dans les deux définitions
qui viennent, on considèreP ∈Z[X] avec

P(X) =
degP∑
i=0

PiX
i.

Définition 2.1. On appelle hauteur du polynômeP, le nombre

|P | = sup
i

|Pi |.

Définition 2.2. On appelle mesure de Mahler du polynômeP, le nombre

M(P ) =
{

exp
( ∫ 1

0 log|P(e2iπt )| dt) si P 6= 0,

0 si P = 0.

Nous allons aussi utiliser le résultat suivant, qui est implicite dans l’article de
Mahler [3] à l’équation II.

Lemme 2.1. SoientP,Q dansZ[X], on a

|P ||Q| ≤ 2degP+degQ(degP + degQ+ 1)1/2|PQ|.
Preuve.Ce résultat est directement issu des suivants, pourP etQ dansZ[X]:

(i) |P | ≤ 2deg(P )M(P );
(ii) M (P ) ≤ (deg(P )+1)1/2|P |;

(iii) M (PQ) = M(P )M(Q).

D’où |P ||Q| ≤ 2degP2degQM(P )M(Q) ≤ 2degP+degQM(PQ) or comme

M(PQ) ≤ (degPQ+1)1/2|PQ|,
on obtient

|P ||Q| ≤ 2degP+degQ(degP + degQ+1)1/2|PQ|.
Définissons les ensembles suivants, pourP1 etP2 dansZ[X]\{0},

E(P1, P2) =
{
n∈Z, P1(n)

P2(n)
∈Z ou P2(n) = 0

}
.
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Il est clair que:

Lemme 2.2. SoientP, P1, etP2 trois polynômes deZ[X] non nuls. Nous avons:

(i) E(P1, P2) ⊂ E(P1+ PP2, P2);
(ii) E(P1, P2) ⊂ E(P1P, P2);

(iii) cardE(P1P, P2P) ≤ cardE(P1, P2)+ degP.

Dans toute la suite de cette partie, on considèreg/h∈Q(X) avec:

(a) g, h dansZ[X]\{0};
(b) g̃, h̃ dansZ[X], premiers entre eux surZ[X] tels que

g = 1g̃ et h = 1h̃
(i.e.,g/h = g̃/h̃) où1 = pgcd(g, h) surZ[X].

Déterminons maintenant un majorant du nombre de points entiers atteints par la
fraction rationnelleg/h.

Supposons pour la suite de cette partie queh̃ /∈Z (i.e.,g/h /∈Q[X]). SoitR ∈
Z, le résultant dẽg et h̃. Il existe(u, v)∈Z[X]2 tel que{

degu < degh̃

degv < degg̃
et R = ug̃ + vh̃.

Grâce au Lemme 2.2, il suffit de majorer le nombre de points entiers deg̃/h̃ (car
g/h = 1g̃/1h̃), et on a

E(g̃, h̃) ⊂ E(ug̃ + vh̃, h̃) = E(R, h̃).
Ainsi le nombre maximal de points entiers que peut avoir la fraction rationnelle
g̃/h̃ est au plus le nombre de points dont l’image parh̃ est un diviseur deR.

On va donc maintenant chercher à majorer le nombre de diviseurs deR. On
notera pour la suite, pour un entiern∈N,

div(n) = card
{
k ∈Z, k

∣∣
Zn
}
.

Le Théorème 1.5.4 du livre de Tenenbaum [6] donne la première partie du résultat
suivant.

Lemme 2.3. Pour toutε réel positif strict, il existe un entierN0 ≥ 16 tel que l’on
ait pourn ≥ N0, d’une part

div(n) ≤ 2n
log 2+ε
log logn

et d’autre part

n
′ log 2+ε

log logn > n
log 2+ε
log logn ∀n′ > n.

Posons:

(i) ε = 10− log 2;
(ii) σ : N\{0,1} → R+ etn 7→ σ(n) = 2n

10
log logn ;

(iii) N0 = 16.

En effet, pour toutn ≥ 3, div(n) ≤ 2n
10

log logn (cf. [6]).
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On a|R| ≤ |g̃|degh̃|h̃|degg̃(degg̃+ degh̃)! par majoration de chaque coefficient
des polynômes par leur hauteur.

En appliquant le Lemme 2.1 à1, g̃, h̃, nous avons les majorations suivantes:{ |1||g̃| ≤ 2degg(degg +1)1/2|g|,
|1||h̃| ≤ 2degh(degh+1)1/2|h|

d’où { |g̃| ≤ 2degg(degg +1)1/2|g|,
|h̃| ≤ 2degh(degh+1)1/2|h|.

Il s’ensuit que
|R| ≤ N(g, h)

où

N(g, h) = 16+ 4degg×degh(degg +1)(degh)/2(degh+1)(degg)/2

× |g|degh|h|degg(degg + degh)!.

On a alorsN(g, h) ≥ |R| etN(g, h) ≥ 16, et commeσ est croissante au-dessus
de 16, on obtient

div(R) ≤ σ(N(g, h)).
Donc, avec le Lemme 2.2,

cardE(g, h) ≤ degh+ cardE(g̃, h̃) ≤ (σ(N(g, h))+1)degh.

Si on pose
M(g, h) = (σ(N(g, h))+1)degh+1,

on peut alors affirmer:

Théorème 2.1. Soitg/h∈Q(X) avecg eth dansZ[X] eth 6= 0. SoitE(g, h) =
{n∈Z, g(n)/h(n)∈Z ouh(n) = 0}. Si

cardE(g, h) ≥ M(g, h)
alors

g

h
∈Q[X].

2.2. Fractions Rationnelles dēQ(X)

On va maintenant introduire un argument Galoisien qui va nous permettre d’éten-
dre le résultat du Théorème 2.1aux fractions rationnelles à coefficients algébriques.

Soit g/h ∈ Q̄(X), avecg, h ∈ Z̄[X], anneau des polynômes à coefficients en-
tiers algébriques. SoitK(g, h), la clôture galoisienne du corps de nombres engen-
dré par les coefficients deg eth. Posons

G(g, h) = Gal(K(g, h),Q) = {σ1, . . . , σt }.
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Ecrivons les fonctions symétriques élémentaires en les(g/h)σ , σ ∈G(g, h), sous
la formeḡj/H (1≤ j ≤ t); où

H =
∏
σ

hσ .

On a, pour toutj, ḡj/H ∈ Q(X), ce qui va permettre de nous ramener au cas
précédent.

Théorème 2.2. Si

card

{
n∈Z, g

h
(n)∈ Z̄ ou h(n) = 0

}
≥ max

j
M(ḡj, H )

alors g

h
∈ Q̄[X].

Preuve.Remarquons d’abord que, pour tout 1≤ j ≤ t,

cardE(ḡj,H ) ≥ card

{
n∈Z, g

h
(n)∈ Z̄ ou h(n) = 0

}
.

On applique alors le Théorème 2.1 àḡj/H, pour 1≤ j ≤ t. CommeM(ḡj,H ) ne
dépend que de [K(g, h) : Q] et de la hauteur des coefficients,ḡj/H est dans̄Q[X]
pour toutj.

Ainsi, g/h est racine de

P(Y ) =
∏
σ

(
Y −

(
g

h

)σ)
polynôme unitaire de(Q̄[X])[Y ]. Doncg/hest entier sur l’anneaūQ[X] et comme
g/h est dans̄Q(X), on ag/h∈ Q̄[X].

3. Fractions Rationnelles à Deux Indéterminées

3.1. Majoration Effective du Nombre de Points Entiers

3.1.1. Fractions Rationnelles deQ(X, Y )

Dans cette partie, on va majorer le nombre de points entiers que peut prendre une
fraction rationnelle donnée à deux indéterminées. Le principe est de compter les
points entiers atteints sur les droites de la formeY = aX+b où(a, b)∈Z2. Dans
cette partie, on considère les fractions rationellesp/q deQ(X, Y ) avecp etq dans
Z[X, Y ] sans facteur commun,q /∈Z[X] et p 6= 0.

Notation 3.1. Dans toute la Partie 3, la notation “deg” sans précision de vari-
able désignera le degré total des polynômes à 2 variables.

On pose formellement, pour tout(a, b)∈Z2,

pa,b(X) = p(X, aX + b).
On a doncpa,b ∈Q[X].
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Nous aurons tout d’abord besoin des résultats suivants.

Lemme 3.1. Pourp/q ∈Q(X, Y ), l’écriture formellepa,b/qa,b définit une frac-
tion rationnelle deQ(X) pour tous les couples(a, b) ∈ Z2 sauf au plusdegq
couples.

Preuve.Soitp/q ∈Q(X, Y ). Il suffit d’éviter tous les couples(a, b)∈Z2 tels que
qa,b = 0. Cela revient à considérer les couples(a, b)∈Z2 tels que

Y − (aX + b)
∣∣
Q[X,Y ] q(X, Y ).

Pour des couples(a, b) distincts, lesY − (aX + b) sont deux à deux premiers;
d’où pa,b/qa,b est définie sur toutZ2 sauf au plus degq couples d’entiers.

Remarque 3.1. D’après le Lemme 3.1, pour tout entierb il existe au plus degq
entiersa tels queqa,b = 0.

Dans la suite du texte, nous utiliserons sans autre précision des couples d’entiers
(a, b) tels que les fractions rationnelles du typepa,b/qa,b soient définies dans
Q(X).

Etablissons une notation particulière des polynômespa,b.

Notation 3.2. Posons, pourp ∈Z[X, Y ],

p(X, Y ) =
∑

0≤i+j≤degp

Pi,jX
iY j .

On a donc pour tout(i, j)∈ {1, . . . ,degp}2, Pi,j ∈Z. Alors

pa,b(X) =
∑

0≤i+j≤degp

Pi,jX
i(aX + b)j ;

soit
pa,b(X) =

∑
0≤i≤degp

p(i)(a, b)X
i

avecp(i) ∈Z[X, Y ].

Comptons àb ∈Z fixé le nombre de coefficientsa ∈Z tels queqa,b ∈Z.
Lemme 3.2. Soitb ∈Z. On a

card{a ∈Z, qa,b ∈Z} ≤ degq.

Preuve.On sait que pour tout(a, b)∈Z2, qa,b ∈Z[X]; donc, avec la Notation 3.2,
si qa,b ∈Z on peut écrire ce polynôme sous la forme

qa,b(X) = q(0)(a, b) =
degq∑
j=0

Q0,j b
j

où pour tout entierj ∈ [0,degq], on aQ0,j ∈Z. Donc,
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Y − (aX + b)
∣∣
Z[X,Y ] q(X, Y )−

degq∑
j=0

Q0,j b
j .

Or, àb fixé, les polynômesY − (aX + b) sont premiers entre eux. Donc, ils sont
au plus au nombre des degq facteurs irréductibles de

q −
degq∑
j=0

Q0,j b
j ,

qui ne peut être nul,q n’étant pas dansZ.

Remarque 3.2. On enlèvera pour toutb les entiersa tels queqa,b ∈ Z, donc y
compris ceux tels queqa,b = 0.

Voyons maintenant pour unb ∈ Z et una0 ∈ Z fixés tels queqa0,b /∈ Z, combien
de coefficientsa ∈Z répondent à la conditionqa,b = qa0,b.

Lemme 3.3. Soitb ∈Z, et soita0 ∈Z tel queqa0,b /∈Z. Alors, si on pose

Q(a0) = {a ∈Z, qa,b = qa0,b},
on a

cardQ(a0) ≤ degq.

Preuve.Si Q(a0) = {a0}, il n’y a rien à démontrer. Sinon, il existea ∈
Q(a0)\{a0}. Alors, q(i)(a, b) = q(i)(a0, b) pour tout 0≤ i ≤ degq. De plus
commeqa,b = qa0,b /∈Z, il existei0 > 0 tel queq(i0) 6= 0.

(i) Si pour tout entieri ∈ [0,degq] tel que degq(i) > 0, on a degX q(i) ≤ 0 alors

qa,b(X) =
degq∑
j=0

q(j)(a, b)X
j = k(X)∈Z[X]

aveck ne dépendant pas dea. Donc, pour touta ∈Q(a0),

Y − (aX + b)
∣∣
Z[X,Y ](q(X, Y )− k(X)).

Par un raisonnement analogue à celui de la démonstration du Lemme 3.2, il
ne peut y avoir plus de degq éléments dansQ(a0).

(ii) Sinon, degX q(i0) > 0 et alorsa est racine du polynômeq(i)(X, b)−q(i)(a0, b);
ce qui entraîne évidemment que le nombre d’éléments deQ(a0) est inférieur
à degq(i0).

Dans tous les cas, cardQ(a0) ≤ degq.

Introduisons les ensemblesE(p, q,2) qui seront les analogues desE(p, q) de la
Partie 2. Pour toutp ∈ Z[X], posonsM(p,0) = 0 etE(p,0) = Z. Soit, pour
q 6= 0,

E(p, q,2) = {b ∈Z, card{a ∈Z, cardE(pa,b, qa,b) > M(pa,b, qa,b)}
> 1+ degq(1+ 22 degp degq)

};
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où on définit, pourqa,b 6= 0,

M(pa,b, qa,b) = 1+ degq
(
1+ 2N(pa,b, qa,b)

10
log logN(pa,b,qa,b)

)
.

Pour simplifier les notations, on notera C(x, y), la condition cardE(x, y) >
M(x, y).

On va maintenant adapter les constantes de la Partie 2 aux polynômes à deux
indéterminées; en effet, on a

pa,b(X) = p(X, aX + b) =
degp∑
i=0

Xi

degp−i∑
j=0

Pi,j(aX + b)j .

Soit

pa,b(X) =
degp∑
i=0

Xi

degp−i∑
j=0

Pi,j

j∑
k=0

Ck
j a

kbj−kXk =
degp∑
i=0

degp−i∑
k=0

αkX
i+k

avec

αk = ak
degp−i∑
j=k

Ck
jPi,j b

j−k.

En remarquant que pour tout entierk ∈ [0,degp]

degp−i∑
j=k

Ck
j = Ck+1

degp−i+1,

on a
|αk| ≤ |p|(|a| + |b|)degp+1 ≤ |p|(2 max(|a|, |b|))degp+1.

Donc, comme

pa,b(X) =
degp∑
l=0

Xl

l∑
i=0

αi,

on a
|pa,b| ≤ |p|(degp +1)(2 max(|a|, |b|))degp+1.

On va donc poser, pourqa,b 6= 0,

N(pa,b, qa,b)

= 16+ 4(degp+degq)2(degp + degq)!|p|degq |q|degp

× (degp +1)(3 degq)/2(degq +1)(3 degp)/2 max(|a|, |b|)(degp+degq)2

NotonsRY (p, q) le résultant dep etq en la variableY dansZ[X]. Si p ∈Z[X],
on prendRY (p, q) = p. Le lemme suivant fait le lien avec la Partie 2, puisque les
polynômes considérés ici sont à une indéterminée:

Lemme 3.4. Soientp, q deux polynômes à deux variables sans facteur commun.
Soit(a, b)∈Z2 tel queC(pa,b, qa,b) etqa,b 6= 0. On a alors

qa,b
∣∣
Q[X]RY (p, q).
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Preuve.Puisquep et q sont sans facteur commun, etqa,b /∈ Z, donc d’après le
Théorème 2.1 si C(pa,b, qa,b), alors on apa,b/qa,b ∈Q[X]. CommeRY (p, q) =
up + vq avecu etv dansZ[X, Y ], on a

pa,b

qa,b
ua,b + va,b ∈Q[X].

Donc
RY (p, q)

qa,b
∈Q[X].

On va ici compter le nombre de polynômes distincts du typeqa,b qu’on obtient à
b fixé.

Lemme 3.5. Soitb ∈E(p, q, 2). On a

card
{
a ∈Z, C(pa,b, qa,b), qa,b /∈Z et

∀a ′ < a, si qa ′,b /∈Z alors a /∈Q(a ′)} ≤ 22 degp degq .

Preuve.D’après le Lemme 3.4,qa,b
∣∣
Z[Q]RY (p, q). Doncqa,b prend ses au plus

degq facteurs irréductibles parmi les au plus 2 degp degq facteurs irréductibles
deRY (p, q) comptés avec leurs multiplicités. Donc les polynômes de la forme
qa,b parmi les diviseurs éventuels deRY (p, q) sont aux constantes près au plus au
nombre de 22 degp degq .

Remarque 3.3. On peut aussi voir dans le Lemme 3.5 une relation d’équiva-
lence surZ,

a<a ′ ⇐⇒ Q(a) = Q(a ′),
et démontrer que

card
({a ∈Z, C(pa,b, qa,b), qa,b /∈Z}/<

) ≤ 22 degp degq .

Reprenons le comptage avec le résultat que nous apporte le lemme précédent:

card
{
a ∈Z, C(pa,b, qa,b)

}
= card

({
a ∈Z, C(pa,b, qa,b), qa,b /∈Z

} ∪ {a ∈Z, C(pa,b, qa,b), qa,b ∈Z
})

≤ card
({
a ∈Z, C(pa,b, qa,b), qa,b /∈Z

}
/<) card

(
max
a∈Z

Q(a)
)
+ degq

≤ degq(1+ 22 degp degq).

Introduisons maintenant les notations et hypothèses propres au théorème que
nous allons démontrer.

1. Soitg/h ∈ Q(X, Y ), avecg et h dansZ[X, Y ]. Considérons̃g et h̃ dans
Z[X, Y ] sans facteurs communs tels queg/h = g̃/h̃. On a alors deg̃g ≤ degg et
degh̃ ≤ degh.

2. On suppose queh /∈ Z[X], c’est-à-dire que le degré enY du polynômeh
n’est pas négatif ou nul.
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3. D’une part, on aRY (g̃, h̃) 6= 0, carg̃ et h̃ sont sans facteur commun. D’autre
part, il existe un couple de polynômes(u, v)∈Z[X, Y ] tels que:

(a) g̃u+ h̃v = RY (g̃, h̃);
(b) degY u < degY h̃ ≤ degY h;
(c) degY v < degY g̃ ≤ degY g;
(d) si g̃ ∈Z[X], on pose bien sûr,v = 0 etu = 1.

Proposition 3.1. Soitg/h∈Q(X, Y ) avech /∈Z[X]. Si

cardE(g, h, 2) > degh,

alors
g

h
∈Q[X, Y ].

Preuve.Nous allons montrer ce résultat par l’absurde. Posonsg̃/h̃ = g/h où g̃ et
h̃ sont sans facteur commun. Supposons

cardE(g, h,2) > degh

et
g̃

h̃
∈Q(X, Y )\Q[X, Y ].

Dans la suite de la démonstration de la Proposition 3.1, nous allons nous efforcer
de trouver une contradiction à̃h /∈Z. Nous aurons alors terminé notre travail con-
cernant la démonstration par l’absurde.

A b fixé, nous pouvons grâce au Lemme 3.3 majorer le nombre d’entiersa tel
queh̃a,b = h̃a0,b pour un entiera0 fixé. Nous devons maintenant majorer le nom-
bre d’ensembleH̃(a0) ainsi obtenus, c’est le but du Lemme 3.5. Mais comme
pour tout entierb deE(g, h,2), on a

card{a ∈Z, C(ga,b, ha,b)} ≥ 1+ degh(1+ 22 degg degh),

il existe des polynômes̃ha,b diviseurs deRY (g, h), égaux à une constante multi-
plicative près.

Donc il existe un entiera ∈Z tel que

(i) C(ga,b, ha,b);
(ii) il existe a ′ ∈ Z\{a} et α ∈ Q\{0,1} tels que C(ga ′,b, ha ′,b) et h̃a,b = αh̃a ′,b

avech̃a,b /∈Z d’après le Lemme 3.2.

Alors, pour un tel entiera,

h̃a,b(X) =
degh̃∑
i=0

h̃(i)(a, b)X
i = α

degh̃∑
i=0

h̃(i)(a
′, b)Xi.

Le lemme suivant nous conduira à la contradiction recherchée, car un tel polynôme
h̃, avec les contraintes ci-dessus, ne peut être que nul.
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Lemme 3.6. Sous les hypothèses précédentes,h̃ = 0.

Preuve.Soit b ∈E(g, h,2). Soient(a, a ′) ∈ Z2, distincts tels que C(ga,b, ha,b),
C(ga ′,b, ha ′,b), et il existeα ∈Q\{0,1} tel queh̃a,b = αh̃a ′,b. On a

h̃a,b =
degh̃∑
l=0

h̃(l )(a, b)X
l =

degh̃∑
l=0

( l∑
i=0

∑
j≥i

H̃ l−i,j aibj−iC
j−i
j

)
Xl.

Montrons par récurrence que pourl ≤ degh̃, on a

∀i ∈ [0, l], ∀j ∈ [0,degh̃− l], H̃i,j = 0.

Comme pouri + j > degh̃, H̃i,j = 0, on prendj dans [0,degh̃].
(1) Pourl = 0,

h̃(0)(a, b) = αh̃(0)(a ′, b).
D’où ∑

j≥0

H̃0,j b
j = α

∑
j≥0

H̃0,j b
j .

Donc ∑
j≥0

H̃0,j b
j = 0

carα 6= 1. Donc pour toutb ∈E(g, h,2), on a∑
j≥0

H̃0,j b
j = 0

avec cardE(g, h,2) > degh ≥ degh̃, d’où

∀j ∈ [0,degh̃], H̃0,j = 0.

(2) Supposons maintenant que pourl < degh̃ et pour tout entieri ∈ [0, l], on
ait pour tout entierj de [0,degh̃], H̃l−i,j = 0. On a

h̃(l+1)(a, b) =
∑
j≥0

H̃l+1,j b
j +

l∑
i=0

∑
j≥i

H̃ l−i,j aibj−iC
j−i
j =

∑
j≥0

H̃l+1,j b
j

par hypothèse de récurrence. Mais

h̃(l+1)(a, b) = αh̃(l+1)(a
′, b),

d’où ∑
j≥0

H̃l+1,j b
j = 0

carα 6= 1.
Par un raisonnement analogue au casl = 0, comme cardE(g, h,2) > degh ≥

degh̃, on aH̃l+1,j = 0 pour tout entierj ∈ [0,degh̃]. Donc pour tout entieri ∈
[0,degh̃], pour tout entierj ∈ [0,degh̃], H̃i,j = 0. D’où h̃ = 0.
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Le Lemme 3.2 et le Lemme 3.6 permettent d’aboutir à une contradiction car àb ∈
E(g, h,2) fixé, il y a plus de degh entiersa tels que C(ga,b, ha,b) et ainsi il y en
a au moins un tel queha,b /∈Z. Donc, si

cardE(g, h,2) > degh

alors
g

h
∈Q[X, Y ].

Remarque 3.4. Afin de s’affranchir de l’hypothèse 2:h /∈ Z[X], il faut con-
sidérer

ga,b1

ha,b1
(Y ) = g

h
(aY + b, Y ),

ga,b2

ha,b2
(Y ) = g

h
(X, aX + b),

et, pouri = 1,2,

E(g, h, i,2) = {b ∈Z, card{a ∈Z, C(ga,bi, ha,bi)} ≥ 1+degh(1+22 degg degh)
}
.

Remarque 3.5. Les couples(a, b) tels queha,b = 0 sont bel et bien pris en
compte, puisque pour chaque entierb ∈ E(g, h, i,2) il y a strictement plus de
degh valeurs dea correspondantes.

On peut alors affirmer:

Théorème 3.1. Soitg/h∈Q(X, Y ), avecg eth dansZ[X, Y ]. Si

cardE(g, h, i, 2) > degh ∀i ∈ {1,2},
alors

g

h
∈Q[X, Y ].

Enonçons maintenant un corollaire qui nous sera utile dans la suite du texte:

Corollaire 3.1. Soitg/h ∈Q(X, Y ) avecdegh ≥ 1. Supposons que pour tout
k suffisamment grand, il y ait plus dedegh entiersb ∈ [−k3/2, k3/2], tels que
pour chacun d’entre eux, il y ait plus de1+ degh(1+ 22 degg×degh) entiersa ∈
[−k1/2, k1/2] tels que pour chaque couple(a, b), il y ait plus dek

20(degg+degh)2

log logk points
de la formeEn = (n, an + b) avecn ∈ Z tels queg(En)/h(En) ∈ Z. Supposons la
même chose pour les points de la forme(an+ b, n). Alorsg/h∈Q[X, Y ].

Preuve.Montrons que pour tout couple(a, b)∈Z2 tel que cela ait un sens,

k
20(degg+degh)2

log logk > M(ga,b, ha,b).

Pour cela, posons

C = 4(degg+degh)2(degg + degh)!(degg +1)(3/2)degh

× (degh+1)(3/2)degg|g|degh|h|degg.
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Par définition, pour tout(a, b)∈Z2 tel que cela ait un sens, on a

N(ga,b, ha,b) ≤ 16+ Ck(3/2)d2
,

oùd = degg + degh car max(|a|, |b|) ≤ k3/2.

Si k est très grand devant 16, on a

σ(N(ga,b, ha,b)) < σ(2Ck(3/2)d2
)

De plus, sik > 2C2/d2
, on a

σ(N(ga,b, ha,b)) < σ(k2d2
) < 2k

2d2×10
log logk .

D’où

1+ degh(1+ σ(N(ga,b, ha,b))) < 1+ degh
(
1+ 2k

2d2×10
log logk

)
.

D’où le résultat.

3.1.2. Fractions Rationnelles deQ̄(X, Y )

Le même type d’argument Galoisien que nous avons développé dans la Partie 2.2
nous permet ici d’étendre le résultat du Théorème 3.1 aux fractions rationnelles à
deux indéterminées à coefficients algébriques surQ.

Nous allons utiliser ici les notations du Théorème 2.2 étendues au cas de deux
variables, les fonctions symétriques élémentaires en les(g/h)σ où σ est un élé-
ment deG(g, h) seront prises sous la formeḡj/H, 1≤ j ≤ t; où

H =
∏
σ

hσ.

Théorème 3.2. Soitg/h∈ Q̄(X, Y ). Si

∀i ∈ {1,2}, ∀(1≤ j ≤ t), cardE(ḡj,H, i,2) > degh,

alorsg/h∈ Q̄[X, Y ].

Preuve.La fraction rationnelleg/h est racine du polynôme,∏
σ

(
Z −

(
g

h

)σ)
,

qui est un polynôme unitaire de(Q̄[X, Y ])[Z]. De plusg/h est dansQ̄(X, Y ).
Doncg/h∈ Q̄[X, Y ].

De même, en remplaçantZ parZ̄ dans le Corollaire 3.1:

Corollaire 3.2. Soitg/h∈ Q̄(X, Y ), et posonsδ = [K(g, h) : Q]. Supposons
que pour toutk suffisamment grand devant les hauteurs deg eth, il y ait plus de
δ degh entiersb ∈ [−k3/2, k3/2], tels que pour chacun d’entre eux, il y ait plus
de1+ δ degh(1+ 22δ degg×degh) entiersa ∈ [−k1/2, k1/2] tels que pour chaque

couple(a, b), il y ait plus dek
20δ2(degg+degh)2

log logk points de la formeEn = (n, an+b) avec
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n ∈ Z tels queg(En)/h(En) ∈ Z̄. Supposons la même chose pour les points de la
forme(an+ b, n). Alorsg/h∈ Q̄[X, Y ].

Preuve.Il suffit d’appliquer le Théorème 3.2 en ayant remarqué que

k
20δ2(degg+degh)2

log logk > max
j
M(ḡja,b , Ha,b),

dès quēgja,b/Ha,b a un sens, car deḡgja,b ≤ δ degg et degHa,b ≤ δ degh.

3.2. Amélioration du Critère de Yasumoto

Grâce aux majorations de la Partie 3.1, nous allons maintenant démontrer le résul-
tat annoncé sur l’amélioration du texte de Yasumoto [9]. Nous aurons besoin de
la notation suivante.

Lemme 3.7. Soitη > 1. SoitE un sous-ensemble deZ2 tel que

lim sup
cardEk
kη

> 0.

Soit t ≥ 1, un entier. NotonsẼ(t) un ensemble formé deE auquel on enlève les
points placés surt droites. Alors

lim sup
cardẼ(t)k

kη
= lim sup

cardEk
kη

.

Preuve.Pour chaquek, on enlève au plust(2k + 1) points. Le nombre de points
enlevés devient négligeable devant le nombre de points restants. D’où le résultat.

La démonstration du Théorème1.2 repose en majeure partie sur les démonstrations
des Lemmes 3.7 et 3.8, qui vont montrer que pour toutk suffisamment grand, toute
fraction rationnelle à coefficients rationnels prenant des valeurs entières sur tout

E vérifie les conditions imposées par le Corollaire 3.1 avec unε >
20(degg+degh)2

log logk
.

Soit un réelε > 0.

Lemme 3.8. Soitg la fonction de variable entière positive à valeurs entières po-
sitives définie par

g : N→ N et k 7→ g(k) = 12[k1/2+ε].

Si pour une infinité de valeurs dek, cardEk ≥ kg(k), alors pour tout(t, u)∈N2

non nuls et pour toutk suffisamment grand tel quecardEk ≥ kg(k), il y a plus de
t valeurs d’entiersb telles qu’il y ait pour chacune d’entre elles plus deu valeurs
d’entiersa telles que pour tout couple(a, b) il y ait plus dekε points de la forme
En = (n, an+ b) dansE.

Preuve.Soit k ∈ N tel que cardEk ≥ kg(k), et soit un entiera ∈ [1, k1/2]. Donc
Ek est recouvert par les droites d’équationY = aX + b où−(a + 1)k ≤ b ≤
(a + 1)k. Chacune de ces droites contient au plus(2k + a)/a points de coordon-
nées inférieures àk.
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Soit l’applicationh : N → N arbitraire pour l’instant. NotonsNa(k) le nom-
bre de droites de la formeY = aX+ b contenant plus deh(k) points deEk. On a
donc

cardEk ≤ Na(k)2k + a
a
+ h(k)(2(a +1)k +1)

d’où

kg(k) ≤ Na(k)2k + a
a
+ h(k)(2(a +1)k +1).

Supposonsg(k) ≥ 2h(k)(2(a +1)+ 1/k). On a alors

kg(k) ≥ 2h(k)(2(a +1)k +1).

D’où

Na(k) ≥ a

2k + a h(k)(2(a +1)k +1)

≥ a

2k + a h(k)2ak + ah(k) ≥ a
2h(k)

2k

2k + k1/2

≥ a2h(k)

cela pour tout entiera ∈ [1, k1/2].
SoitN(k) le nombre de droites de la formeY = aX+b, a variant dans [1, k1/2],

contenant plus deh(k) points deEk; alors

N(k) ≥ h(k)
[k1/2]∑
j=1

j2

d’où

N(k) ≥ h(k) [k
1/2]([k1/2] +1)(2[k1/2] +1)

6
≥ h(k)k

3/2

4
.

Mais pour toutes les droites de la formeY = aX + b aveca entier dans [1, k1/2],
il y a auplus 2([k1/2] +1)k +1 valeurs distinctes deb.

Soit un couple d’entiers(t, u)∈ (N\{0})2. On prendh(k) = kε, on vérifie que

12[k1/2+ε] ≥ 2kε
(

2(a +1)+ 1

k

)
.

Mais dès quekε > (4u + 1), il existeb0 ∈ Z tel que l’on ait plus deu entiersa
tels qu’il y ait plus dekε points sur la droiteY = aX+ b0. Sinon pour tout entier
b il y aurait moins deu valeurs dea et alorsN(k) < k3/2u, d’où la contradiction.

Considérons maintenant̃E(u) l’ensemble formé deE privé deu droites parmi
celles définies ci-dessus pour le même entierb0; Ẽ(u)vérifie les mêmes hypothèses
queE d’après le Lemme 3.7. On peut donc répéter le même raisonnement que
ci-dessus en remplaçantE par Ẽ(u), on obtient alors un nouvel entierb1 pour
lequel on a le même résultat. En renouvelant l’opérationt fois, il y a plus det
valeurs de d’entierb telles qu’il y ait plus deu valeurs d’entiersa telles que pour
tout couple(a, b) il y ait plus dekε valeurs d’entiersn tels que(n, an + b) ∈ E
ce pour tout couple(t, u).



Propriétés Arithmétiques de Fractions Rationnelles à Coefficients Algébriques73

Il ne nous reste plus qu’à terminer la démonstration du Théorème 1.2.

Preuve.L’hypothèse

lim sup
k→∞

cardE ∩ {(m, n)∈Z2, −k ≤ m, n ≤ k}
k3/2+ε > 0

entraîne, grâce au Lemme 3.8, que les fractions rationnelles à coefficients entiers
qui prennent des valeurs entières sur toutE vérifient les conditions du Corollaire
3.1 et sont en fait des polynômes.

On a donc démontré le résultat de l’article de Yasumoto [9] aveck2 remplacé par
k3/2+ε dans le cas des fractions rationnelles à deux variables. On essaiera par la
suite de revenir aux cas des dimensions supérieures en utilisant la même méthode,
et d’affiner le résultat de l’article de Yasumoto [9].

3.3. Ensembles de Densité Suffisante ou Non

Cette dernière partie va tenter de donner une idée plus précise des réponses à ap-
porter à la Question1.1, endonnant quelques sous-ensembles deZ2 sur lesquels
une fraction rationnelle ne peut pas prendre que des valeurs entières sans être un
polynôme. Nous donnerons aussi quelques exemples à la limite du résultat pour,
en quelque sorte, minorer la taille de ces ensembles idéaux qui restent à définir.
Nous allons, tout d’abord donner un corollaire au Corollaire 3.1.

Corollaire 3.3. SoitE ⊂ Z2, contenant des points de la forme(n, an+ b) et
(an + b, n) aveca, b, n dansZ, où pour tout couple(t, u) ∈ Z2, il y a plus de
t valeurs deb pour lesquelles il y a plus deu valeurs dea telles que pour tout
couple(a, b) il y a une infinité de points(n, an+ b) et (an+ b, n) dansE. Alors,
pour toutef ∈Q(X, Y ),

∀En∈E, f(En)∈Z ⇒ f ∈Q[X, Y ].

Preuve.Soit f ∈ Q(X, Y ), avecf = g/h et g et h sans facteur commun, telle
quef(Ex)∈Z pour toutEx ∈E. Considéronsb0, . . . , bdegh des entiers tels que pour
chacun d’entre eux il existe plus de 1+ degh(1+ 22 degg degh) entiersabi tels que
pour chaque couple(abi , bi) il y ait une infinité de points du type(n, abi n+ bi) et
(abi n+ bi, n) dansE. Alors,

∀j ∈ {1,2}, ∀bi, ∀abi ,
card{n∈Z, f(abi ,bi )

j (n)∈Z} ≥ M(g(abi ,bi )
j , h(abi ,bi )

j )

d’où cardE(g, h, j,2) ≥ degh+ 1> degh pourj ∈ {1,2} et doncf ∈Q[X, Y ]
d’après le Théorème 3.1.

Nous appeleronsE l’ensemble des ensemblesE ⊂ Z2 qui vérifient les conditions
du Corollaire 3.3.
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3.3.1. Cas des Progressions Arithmétiques

Proposition 3.2. SoitE ⊂ Z2,un ensemble rencontrant toute progression arith-
métique, alorsE ∈E.
Preuve.Par hypothèse, on a

∀(a1, a2, b1, b2)∈Z4, ∃n∈Z tel que(a1n+ b1, a2n+ b2)∈E.
Soit(a, b)∈Z2. Il existem etn dansZ tels que(m, am+ b) et(an+ b, n) soient
dansE. Avec

(a1, a2, b1, b2) =
{
(1, m, a, b +ma),
(a, b + na,1, n),

on a l’existence dem′ etn′ tels que(m+m′, a(m+m′)+b)et(a(n+n′)+b, n+n′)
soient dansE. Donc, il existe une infinité d’entiersm∈Z et une infinité d’entiers
n∈Z tels que

(m, am+ b)∈E et (an+ b, n)∈E.
DoncE ∈E.

3.3.2. Ensembles de Densité Banachique Nulle

Proposition 3.3. Il existe des sous-ensemblesE ⊂ Z2 tels que

(i) d(E) = 0 et
(ii) E contient un élément deE.

Preuve.Considérons

E = {(2a,3b2a + 5c), (a, b, c)∈N3} ∪ {(3b2a + 5c,2a), (a, b, c)∈N3}.
On a

card(E ∩ {(m, n)∈Z2, −k ≤ m, n ≤ k}) = O((logk)3);
donc d(E) = 0 et pourtantE contient un élément deE et vérifie ainsi les condi-
tions du Corollaire 3.3.

Remarque 3.6. En prenant 22
..
.2

a

(w fois) à la place de 2a, on arrive même à:

card(E ∩ {(m, n)∈Z2, −k ≤ m, n ≤ k}) = O((log . . . logk)3) (w −1 fois)

Remarque 3.7. Cet exemple est inspiré d’un résultat de Lewis et Morton [2], ré-
sultat que l’on peut retrouver aussi dans le livre de Narkiewicz [4] sur les fractions
rationnelles à plusieurs variables à la Remarque 3 du Chapitre VIII. Ce résultat
s’écrit en deux variables de la façon suivante:

Soitm, n deux entiers premiers entre eux surZ. Soit f ∈Q(X, Y ). Si
pour toutes les valeurs dek ∈ Z telles quef(mk, nk) existe, ce nombre
est un entier deZ alorsf ∈Q[X, Y ].
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Mais la méthode utilisée dans le présent texte ne permet pas, a priori, de conduire
à ce résultat.

3.3.3. Ensembles de Densité Banachique 1 sans
Infinité de Points sur les Droites

Dans cette partie nous utiliserons les notations suivantes, qui définissent de nou-
veaux ensembles de droites et de points deZ2.

Notation 3.3. Nous considérons ici les ensemblesZ2
k.

(i) NotonsDk l’ensemble des droites deZ2 qui joignent au moins deux points
deZ2

k:

Dk = {1 : aX + bY + c = 0, (a, b, c)∈Z3, card(Z2
k ∩1) ≥ 2}.

(ii) Posons, enfin,Pk l’ensemble des points deZ2
(k+1)8−1\Z2

k8 qui se trouvent sur
une droite deDk:

Pk = {En∈Z2
(k+1)8−1\Z2

k8, ∃(1∈Dk, En∈1)}.
Par construction, si une droite1 est dansDk, elle est dansDi pour touti ≥
k. Donc, pour touti ≥ k, 1 ∩ (Z2

(i+1)8−1\Z2
i8
) ⊂ Pi .

Lemme 3.9.

cardDk = 12k + 4
k∑
i=2

∑
j<i
j∧i=1

[(2k + 1− j)i + (2k + 1− 2i)j ]

+ 4
2k∑

i=k+1

∑
j<i
j∧i=1

(2k + 1− j)(2k + 1− i)

= O(k 4).

Preuve.Soit i, j dansZ, et soitjY = iX + c une droite deDk. Comme la pente
de ces droites est fixée, icii/j, il suffit pour les compter de compter les points les
plus en bas à gauche par lesquels elles passent.

(1) Regardons d’abord ce qui se passe pour les points les plus bas du carréZ2
k.

Une et une seule de chacune de ces droites passe par un point du type(x,−k) où
−k ≤ x ≤ k − j ; cette même droite passe par(x,−k + i), qui est le premier
point au dessus de(x,−k). Il y a donc(2k +1− j)i droites distinctes sii ≤ k et
(2k +1− j)(2k +1− i) si i ≥ k +1.

(2) Regardons maintenant les points les plus à gauche du carréZ2
k. Pouri ≥

k + 1, il n’y a plus aucun point à atteindre. D’autre part, pouri ≤ k, une et une
seule de ces droites passe par un point du type(−k, y) où−k ≤ y ≤ k − i. Or
pour ne pas recompter les droites déjà considérées, il convient de prendre−k+i ≤
y ≤ k − i. D’autre part ces droites passent aussi par les points(−k + j, y); il y
en donc au total(2k +1− 2i)j.
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Montrons maintenant que cardDk = O(k 4). On a

cardDk = 12k + 4
k∑
i=2

∑
j<i
j∧i=1

((2k +1)(j + i)− 3ij)

+ 4
k∑
i=2

∑
j<i
j∧i=1

((2k +1)2 − (2k +1)(i + j)+ ij)

≤ 12k + 4(k −1)(k −1)(2k +1)(k −1+ k)
+ 4k × 2k [(2k +1)2 + (2k −1)× 2k]

= 80k 4 −16k3+ 20k2 + 20k − 4.

Donc, pourk ≥ 2, cardDk ≤ 80k 4 = O(k 4). D’où le résultat.

La Proposition 3.3 montre que les sous-ensembles deZ2 qui remplissent les condi-
tions du Corollaire 3.3 ne sont pas nécessairement de densité Banachique positive
stricte; le résultat suivant va établir que les ensembles de densité Banachique pos-
itive stricte ne remplissent pas nécessairement les conditions du Corollaire 3.3.

Proposition 3.4. Il existe des sous-ensemblesE ⊂ Z2 tels que

(i) d(E) = 1 et
(ii) E /∈E.

L’idée de l’exemple détaillé dans la démonstration suivante a été donnée par Omer
Adelman.

Preuve.Posons
E =

⋃
k∈N
Z2
k\P[k1/8] .

La démonstration de la Proposition 3.4 consiste à vérifier queE est un sous-
ensemble deZ2 tel que:

(a) d(E) = 1;
(b) sur chacune des droites passant par deux points distincts deE, on ne trouve

qu’un nombre fini de points deZ2, donc deE;
(c) montrons que la deuxième condition est réalisée.

SoientM1 = (x1, y1) etM2 = (x2, y2) dansE. Regardons les points qui se
trouvent sur la droite(M1,M2). Il existek tel queM1,M2 soient dansZ2

k, donc
(M1,M2) est dansDi pour touti ≥ k; ainsi les points de(M1,M2) sont dansPi
pouri ≥ k. Donc,

E ∩ (M1,M2) ⊂ Z2
k8;

la deuxième condition est bien réalisée.
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Regardons maintenant d(E), on a

Ek = Z2
k

∖(⋃
j≤k
P[j1/8]

)
.

Or il y a, au plus 2k +1 points deZ2
k sur chacune des droites deD[k1/8] . Donc

card
⋃
j≤k
P[j1/8] ≤ (2k +1) cardD[k1/8] = O(kk1/2).

Donc
cardEk
(2k +1)2

= (2k +1)2 −O(kk1/2)

(2k +1)2
= 1− o(k−1/2).

D’où d(E) = 1.
DoncE répond bien aux deux conditions, il s’agit d’un ensemble de densité

Banachique égale à 1, qui n’a sur aucune droite une infinité de points.

3.3.4. Critères sur la Densité Banachique:
Amélioration de l’Exposant dek

L’exemple suivant indique qu’on ne peut pas remplacer l’exposant3
2+ε par1dans

le Théorème 1.2.

Proposition 3.5. Il existef ∈Q(X, Y ) telle que:

(i) pourA = {En∈Z2, f(En)∈Z}, cardAk ∼ k logk;
(ii) f /∈Q[X, Y ].

Preuve.Considéronsf(X, Y ) = X/Y. Soit

A =
⋃

(α,m)∈Z2

{(αm,m)};

alors
Ak =

⋃
|m|≤k,0≤|α|≤[k/|m|]

{(αm,m)}.

On a donc

cardAk ∼ (2k +1)

(
2

k∑
i=1

1

i

)
∼ 2(2k +1) logk.

On a bien pour tout(m, n)∈A, f(m, n)∈Zmais pour autantf /∈Q[X, Y ].

Ceci montre bien que la quantité d’entiers, sur lesquels une fraction rationnelle
prend tellement de valeurs entières qu’elle est nécessairement un polynôme, doit
être plus importante que O(k logk).
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