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Propriétés Arithmétiques de Fractions
Rationnelles a Coefficients Algébriques

JEAN-CHRISTOPHE MASSERON

1. Introduction

La maniere dont certaines propriétés imposées aux valeurs d’un polynéme déter-
mine ce polynéme, a intéressé de nombreux auteurs. Le lecteur désirant avoir de
plus amples informations et d’autres résultats que ceux présentés ici sur ce sujet
pourra consulter les livres de Narkiewicz [4] et la Section 22 a partir du Théoréme
33 dullivre de Schinzel [5]. Notons qu’un probléme voisin est de regarder a quelles
conditions une fonction entiére stiprenant des valeurs entiéres est un polynéme
(voir Waldschmidt [8] et références).

Si nous considérons une fraction rationnelle & une variable a coefficients dans
Q, on sait que si elle prend des valeurs entiéres sur un ensemble infini d’entiers,
alors cette fraction rationnelle est un polynéme.

En dimensior, il convient de se poser la question suivante.

QuesTtioN 1.1. Quelle condition mettre sur I'ensemhieC Z" pour quef étant
dansQ(Xy, ..., X,), Si

Vie E, f(n)eZ ou f(n) n'estpas défini
alorsf estdan€)[ Xy, ..., X,]?

REMARQUE 1.1. Pour alléger les énoncés des théorémes, dans la suite du texte,
f(E) C Z signifie que pour tout € E, f(n) € Z, ou f(i1) n'est pas défini; nous
vérifierons dans les preuves que cette convention ne pose pas de problemes.

Yasumoto [9] dans son article est parti de cette idée en regardant les fractions ra-
tionnelles a un nombrequelconque de variables a coefficients entiers algébriques
prenant des valeurs entiéres algébriques.

La motivation du présent texte est née de la lecture de cet article de Yasumoto
[9]. Ce dernier donne une condition sdrliée a la densité Banachique qui se
définit comme suit.

DErFNITION 1.1, Soientr > 1, A C Z", etk € N, on pose

Ay = {ﬁ — (11, ...,n,) €A, maxin;| < k}.
1<i<r
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On définit alors la densité supérieure Banachique par

d(A) = limsu carday
IR TT

TuforiME 1.1 (Yasumoto). Soitr > 1. SoitA C Z" tel qued(A) > O, et soit
f€Q(Xy, ..., X,). Si f(n) est un entier algébrique pour toiite A, alors f est
un polynéme dé)[X;, ..., X,].

Dans la suite de son article, Yasumoto [9] étend son résultat aux fonctions ra-
tionnelles des variétés affines lisses au-dessu3.d@ans le présent texte, nous
nous intéressons au cas des fractions rationnelles a deux variab{gsssles ré-
sultats ainsi donnés peuvent s'étendre facilement aux entiers algébriques; ce qui
est montré a la fin de la Partie 2.

Le résultat que nous allons démontrer améliore celui de Yasumoto-pe.

THEOREME 1.2. Soite > 0. SoitE C Z?, tel que

cardE N {(m,n) € Z?, —k <m,n < k)
>

k3/2+e 0.

lim sup

k—o00
Soitf e Q(X, Y). Si
f(R)e€Z VnekE,

alors

feQ[X. Y]

Dans la Partie 2, nous prouvons que si une fraction rationifedle une variable
prend plus de:(f) valeurs entieres (ou( f) se calcule en fonction des coeffi-
cients et des degrés d’'un numérateur et d’'un dénominatefiy,caors f est un
polynéme.

Dans la Partie 3.1, nous donnons un critére suffisant pour que les ensémbles
répondent affirmativement a la Question 1.1 dans lercas2. On se raméne au
cas des fractions rationnelles a une indéterminée par la spécialigatianX + b.
Dans la Partie 3.2 nous démontrons a l'aide de ce critére le Théoreme 1.2. De plus,
contrairement a Yasumoto [9], cette démonstration n’utilise pas la construction des
hyperrationnels, et par conséquent ne fait pas appel a I'axiome du choix. En effet,
Yasumoto introduit la notion d’ “hyper-entiers arithmétiquement indépendants”
et démontre qu'ils le sont presque tous pour établir son résultat.

Enfin, la Partie 3.3 est I'occasion de rechercher le meilleur exposangden
peut atteindre par cette méthode. Dans cet esprit, on peut poser la question suivante.

CONJECTURE 1.1.  SoitA C Z? ete > 0 tels que

. cardA
lim sup—k > 0.
k—o00 kl+€

Pourf e Q(X, Y), si f(A) C Z a-t-on nécessairemeyitpolyndme deQ[ X, Y]?
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On remarquera d’ailleurs a la Section 3.3.4 que la quaktité ne peut pas étre
remplacée pak logk.

2. Cas des Fractions Rationnelles a une Indéterminée

2.1. Fractions Rationnelles dg(X)

Nous allons avoir besoin pour la suite de deux types de mesures sur les polynébmes,
la premiére se trouve dans le livre de Lang [1] au Chapitre 3, début du paragraphe 2
(“Gauss’Lemma”) et la seconde dans I'article de Mahler [3], cette derniere défini-
tion se retrouvant aussi dans le livre de Waldschmidt [7]. Dans les deux définitions
qui viennent, on considére € Z[ X] avec

degP

P(X)= ) PX'.
i=0

DfErINITION 2.1.  On appelle hauteur du polynériele nombre

|P| = sup Pi|.

DEFINITION 2.2.  On appelle mesure de Mahler du polynéfde nombre
exp( [, log| P(e?™)|dr) si P #0,

M(P) = .
0 si P =0.

Nous allons aussi utiliser le résultat suivant, qui est implicite dans Il'article de
Mabhler [3] a I'équation II.
LeEMME 2.1. SoientP, Q dansZ[X], on a

|P||Q| < 2¢°97+99C (degP + degQ + 1)V?| PQ).

Preuve.Ce résultat est directement issu des suivants, poetrQ dansZ[X]:
(i) |P| <299 M(P);
(i) M(P) < (deg P) +1)"?|P|;
(i) M (PQ) = M(P)M(Q).
D’ol |P||Q]| < 29e9P2de90 M (PYM(Q) < 29€9P+dedl \j(PQ) or comme
M(PQ) < (degPQ +1V?|PQ,
on obtient
|P||Q| < 299P+9%9C (degP + degQ + DV?| PQ|. O
Définissons les ensembles suivants, pBuet P, dansZ[X]\{0},

Pi(n)
Py(n)

E(P1, P2) = {n €Z, €Z ou Py(n) = 0}.
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Il est clair que:

LEMME 2.2. SoientP, Pi, et P, trois polyndmes d&[ X] non nuls. Nous avons
(1) E(P1, P2) C E(P1+ PP3, Py);

(i) E(P1, P2) C E(P1P, P);

(iii) card E(P1P, P,P) < cardE(Py, P,) + degP.

Dans toute la suite de cette partie, on consig¢rec Q(X) avec:
(@) g, h dansZ[X]\{0};
(b) g, h dansZ[X], premiers entre eux si@[X] tels que
g=Ag et h=Ah
(i.e.,g/h = §/h) ou A = pgcd g, h) surZ[X].
Déterminons maintenant un majorant du nombre de points entiers atteints par la
fraction rationnelleg/h. y
Supposons pour Ia~suite de cette partie f¢eZ (i.e.,g/h ¢ Q[X]). SoitR €
7, le résultant dg eth. Il existe (u, v) € Z[X]? tel que
de degh s
{ g <8O ot R = ug + vh.
degv < degg

Grace au Lemme 2.2, il suffit de majorer le nombre de points entiegg/décar
g/h = Ag/Ah), etona
E(Z,h) C E(g + vh,h) = E(R, h).
Ainsi le nombre maximal de points entiers que peut avoir la fraction rationnelle
g/h est au plus le nombre de points dont I'image past un diviseur de.

On va donc maintenant chercher a majorer le nombre de diviseuks @n
notera pour la suite, pour un entiee N,

div(n) = cardk € Z, k|,n}.
Le Théoréme 1.5.4 du livre de Tenenbaum [6] donne la premiere partie du résultat
suivant.

LeMME 2.3. Pour toute réel positif strict, il existe un entie¥y > 16tel que I'on
ait pourn > Ng, d'une part

log 2+¢
le(n) < 2n loglogn

et d’autre part
, log 2+¢ log2+¢

n loglogn - 5 loglogn Vl’l/ > n.

Posons:

(i) e=10—log 2 0
(i) o:N\{0,1} - R, etn — o(n) = 2nhsloon ;
(iii) No=16.

10
En effet, pour tout > 3, div(n) < 2n'eglogn (cf. [6]).
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On a|R| < |§]99%|/1|%%(degg + degh)! par majoration de chaque coefficient
des polynémes par leur hauteur.
En appliquant le Lemme 2.1A4, g, ik, nous avons les majorations suivantes:

{ |Al1g] < 29¢%(degg + DY?|g],
|Al|h| < 2989 (degh + 1)Y/?|h|

d’ou
|g| < 2%°%(degg + 1)¥?|g|,
{ |h| < 2989 (degh + 1)Y2|h|.
Il s'ensuit que
Rl < N(g.h)
ou

N(g, h) = 164 499> (dege + 1)(@°9/2(degh + 1)(1e9)/2
x |g|99"| 1|99 (degg + degh)!.

On aalorsN(g, h) > |R| et N(g, h) > 16, et commer est croissante au-dessus
de 16, on obtient

div(R) < o(N(g, h)).
Donc, avec le Lemme 2.2,
cardE(g, h) < degh + cardE(g, h) < (6(N(g, h)) + 1) degh.

Sion pose
M(g, h) = (6(N(g,h)) +1degh +1,
on peut alors affirmer:
THEOREME 2.1. Soitg/h € Q(X) avecg eth dansZ[X] eth # 0. SoitE(g, h) =
{neZ, gn)/h(n) € Zouh(n) = 0}. Si
cardE(g, h) > M (g, h)

alors
% c Q[X].

2.2. Fractions Rationnelles d@(X)

On va maintenant introduire un argument Galoisien qui va nous permettre d’éten-
dre le résultat du Théoreme 2.1 aux fractions rationnelles a coefficients algébriques.
Soit g/h € Q(X), avecg, h € Z[X], anneau des polyndmes a coefficients en-
tiers algébriques. Sdi(g, k), la cl6ture galoisienne du corps de nombres engen-

dré par les coefficients deeth. Posons

G(g, h) = Gal(K(g, h),Q) = {o1, ..., 01 }.
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Ecrivons les fonctions symétriques élémentaires etd@s)’, o € G(g, h), sous
laformeg;/H (1< j <t); 0ol
H=]]r.
o

On a, pour toutj, g;/H € Q(X), ce qui va permettre de nous ramener au cas
précédent.

THEOREME 2.2. Si
card{n VA %(n) e€Z ouh(n) = O} > mjaxM(grj, H)
alors g -
; e Q[X].
Preuve.Remarquons d’abord que, pour toutlj <1,
cardE(g;, H) > card{n ez, %(n) e€Z ouh(n) = 0}.

On applique alors le Théoreme 2.g4H, pour 1< j <r. CommeM (g;, H) ne
dépend que deé (g, i) : Q] etde la hauteur des coefficiengs/H est dan€)[X]
pour tout;.

Ainsi, g/h est racine de

o -116-())

o

polyndme unitaire deQ[X] )[Y]. Doncg/h estentier sur I'annedl[X]etcomme
g/h estdan€)(X), onag/h € Q[X]. O

3. Fractions Rationnelles a Deux Indéterminées

3.1. Majoration Effective du Nombre de Points Entiers

3.1.1. Fractions Rationnelles dg(X, Y)

Dans cette partie, on va majorer le nombre de points entiers que peut prendre une
fraction rationnelle donnée a deux indéterminées. Le principe est de compter les
points entiers atteints sur les droites de la foime aX + b ol (a, b) € Z2. Dans

cette partie, on consideére les fractions rationghlgsdeQ(X, Y) avecp etg dans

Z[X, Y] sans facteur commupg,¢ Z[ X] et p £ 0.

NotaTioN 3.1. Dans toute la Partie 3, la notation “deg” sans précision de vari-
able désignera le degré total des polynéra& \ariables.

On pose formellement, pour to(t, b) € Z2,
Pab(X) = p(X,aX +b).
On adong, , € Q[X].
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Nous aurons tout d’abord besoin des résultats suivants.

LemMmE 3.1. Pour p/q € Q(X, Y), I'écriture formelle p, ,/q..» définit une frac-
tion rationnelle deQ(X) pour tous les coupleér, b) € Z? sauf au plusdegq
couples.

Preuve.Soit p/q € Q(X, Y). Il suffit d'éviter tous les couple&, b) € Z? tels que
g..» = 0. Cela revient a considérer les couplesh) € Z2 tels que

Y — (@X + b)|Q[X,Y]q(X, Y).
Pour des coupleg:, b) distincts, lesY — (aX + b) sont deux a deux premiers;
d’0U pa.»/qa., €St définie sur touf? sauf au plus deg couples d’entiers. [

REMARQUE 3.1. D’aprés le Lemme 3.1, pour tout entteit existe au plus deg
entiersa tels queg, , = 0.

Dans la suite du texte, nous utiliserons sans autre précision des couples d’entiers
(a, b) tels que les fractions rationnelles du typg,/q.., soient définies dans

Q(X).
Etablissons une notation particuliére des polynomes

NoraTtion 3.2. Posons, poy € Z[ X, Y],
pX.Y)= Y P XY
0<i+j<degp
On a donc pour touti, j) € {1, ..., degp}?, P; ; € Z. Alors
Pas(X)= Y Pi;X'(aX +b)’;
0<i+j<degp
soit

Pas(X)= > pola.b)X’
O<i<degp

avecp; € Z[X,Y].
Comptons & € Z fixé le nombre de coefficientse Z tels queg, , € Z.

LEMME 3.2. SoitbeZ. Ona

carda € Z, q..» € Z} < degq.
Preuve. On sait que pour toutz, b) € Z2, q,., € Z[ X]; donc, avec la Notation 3.2,
Siq,.» € Z on peut écrire ce polyndéme sous la forme

degq

Gap(X) = qoa.b) = Y Qo b’

j=0

ou pour tout entiey € [0, degq], on aQyq ; € Z. Donc,
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degg

Y — @X +b)| 54X Y) = Y Qo b’
j=0

Or, ab fixé, les polynbmeg — (aX + b) sont premiers entre eux. Donc, ils sont
au plus au nombre des dedacteurs irréductibles de

degq
q— Y Qo,b’,
j=0
qui ne peut étre nul n'étant pas dang. O

REMARQUE 3.2. On enlévera pour todtles entiers: tels queg, , € Z, donc y
compris ceux tels qug, , = 0.

Voyons maintenant pour umne Z et unag € Z fixés tels quey,, , ¢ Z, combien
de coefficients: € Z répondent & la conditiog, , = Guq.s-

LemME 3.3. Soith € Z, et soitag € Z tel queq,, , ¢ Z. Alors, si on pose

Q(ao) ={a€Z, qa.p = Gag,b}
ona
cardQ(ag) < degq.

Preuve.Si Q(ag) = {ao}, il n'y a rien a démontrer. Sinon, il existe €
Q(ao)\{ao}. Alors, g (a, b) = qg)lao, b) pour tout 0< i < degq. De plus
COMmMey,. » = qao.» ¢ Z, il existeig > 0 tel queg;,, # 0.

(i) Sipour tout entief € [0, degq] tel que degy;) > 0, on adeg ¢, < 0 alors

degq

s (X) =) qijyla, )X) = k(X) € Z[X]
j=0

aveck ne dépendant pas de Donc, pour toutt € Q(aop),

Y — @X 4 D)5y y (@(X, ¥) —k(X)).

Par un raisonnement analogue a celui de la démonstration du Lemme 3.2, il
ne peut y avoir plus de degéléments dan@ (ao).
(i) Sinon, deg, g, > Oetalors: estracine du polynémeg;(X, b) —q)(ao, b);
ce qui entraine évidemment que le nombre d'élément3@g) est inférieur
a de@l(io)'
Dans tous les cas, ca@(ao) < degq. O

Introduisons les ensembléX p, ¢, 2) qui seront les analogues dEsp, g) de la
Partie 2. Pour toup € Z[X], posonsM(p,0) = 0 etE(p, 0) = Z. Soit, pour

q #0,
E(p’ 519 2) = {b S Za Card{a S Z) CardE(pa,bv Qa,b) > M(p(l,bv ‘Iu,b)}
> 1+ degg (1 + 22deardesr)},
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ou on définit, poug, , # 0,

10

M(Pa,h, qa,b) = 1+ degq(1+ ZN(Pa,h» Qa,b) loglogN(p“Tb’q“'b)>.

Pour simplifier les notations, on notera € y), la condition cardE(x, y) >
M(x,y).

On va maintenant adapter les constantes de la Partie 2 aux polyndmes a deux
indéterminées; en effet, on a

degp degp—i
Pap(X) =p(X.aX +b) =Y X' Y P j(aX +b).
i=0 j=0

Soit
degp degp—i Jj degp degp—i
i k kyp j—kyk i+k
ParX) =3 X' 3 Py ) Gl Xt =30 ) X
i=0 j=0 k=0 i=0 k=0
avec
degp—i
ockzak Z C]{{Pi’jbjik.
Jj=k

En remarquant que pour tout entiee [0, degp]
degp—i
k _ ~k+1
Z Cj - CdegpfiJ,»l’
j=k
ona
|l < Ipl(lal + [pDP* < [pl(2max(al. [b]) P,

Donc, comme
degp 1

Pas(X) =D X' i,
=0 i=0

|Pas] < |pl(degp +1(2max(al, b))+,
On va donc poser, pouyt, , # O,

ona

N(Pa.bs a.b)
= 16+ 4 +980%(degp + degg)! | p| "% |q| "
x (degp + 1)/ %(degq + 1)/ max(lal, |b]) 49"+ %"

NotonsRy (p, g) le résultant de etq en la variabler dansZ[X]. Sip € Z[X],
on prendRy (p, ¢g) = p. Le lemme suivant fait le lien avec la Partie 2, puisque les
polynémes considérés ici sont a une indéterminée:

LemMmE 3.4. Soientp, ¢ deux polyndmes a deux variables sans facteur commun.
Soit(a, b) € Z? tel queC(pu.p, ga.5) €tqa.» # 0. On a alors

Qa,b|@[x] RY(p» 6])-
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Preuve.Puisquep et ¢ sont sans facteur commun,gt, ¢ Z, donc d’apres le
Théoréme 2.1 si @u.», ga.5), @lOrs on ap, »/q..» € Q[X]. CommeRy(p, q¢) =
up + vq avecu etv dansZ[X, Y], ona
Pa.,b
da,b

Ugb + Va,b € Q[X]

Donc
Ry(p, fI)

a,b

€ Q[X]. O

On va ici compter le nombre de polyndmes distincts du gypgqu’on obtient a
b fixé.

LemME 3.5. Soitbe E(p,q,2). Ona

cardda € Z, C(pa,p: 4a,p): qa.p ¢ Z €t

Va' < a, Siq.,¢7 alorsa ¢ Q(a')} < p2degpdegq

Preuve.D’apres le Lemme 3.4, b|z Ry(p q). Doncg, , prend ses au plus
degq facteurs irréductibles parmi Ies au plus 2 gedpgq facteurs irréductibles

de Ry (p, g) comptés avec leurs multiplicités. Donc les polyndmes de la forme
qq.» Parmiles diviseurs éventuels &g (p, ¢) sont aux constantes prés au plus au
nombre de 29e9rdegs 0O

REMARQUE 3.3. On peut aussi voir dans le Lemme 3.5 une relation d’équiva-
lence suiZ,

afa’ < Q@) = 0@a),
et démontrer que

card{a € Z, C(pa,p, qap)s qa.p & Z}/R) < 22990 des,

Reprenons le comptage avec le résultat que nous apporte le lemme précédent:

carda € Z, C(pa.p. qup)}
=card{a €Z, C(pab.4as)s dap £ Z} U{a €Z, C(pap. 9a)s qap €Z})

<card{a€Z, C(pab.4a): qar ¢ Z}/ carc( maxQ(a)) + degq
< degq (1 + 229e0r deoq),

Introduisons maintenant les notations et hypothéses propres au théoréme que
nous allons démontrer.
1. Soitg/h € Q(X,Y), avecg eth dansZ[X, Y]. Considérons; et i dans
Z[X, Y] sans facteurs communs tels ogyéh = 3/h. On a alors de§ < degg et
degh < degh.
2. On suppose quk ¢ Z[X], c’est-a-dire que le degré @nhdu polyndmeh
n'est pas négatif ou nul.
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3. D'une part, on &y (3, i) # 0, carg eth sont sans facteur commun. D’autre
part, il existe un couple de polyndmes v) € Z[ X, Y] tels que:
(@) gu+hv = Ry (g, h):;
(b) deg u < deg, i < deg, h;
(c) deg v < deg, g < deg, g;
(d) sig € Z[X], on pose bien sl =0 etu = 1.

ProrosiTioN 3.1.  Soitg/h € Q(X, Y) avech ¢ Z[X]. Si

cardE(g, h, 2) > degh,
alors
% cQ[X, Y].

Preuve. Nous allons montrer ce résultat par I'absurde. Pogghs= g/h ol § et
h sont sans facteur commun. Supposons

cardE(g, h, 2) > degh
et

%e@(X, YOQLX. ¥].

Dans la suite de la démonstration de la Proposition 3.1, nous allons nous efforcer
de trouver une contradiction&¢ Z. Nous aurons alors terminé notre travail con-
cernant la démonstration par I'absurde.

A b fixé, nous pouvons grace au Lemme 3.3 majorer le nombre d’entietls
quehu b= huo » pourun entier fixé. Nous devons maintenant majorer le nom-
bre d’ensemblef (ag) ainsi obtenus, c’est le but du Lemme 3.5. Mais comme
pour tout entieb de E(g, i, 2), on a

cardia € Z, C(ga,p, hap)} = 14 degh(L+ 22909 o),

il existe des polynémes, ;, diviseurs deRy (g, /), égaux a une constante multi-
plicative prés.
Donc il existe un entiet € Z tel que

(I) C(ga,ba ha.b); B B
(ii) il existe a’ € Z\{a} et € Q\{0, 1} tels que Qg », ha' p) €Lh, p = thyrp
avech, , ¢ 7 d’aprés le Lemme 3.2.

Alors, pour un tel entiea,

degh degh
hap(X) =D hopla. D)X =Y he@. b)X'.
i=0 i=0

Le lemme suivant nous conduira a la contradiction recherchée, car un tel polynédme
h, avec les contraintes ci-dessus, ne peut étre que nul.
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LEMME 3.6. Sous les hypothéses précédenies, 0.

Preuve.Soith € E(g, h, 2). Soient(a, a’) € Z?, distincts tels que Gu.p, /1a.5),
C(gu b, ha' 1), €til existea € Q\{0, 1} tel queh, , = ah, . Ona

degh degh , 1 .
= Yo bx = Y (XX H,_i_ja’bf"Cj’_’>Xl.
=0 1=0 N i=0 j>i

Montrons par récurrence que pdug degh, on a

Vie[0,1], Vje[0,degh —1], H;;=0.
Comme pour + j > degh, H; ; = 0, on prend;j dans [Q degh].
(1) Pourl =0,
h(o)(a, b) = Olh(o)(a,, b)

D'ou
Z I:Io._,-bj = Z I:Io,jbj.
j=0 j=0
Donc
> Ho b =0
j=0

cara # 1. Donc pour toub € E(g, h, 2), on a
Z Ho b’ =0
Jj=0
avec cardE(g, h, 2) > degh > degh, d’ou
Vj €[0,degh], Ho,; =0.

(2) Supposons maintenant~que~ pour degh et pour tout entiet € [0, ], on
ait pour tout entierj de [0 degh], H;—; ; = 0. Ona

I
hasp(a, b) = Z Hp1 b7 + Z Z ﬁz—i,jaibj_[cf_i = Z Hyyq b’

j>0 i=0 j>i j>=0
par hypothése de récurrence. Mais

hatp(a, b) = ahgiy(a’, b),

d'ou

> Hyy b/ =0

j=0
cara # 1

Par un raisonnement analogue aulcas0, comme card:(g, 4, 2) > degh >

degh, on aH,,1; = 0 pour tout entietj [0, degh]. Donc pour tout entiei €
[0, degh], pour tout entietj € [0, degh], H; ; = 0. D’'ot i = 0. O
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Le Lemme 3.2 et le Lemme 3.6 permettent d’aboutir a une contradictiontcar a
E(g, h, 2) fixé, il y a plus de deg entiersa tels que G@g,.», i, ) €tainsiily en
a au moins un tel que, , ¢ Z. Donc, si

cardE(g, h, 2) > degh

alors P

REMARQUE 3.4. Afin de s’affranchir de I'hypotheése Z ¢ Z[X], il faut con-
sidérer

8a,b? 8

— () ==@@Y +b,Y),
ha,bl( ) h(a + )
8a,b? 8

—((Y) = =(X,aX +b),
ha,hz( ) h( aX +b)

et,pouri =1, 2,
E(g,h,i,2) ={beZ, carda € Z, C(g,pis hypi)} > 1+degh (122 e degiyl
REMARQUE 3.5. Les couplesa, b) tels queh, , = 0 sont bel et bien pris en

compte, puisque pour chaque entkee E(g, h, i, 2) il y a strictement plus de
degh valeurs de: correspondantes.

On peut alors affirmer:

THEOREME 3.1. Soitg/h € Q(X,Y), avecg eth dansZ[X, Y]. Si

cardE(g, h,i,2) > degh Vie{l,?2},

alors g
EEQ[X, Y].

Enongons maintenant un corollaire qui nous sera utile dans la suite du texte:

CoroLLAIRE 3.1. Soitg/h € Q(X, Y) avecdegh > 1. Supposons que pour tout
k suffisamment grand, il y ait plus diegh entiersb € [—k¥2, k¥?], tels que

pour chacun d’entre eux, il y ait plus det+ degh(1 4 229e%xdedhy entiersa e
20(degg-+degh)?

[—kY?, k¥?] tels que pour chaque couple, b), il y ait plus dek~ glogc  points
de la formei = (n, an + b) avecn € Z tels queg(i)/h(in) € Z. Supposons la
méme chose pour les points de la forme + b, n). Alorsg/h € Q[X, Y].

Preuve. Montrons que pour tout couple, b) € Z? tel que cela ait un sens,

20(degg+degh)?

k™ o000k > M (g p, hap)-
Pour cela, posons
C— 4(degg+degh)2(degg + degh)! (degg + 1)¥/2 dedr
x (degh + 1)9/2 9e%¢| g|do0h s,
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Par définition, pour touta, b) € Z? tel que cela ait un sens, on a
N(gaps hap) < 164 CKYDE,

old = degg + degh car max|al, |b|) < k¥2.
Sik est trés grand devant 16, on a

G(N(ga,bs ha,b)) < O'(ZCk(B/Z)dZ)

De plus, sk > 2C2/4* ona

242 2d%x10
G(N(ga,bv ha,b)) < U(k d ) < 2k loglogk _
D’ou
2d?x10

1+ degh(L+ 0 (N(gap, h0.))) < 1+ degh(1+ 2kieskst ).

D’ou le résultat. 0

3.1.2. Fractions Rationnelles @& X, Y)

Le méme type d’argument Galoisien que nous avons développé dans la Partie 2.2
nous permet ici d’étendre le résultat du Théoréme 3.1 aux fractions rationnelles a
deux indéterminées a coefficients algébriquesEur

Nous allons utiliser ici les notations du Théoréme 2.2 étendues au cas de deux
variables, les fonctions symétriques élémentaires engés)° ou o est un élé-
ment deG(g, h) seront prises sous la fornge/H, 1 < j <t; ol

H=]]nr.

THEOREME 3.2. Soitg/h € Q(X, Y). Si
Vie{l 2}, V1< j<t), cardE(g;, H,i,2) > degh,
alorsg/h € Q[X, Y].

Preuve.La fraction rationnelle;/h est racine du polynéme,

(=~ (5) )

qui est un polyndme unitaire dé)[X, Y])[Z]. De plusg/h est dansQ(X, Y).
Doncg/h e Q[X, Y]. O

De méme, en remplacafitparZ dans le Corollaire 3.1:

COROLLAIRE 3.2. Soitg/h € Q(X,Y), et posons$ = [K(g, ) : Q]. Supposons
gue pour touk suffisamment grand devant les hauteurgag/, il y ait plus de
8 degh entiersb € [—k¥2, k¥?], tels que pour chacun d’entre eux, il y ait plus

del+ 8degh(l+ 220degsxdedhy entiersa e [—kY?, k2] tels que pour chaque
2052 (degg+degh)?
couple(a, b), ily aitplusdek  loglogk points de laform@& = (n, an+b) avec
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n € 7 tels queg(in)/h(ii) € Z. Supposons la méme chose pour les points de la
forme(an + b, n). Alorsg/h € Q[X, Y].

Preuve. Il suffit d’appliquer le Théoreme 3.2 en ayant remarqué que

2052 (degg+degh)?
k log logk > mAaXIW(gja'}7 s Ha,b)f
J

dés queg;, ,/Ha» @ un sens, car deg, , < 6 degg et degH,, , < § degh. O

3.2. Amélioration du Critére de Yasumoto

Grace aux majorations de la Partie 3.1, nous allons maintenant démontrer le résul-
tat annoncé sur I'amélioration du texte de Yasumoto [9]. Nous aurons besoin de
la notation suivante.

LEMME 3.7. Soity > 1. SoitE un sous-ensemble @& tel que

cardE;

lim sup > 0.

Soitr > 1, un entier. Notong€:(¢) un ensemble formé de auquel on enléve les
points placés sur droites. Alors

cardE(1); cardE;
— cardie

lim sup = lim sup

Preuve.Pour chaqué, on enléve au plug2k + 1) points. Le nombre de points

enlevés devient négligeable devant le nombre de points restants. D’ou le résultat.
O

La démonstration du Théoréme 1.2 repose en majeure partie sur les démonstrations

des Lemmes 3.7 et 3.8, qui vont montrer que pouriautffisamment grand, toute

fraction rationnelle a coefficients rationnels prenant des valeurs entiéres sur tout

o " . . . 20 degh)?
E vérifie les conditions imposées par le Corollaire 3.1 avee &n%
Soitun réek > 0.

LemME 3.8. Soitg la fonction de variable entiére positive a valeurs entiéres po-
sitives définie par

N> N et ke g(k)=12[kY%].

Si pour une infinité de valeurs de cardE; > kg(k), alors pour tout(z, u) € N?
non nuls et pour tout suffisamment grand tel quardE; > kg(k), il y a plus de
t valeurs d’entiers telles qu’il y ait pour chacune d’entre elles plus gd&aleurs
d’entiersa telles que pour tout couple:, b) il y ait plus dek® points de la forme
n = (n,an + b) danskE.

Preuve.Soitk € N tel que cardE, > kg(k), et soit un entier € [1, k¥/?]. Donc
E; est recouvert par les droites d'équatibn= aX + bou—(a + Dk < b <
(a + Dk. Chacune de ces droites contient au s+ a)/a points de coordon-
nées inférieures &
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Soit I'applicationk: N — N arbitraire pour I'instant. Noton&/, (k) le nom-
bre de droites de la forme = aX + b contenant plus dk(k) points deE;. On a

donc
2k +a

a

cardE, < N, (k) +h(k)(2(a +Dk+1)

d’ou
2k +a

a

kg(k) < N, (k) + h(k)(2(a + Dk + 1).
Supposong (k) > 2h(k)(2(a +1) + 1/k). On a alors

kg(k) = 2h(k)(2(a + Dk +1).

D’ou
a
N, (k) > h(k)(2(a + Dk +1
()_2k+a()((a+)+)
a 2k
h(k)2ak + ah(k) > a’h(k) ————
T (k)2ak + ah(k) = a ()2k+k1/2
> a’h(k)

cela pour tout enties € [1, k¥?].
Soit N (k) le nombre de droites de la forn¥e= aX + b, a variant dans [1k¥?],
contenant plus d&(k) points deEy; alors

(k2]
N(k) = h(k) Y j°

j=1

d'od 1/2 1/2 1/2 3/2
k k D2k 1 k
Mo = ho BT+ DRI+ kY2
6 4
Mais pour toutes les droites de la forie= aX + b aveca entier dans [1k%?],
il y a auplus A[kY?] + 1)k + 1 valeurs distinctes di
Soit un couple d’entier&, u) € (N\{0})2. On prend: (k) = k¢, on vérifie que

1
12[kY?+¢] > 2k€<2(a +1) + ;>.

Mais dés que&® > (4u + 1), il existe by € Z tel que I'on ait plus de: entiersa
tels qu'il y ait plus dek® points sur la droite’ = aX + bg. Sinon pour tout entier
b il y aurait moins de: valeurs dez et alorsN (k) < k¥?u, d’oll la contradiction.
Considérons maintenai(x) I'ensemble formé de privé deu droites parmi
celles définies ci-dessus pour le méme emtief (1) vérifie les mémes hypothéses
que E d’apres le Lemme 3.7. On peut donc répéter le méme raisonnement que
ci-dessus en remplaca#t par E(x), on obtient alors un nouvel entiés pour
lequel on a le méme résultat. En renouvelant I'opératifais, il y a plus der
valeurs de d’entieb telles qu'il y ait plus de: valeurs d’entiers telles que pour
tout couple(a, b) il y ait plus dek® valeurs d’entiers tels que(n, an + b) € E
ce pour tout couplét, u). O
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Il ne nous reste plus qu’a terminer la démonstration du Théoreme 1.2.

Preuve.L’hypothése

cardE N {(m,n) € Z?, —k <m,n <k}
>

lim sup 32

k— 00

0

entraine, grace au Lemme 3.8, que les fractions rationnelles & coefficients entiers
qui prennent des valeurs entieres sur tButérifient les conditions du Corollaire
3.1 et sont en fait des polynémes. O

On a donc démontré le résultat de l'article de Yasumoto [9] &¢eemplacé par

k¥2*¢ dans le cas des fractions rationnelles a deux variables. On essaiera par la
suite de revenir aux cas des dimensions supérieures en utilisant la méme méthode,
et d’'affiner le résultat de I'article de Yasumoto [9].

3.3. Ensembles de Densité Suffisante ou Non

Cette derniére partie va tenter de donner une idée plus précise des réponses a ap-
porter a la Questiof.1, endonnant quelques sous-ensemblegdsur lesquels

une fraction rationnelle ne peut pas prendre que des valeurs entiéres sans étre un
polynéme. Nous donnerons aussi quelques exemples a la limite du résultat pour,
en quelque sorte, minorer la taille de ces ensembles idéaux qui restent a définir.
Nous allons, tout d’abord donner un corollaire au Corollaire 3.1.

CoroLLAIRE 3.3. SoitE C Z?2, contenant des points de la fornmye an + b) et
(an + b, n) aveca, b, n dansZ, ou pour tout coupldz, u) € Z2, il y a plus de
t valeurs deb pour lesquellesliy a plus deu valeurs dea telles que pour tout
couple(a, b) il y a une infinité de pointé:, an + b) et (an + b, n) dansk. Alors,
pour toutef € Q(X, Y),

VicE, f()eZ = feQ[X,Y].

Preuve.Soit f € Q(X,Y), avecf = g/h etg eth sans facteur commun, telle
que f(X) € Z pour toutx € E. Considéronsy, ..., bgeg: des entiers tels que pour
chacun d’entre eux il existe plus de-ldegh (1 4 22deds degr) entiersay, tels que
pour chaque couplé:,,, b;) iy ait une infinité de points du typé:, ap,n + b;) et
(ap,n + b;, n) dansk. Alors,

Vje{l 2}, Vb;, Yay,,

cardn € Z, fia, byi () € ZY = M(8ay ;)7 > Piay,bi)i)
d'ou cardE(g, h, j, 2) > degh + 1 > degh pourj € {1, 2} etdoncf € Q[X, Y]
d’apres le Théoréme 3.1. O

Nous appelerong& I'ensemble des ensembl&sc 72 qui vérifient les conditions
du Corollaire 3.3.
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3.3.1. Cas des Progressions Arithmétiques

ProposITION 3.2, SoitE C Z?2, unensemble rencontrant toute progression arith-
métique, alorsE € E.

Preuve.Par hypothése, on a
Y(ay, az, b1, by) € Z*, 3In e Z tel que(awn + b1, asn + bo) € E.

Soit(a, b) € Z2. |l existem etn dansZ tels que(m, am + b) et(an + b, n) soient

dansE. Avec

ai, az, b1, b2) = (a,b+na,l,n),

onalexistence de’ etn’ tels quem+m’, a(m+m’)+b) et(a(n+n')+b, n+n’)
soient dangz. Donc, il existe une infinité d’entiers € Z et une infinité d’entiers
n € Z tels que

(m,am+b)e E et (an+b,n)€E.

DoncE €E. ]

3.3.2. Ensembles de Densité Banachique Nulle

ProrosiTION 3.3. |l existe des sous-ensemblgs 7?2 tels que

(i) d(E) =0et
(i) E contientun élément de.

Preuve.Considérons
E ={(2% 32 +5°, (a,b,c) e N3} U {32 +5°,29), (a, b, c) e N3}.

Ona
cardE N {(m,n) € Z%, —k < m,n < k}) = O((logk)3);

donc dE) = 0 et pourtantE contient un élément de et vérifie ainsi les condi-

tions du Corollaire 3.3. O
.Za

REMARQUE 3.6. Enprenant2 (w fois) & la place de on arrive méme a:

cardE N {(m,n) € Z%, —k <m,n <k}) = O((log ... logk)®) (w — 1 fois)

REMARQUE 3.7. Cetexemple estinspiré d’'un résultat de Lewis et Morton [2], ré-
sultat que I'on peut retrouver aussi dans le livre de Narkiewicz [4] sur les fractions
rationnelles a plusieurs variables a la Remarque 3 du ChapitreGk résultat
s’écrit en deux variables de la fagon suivante:

Soitm, n deux entiers premiers entre eux gurSoit f € Q(X, Y). Si
pour toutes les valeurs dec Z telles quef (m*, n*) existe, ce nombre
est un entier d& alors f e Q[ X, Y.
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Mais la méthode utilisée dans le présent texte ne permet pas, a priori, de conduire
a ce résultat.

3.3.3. Ensembles de Densité Banachique 1 sans
Infinité de Points sur les Droites

Dans cette partie nous utiliserons les notations suivantes, qui définissent de nou-
veaux ensembles de droites et de pointg.ée

NoratioN 3.3.  Nous considérons ici les ensemiiigs

(i) NotonsD; I'ensemble des droites d&? qui joignent au moins deux points
deZz:

Dy ={A:aX+bY +c=0, (a,b,c)eZ? cardZZ N A) > 2}.

(ii) Posons, enfinP, 'ensemble des points cﬁ(zHl)s_l\Zig qui se trouvent sur
une droite deD;:

Pr={ne ka+1)8_l\zis, (A €Dy, i € A)}.

Par construction, si une droite est dan<D;, elle est dan®; pour tout; >

k. Donc, pour toui >k, AN (Z(2i+1)8_1\Zi28) C Pi.

LEMME 3.9.

k
cardD, =12k +4% " Y [(2k+1— j)i + 2k +1—2i),]
i=2 j<i
JjAi=1

2k
+4) 0 Y (2k+1-j)@k+1-1)
i=k+1 j<i
jni=1

= O(k%.

Preuve.Soiti, j dansZ, et soitjY = iX + ¢ une droite d&D,. Comme la pente
de ces droites est fixée, ifj, il suffit pour les compter de compter les points les
plus en bas a gauche par lesquels elles passent.

(1) Regardons d’abord ce qui se passe pour les points les plus bas dﬁ%arré
Une et une seule de chacune de ces droites passe par un point du,tyje ou
—k < x < k — j; cette méme droite passe pat, —k + i), qui est le premier
point au dessus der, —k). Il y adonc(2k +1— j)i droites distinctes si < k et
2k +1— )k +1—i)sii > k+1

(2) Regardons maintenant les points les plus a gauche du%ﬁrrléouri >
k +1, il n'y a plus aucun point & atteindre. D’autre part, pout k, une et une
seule de ces droites passe par un point du type y) ol —k <y < k —i. Or
pour ne pas recompter les droites déja considérées, il convient de prendie<
y < k —i. D’autre part ces droites passent aussi par les poist j, y); ily
en donc au total2k + 1 — 2i)j.
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Montrons maintenant que caf®, = O(k*). Ona

k
cardD, =12k +4) " Y " ((2k +D(j +i) — 3ij)
=

k
+4) D (@k+D% = 2k + DG + j) + i)
i=2 j<i
Jjni=1l

<12k + 4k —D(k =Dk + Dk —1+k)
+ 4k x 2k[(2k +1)? + (2k — 1) x 2k]
= 80k — 16k > + 20k 4 20k — 4.
Donc, poutk > 2, cardD; < 80k* = O(k*). D'oul le résultat. O

La Proposition 3.3 montre que les sous-ensembl&s dgii remplissent les condi-

tions du Corollaire 3.3 ne sont pas nécessairement de densité Banachique positive
stricte; le résultat suivant va établir que les ensembles de densité Banachique pos-
itive stricte ne remplissent pas nécessairement les conditions du Corollaire 3.3.

ProposiTION 3.4. |l existe des sous-ensemblésc Z?2 tels que

(i) d(E) = let
(i) E¢E.

L'idée de I'exemple détaillé dans la démonstration suivante a été donnée par Omer
Adelman.

Preuve.Posons
E = Z}\Puvey.
keN

La démonstration de la Proposition 3.4 consiste a vérifier uest un sous-
ensemble dé&? tel que:

(@ dE) =1

(b) sur chacune des droites passant par deux points distindts ole ne trouve
qu’un nombre fini de points d&?, donc deE;

(c) montrons que la deuxiéme condition est réalisée.

SoientM; = (x1, y1) et M, = (x», y2) dansE. Regardons les points qui se
trouvent sur la droitéMq, M>). Il existek tel que My, M, soient dan%%, donc
(M1, M) est dan<D; pour touti > k; ainsi les points déM;, M;) sont dansP;
pouri > k. Donc,

E N (My, Mp) C ZZ;

la deuxiéme condition est bien réalisée.
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Regardons maintenant#l), on a
E, = Z%\( U 7)[]-1/8]> .
i<k
Orily a, au plus 2 + 1 points deZ? sur chacune des droites @%,15. Donc

card(_J Pyjue) < (2k + 1) cardDyae = O(kk™?).

<k
Donc
cardEy _ (2k+1?—OKY®) _, vz
k+12 2k +1)2 B '
Dol d(E) = 1

Donc E répond bien aux deux conditions, il s'agit d’'un ensemble de densité
Banachique égale a 1, qui n’a sur aucune droite une infinité de points. [

3.3.4. Criteres sur la Densité Banachique:
Amélioration de I'Exposant de

L'exemple suivantindique qu’on ne peut pas remplacer I’expo%&net parldans
le Théoreme 1.2.

ProrosiTioN 3.5. Il existe f € Q(X, Y) telle que
(i) pourA = {(n eZ? f(n)eZ}, cardA; ~ klogk;
(i) f¢Q[X, Y]

Preuve.Considérons (X, Y) = X/Y. Soit
A= | l@mmy

(o, m)eZ?
alors
Ay = U {(@m, m)}.
Im|<k, 0<|e|<[k/|m]]
On adonc

k
1
cardA; ~ (2k + 1)<2 E —_) ~ 2(2k + 1) logk.
l
i=1

On a bien pour toutn, n) € A, f(m,n) € Z mais pour autanf ¢ Q[X,Y]. O

Ceci montre bien que la quantité d’entiers, sur lesquels une fraction rationnelle
prend tellement de valeurs entiéres qu’elle est nécessairement un polynéme, doit
étre plus importante que(®logk).
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