INTEGRALDARSTELLUGEN FUR GEWISSE ANALYTISCHE
FUNKTIONEN NEBST DEN ANWENDUNGEN
AUF KONFORME ABBILDUNG

VonN Yusaku KoMAaTU

1. Einleitung.

In fritheren Abhandlungen [1] und [2] sind einige Integraldarstellungen fir
gewisse in einem Kreis oder in einem konzentrischen Kreisring analytische
Funktionen hergeleitet worden. Daran anschliefend ist weiter gezeigt wor-
den, dab sie sich darauf anwenden lassen, einen expliziten Ausdruck fir
diejenige Funktion zu gewinnen, die ein solches Grundgebiet auf das Innere
eines Polygonalgebietes bzw. eines Polygonalringgebietes konform abbildet.
Der Grundgedanke besteht jedenfalls darin, daB der Ausdruck f"(z)/f(z),
worin f(z) gewissen Regularitdtsbedingungen geniigt und die nullstellenfreie
Ableitung besitzt, mittels eines Integrals vom Stieltjesschen Typus dargestellt
wird. Der Umstand, daB es mindestens fiir die Anwendung auf die soeben
hingewiesene Abbildung geniigt, diesen besonderen Differentialausdruck zwei-
ter Ordnung zu behandeln, beruht darauf, daB hierbei ein einfach oder
zweifach zusammehingendes Grundgebiet ganz spezieller Gestalt in Betracht
gezogen worden ist.

In der vorliegenden Abhandlung sollen die frither gewonnenen Darstellungs-
formeln derart verallgemeinert werden, dal die betreffende Funktion im
Innern des Grundgebietes Pole besitzen kann und ferner ihre Ableitung dort
verschwinden darf. Dementsprechend, angewandt auf eine Abbildung von
einem Kreis oder Kreisring auf ein Gebiet, das durch ein Polygon oder zwei
Polygone begrenzt wird und eventuell die Verzweigungsstellen enthilt, wird
ein expliziter Ausdruck fiir solche Abbildungsfunktion hergeleitet werden.?

2. Der Einheitskreis als Grundgebiet.

Zuerst werden die im Einheitskreis analytischen Funktionen mit gewissen
Beschaffenheiten betrachtet, die im folgenden nidher erklirt werden, um eine
Darstellung der in Einleitung genannten Art herzuleiten. Im einfach zusam-
menhingenden Fall verliuft die Uberlegung zwar auf eine elementare Weise.
Aber sie wird zur Behandlung des zweifach zusammenhingenden Falls als

Eingegangen am 1. April, 1957.
1) Eine verwandte Uberlegung findet sich auch in [4].
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ein Vorbild dienen, da auch dieser sich im Prinzip ganz analog tberfiihren
14B8t.

Satz 1. Es sei f(z) eine in |z| <1 analytische Funktion, die sich bis auf die
Pole a;(j =1, .-+, P) mit der Ordnung «, dort reguldr verhdilt und deven Ablei-
tung abgesehen von den Nullstellen bp(k =1, ---, N) mit der Ordnung i nicht
verschwindet. Des weiterven verhalte sie sich im abgeschlossenen Kreis |z|<1
stiickweise reguldr. Dann gilt die Darstellung

1" 2 ,iQ
Lol = LTSS daarien

P z 1 A d 1
?;-"1("]_*-1)(»2—7—&; 1"‘3];>+kz=lxk(z'_bk+1_5kz>'

Beweis. Auf Grund der Annahme, daB die Funktion f(z) sich auch lings
|z| =1 stiickweise reguldr verhilt, sind sie selbst und also auch ihre Ablei-
tung f'(z) abgesehen von gewissen endlich vielen Randpunkten

z = et%r (p,:]_’...’m)

uberall lings [z|=1 reguldr und sogar existieren an jeder dieser Stellen
beide bestimmte Grenzwerte lim f'(¢!*) fiir ¢ - @, — 0 sowie ¢ > @, + 0. Die
Sprunghohe lings der Peripherie von arg f(e’’) an ¢+ werde mit
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bezeichnet. Nun werde eine Funktion betrachtet, die durch die Gleichung
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definiert wird. Sie verhilt sich auf dem abgeschlossenen Kreis |z < 1 regulir
und verschwindet an z = 0. Wendet man demgemiB die Herglotzsche Dar-
stellung auf diese Funktion an, so ergibt sich die Gleichung
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Wegen der Regularitit von @(z) auf [z| <1 erhilt man hierbei
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und also nach einer leichten Umformung

P N
dp(p) = darg f(e*) + 5] (ks + 1) darg (e — @) — e d arg (e — by)

+30-a)d(-5 —me)

worin mit &,(®) diejenige Treppenfunktion bezeichnet ist, die gleich 0 oder 1
ist je nach 0 < @ < @, oder @, <@ =<27. Beachtet man die ersichtlichen
Beziehungen

df (e*)
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so ergibt sich die Gleichung
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Es bleibt also das Integral der Form
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fiir irgendeinen im Einheitskreis gelegenen Punkt ¢ auszuwerten. Zum
Zweck werde bemerkt, daB sich die Belegungsfunktion im letzten Poisson-
schen Integral in die Form
e’ 1
R =Ry g
umschreiben 14Bt.  Also stimmt der letzte Ausdruck fiir die Grobe J(z;?)
gerade mit der Poissonschen Darstellung fir die Funktion 1/(1 — #z) tiberein,
die auf ganzem |z|<1 regulidr analytisch ist. Folglich ergibt sich
1

](z; f) = 1—1z"

Durch Verwendung dieser Identitit erhilt man sofort die gewiinschte Dar-
stellung.

Satz 2. Unter denselben Voraussetzungen wie im Saiz 1 gilt auch die Dar-
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stellung
N —
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worin C eine Konstante ist.

Beweis. Es werde vorldufig angenommen, daB keine von @, sowie b, mit
dem Ursprung ibereinstimmt. Indem man dann die durch Einsetzen von
z =0 aus der im Satz 1 gestellten Darstellung entstehende Relation von ihr
selbst subtrahiert, 14Bt sie sich nach Abkiirzung durch z in die Form

a; N 1 _ Ek_ﬁ)
_E(/‘j_'-l)(z——a 1_@2)"',02,17\’“(2—1):6 1 — bz

bringen. Die letzte Gleichung gilt, wie man unmittelbar erkennt, auch dann,
wenn irgendein von @, oder by am Ursprung liegt. Integration iiber z zieht
also nach sich die gewiinschte Darstellung, worin C gerade die Integrations-
konstante ist.

In den Sitzen 1 und 2 wird offenbar ersehen, daB das an b, zugeordnete
Parameter \; auf den Ausdruck zf"(z)/f'(z) bzw. f'(z) gerade so einwirkt wie
das an a, zugeordnete Parameter — («, + 1).

3. Ein Kreisring als Grundgebiet.

Die im vorigen Paragraphen durchgefiihrte Uberlegung LBt sich so modifi-
zieren, um ein entsprechendes Resultat fiir die in einem Kreisring analy-
tischen Funktionen herzuleiten.

SaTz 8. Es sei f(z) eine in (0 <) q < |z| <1 analytische Funktion, die sich
bis auf die Pole a;(j =1, -+, P) mit der Ordnung x; dort reguldr varhdilt und
deven Ableitung dort eindeutig ist und abgesehen von den Nullstellen by (kB
=1, -+, N) mit der Ordnung Ny nicht verschwindet. Des weiteven verhalte sie
sich auf dem abgeschlossenen Kreisving q < |z|<1 stiickweise reguldr. Dann
gilt die Darstellung

f”(z)_
1+ 270

- 737 S:i(é‘(’. lgz + @) darg df(e) — 4(ilg z + ) d arg df(ge'?))
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wo c* eine reelle Konstante bedeutet, die wirklich durch

ot = (L p(aarg ar(e?) — darg df(ae)

T V4
P N
+ 22_‘,1 (¢5+ 1) arg a, — ZkaM arg bk)
= -

geliefert wird. Die Bezeichnungen aus der WeierstraBischen Theovie der ellip-
tischen Funktionen® beziehen sich auf die primitiven Perioden 2w, = 27 und
2w; = — 2i1g q.

Beweis. Der Beweis l4Bt sich grundsitzlich durch analoge Methode statt-
finden wie beim Satz 1. Es werde nimlich angenommen, daB die Sprung-
stellen von f/(z) lings des Randes an den Punkten

z=¢e% (p=1,-,m) und. z=ge¥r (v=1,-,n)

liegen und ferner die Sprunghshen lings jeder der beiden Peripherien von
arg f'(e?*) an e*w und von arg f(ge!’) an ge¥y
f’(ei(q’pﬁo)) f’(qei(4’v+°))
(1 — a“)z = arg W bzw. (1 — ,8,,)77.’ = arg T(W

betragen. Nun werde die Funktion
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betrachtet, die sich auf dem abgeschlossenen Kreisring ¢ < z|=1 tberall
regulidr und dort eindeutig verhidlt. Wendet man demgemidB die Villat-
Stieltjessche Darstellung auf diese Funktion an, so ergibt sich die Gleichung

2 —J}fﬁ; = ‘73;‘5:1(? (lgz + @) dp(p) — Cylilgz + @) d7(@))

+ ic,,

-tz + 3 xkzﬁ_ﬁr(l—a#)z +§(1-Bv)z
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worin ¢, eine reelle Konstante ist und p(®) und 7(®) durch

¢ . ¢
p9) = Ro@) 6 = 1im ["Ro(re) do

r—1-0

bzw.

T(@) = ‘: RO (ger®) dg = 1imU S: RO (re®) d
v r-q+

2) Hier als auch im folgenden.



74 YUSAKU KOMATU

definiert werden. Mithin erhilt man
P
dp(p) = darg f(et*) + 21 (k5 + 1) d arg (e — ay) _kz}”lxk darg (e — by)
)= n
3 i S i9 i
+30—-a,) d(—z— —ﬂS#(‘P)) -3 (1 —B,) darg(e? — ge*¥v),
-t v=1
P
dT(p) = dargf(ge®) + 3 (x, + 1) d arg(ge**—ay) _k‘%‘l e d arg (get® —b)
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=+ :Z‘.l(l — a,) darg(qge’® — e'’r) —Vi 1-B.,)d (% + ﬂgv(@);

=1

hierbei sind mit £.(®) und 8,(®) diejenigen Treppenfunktionen bezeichnet, die
gleich 0 oder 1 sind je nach 0 < @ < @, oder @, < P<27 bzw. 0 <@ < ¢,
oder ¢, < @ < 27. Anderseits, da jede der Funktionen

_—Z — z - /1'=1”m’
(@) = =g, und 0, () = o— ge*v (v =1-5n )

das Kreisinnere 'z| <1 bzw. das KreisdubBere |z|> g auf die Halbebene
Ru, <1/2 bzw. Rv, > 1/2 abbildet, so 14Bt sich die Villat-Stieltjessche Dar-
stellung ebenfalls auf diese Funktion anwenden. Es gelten also

z

z—e¥u

= %S:ﬂ(g(i lgz+9)d (% - ”‘%(‘P)) — C4(élgz + @) darg(ge” — e“”#))

+ ic, ™M
und

.
z — ge'vy

2
= —;i—go (C(z’ lgz + @) darg(e® — ge¥») — &, lg z + @)d (% + ﬂsy(fi')))
+ ic,®,

worin ¢, und ¢,® gewisse reelle Konstanten bedeuten. Mit Beriicksichti-
gung dieser Beziehungen sowie einer weiteren Identitit d. h. der auf die
besondere Funktion 1 angewandten Villat-Stieltjesschen Darstellung

1= 1 -S:”(g(i lgz+ @) — Ci6lgz+ 9)) dp

7i

erhilt man
£1(2)
L+ 20
1

=L § (titgz + 9) d(argdre®) + 33 (e + 1) arg (e —a)
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N
— S arg (e — b)) — Eililg 2 + 9) d (arg df (ge)

P ) N
+ 30 (6 + 1) arg (ge® — a)) — 3} he arg (g — b))
J=1 k=1

_ L (Kj + 1)2’ Ll 7\152 .
,;1 z—a; +k2=}1 z— by + 6
wo ¢ wieder eine reelle Konstante bedeutet. Es geniigt also zu zeigen, daB
fiir irgendeinen im Kreisring gelegenen Parameterpunkt ¢ die Gleichung
1

i Szﬁ@(i lgz+ @) d arg (e —t) — §u(ilgz + @) d arg(qe® — 1))

2 aafad 2\ e F .
=27 Zé‘(tlg ; ) 1§ 1g(t2) + ic;
mit einer reellen Konstante ¢, besteht. Dies geschieht ja wie folgt. Betrach-
tet man nimlich diejenige analytische Funktion W(z) = W(z; t), deren reeller
Teil die Dirichletsche Randwertaufgabe mit der Randbedingung

ERW(Z)=§Rz_Z_t fir |z/=1 und |z|=g¢

auflost, so 14Bt sie sich bekanntlich bis auf eine unwesentliche rein imaginire
additive Konstante durch die Formel

W(z) = %;S:ﬂ (CGElgz+ @) RW(e?) — Tu(ilgz + @) RW (ge'¥)) dp
+ o 1gz LT 0w (o) — W (ge)) do
Ig q i Jo

darstellen; das letzte Glied rechts riihrt von der Mehrdeutigkeit von W(z),
genauer von 3W(z), her. Durch Einsetzen der vorgeschriebenen Randwerte
wird sie in die Form

We = 5[ gz +9) darg(e® — 1) — £u(ilgz + ) darg (e —1)

21,

ilzgq lgz

+

umgeformt. Andererseits kann die Funktion W(z) auch durch eine integral-
freie Form

W(z) =

i1 B\ e - 27, .
1 z?(zlg ; ) il (i 1g (tz)) + iz g Igz + ic;
ausgedriickt werden. In der Tat, verhilt sich die rechte Seite der letzten
Gleichung ersichtlich an z = #, also auf ganzem ¢=<|z|=<1 iberall regulir.
Da beide Halbperioden w, und w, als reell bzw. rein imaginidr angenommen
werden, so ist 7, rein imagindr und ferner gilt im allgemeinen die Identitit

{(Z) =L (Z). Bericksichtigt man weiter die wohlbekannte Formel
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S(Z+ilgq) =8(Z —ilgq) — 27,

so kann man einsehen, daB die rechte Seite der letztgenannten Gleichung den
reellen Teil besitzt, der lings beider Peripherien mit der Funktion R(z/(z — ¢))
ganz Ubereinstimmt. Durch Vergleich beider Darstellungen fiur dieselbe
Funktion W(z) ergibt sich also die behauptete Gleichung. Folglich, um den
Beweis des Satzes zu vollenden, bleibt es nur die Bestimmung der reellen
Konstante ¢* durchzufihren, was aber im Beweis des nachfolgenden Satzes
4 ausfiihrlich gestatten wird.

Satz 4. Unter denselben Voraussetzungen wie im Satz 3 gilt auch die Dar-
stellung

(0(i 1g (2/be) o (i 1g (Bi2)))

(0(i 1g (z/ay) o (i 1g (@;z)))<s+

il
f(z) = Czie*t 5=
IT
I=1
27
-exp (% SO <— lgo(ilgz + @) darg df (e'?)
+1gos(ilgz+ @) darg df (qe“’))),

worin ¢* die im Satz 3 angegebene Konstante bedeutet und C eine Konstante ist.

Beweis. Mittels der der Division durch z nachfolgenden Integration fiihrt
die im Satz 3 aufgestellte Formel sofort die behauptete Darstellung zur Folge.
Es bleibt also nur die Konstante ¢* zu bestimmen; vgl. die letzten Worter
in der Beweisfithrung des Satzes 3. Zum Zweck werde die aus der eben
gestellten Formel folgende Beziehung

lg(zf'(2)) = 1gC + ic*lgz
— 5 o+ 1) 1g(o(i1g -2 )oti 1g(@:2)
+ Snlg(o(itg £ olilg (Bua))
+ -71?521<— lgo(ilgz+ @) darg df(e?*)

tlgoyilgz + ) darg df(qe“"))

betrachtet. Wegen der Eindeutigkeit von f'(z) mubl bie linke Seite bei der
Substitution Ig z|lg z + 277 stets eine ganze Vielfache von 2z:¢ vermehren,
wihrend die rechte Seite dabei wirklich um die Grobe

s . . z . . _
— 2wt — 3 (k; + 1)(m —on,(ilg 2 —-7r> + i — 21, g (@) — )
=1 a,

< -
+ k2=17\:7c (m' — 2’71(1‘ lg bilc —71') + i — 21,( 1g (b2) — ”)>
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2
+ LI mit onilg 2 + 9 — ) darg df(e)

—2n,({1gz+ @ — ) darg df (ge*’))

vermehrt. Durch Nullsetzen des reellen Teils der letzten GroBe ergibt sich
daher die Beziehung

P N
= — 27c* + 47, ( Zl (¢, + 1) arga; — kf_l‘lxk arg bk>
“= -

+ 20" p(aarg af(e?) — darg df (¢e®)

P N
+4mlargz + m){= 3 o+ 1) + X

— 5. (@arg df(ew) — darg dfae))}.

Da die rechte Seite dieser Beziehung von der Verdnderliche z unabhingig sein
muB, so wird geschlossen, daB der letzte Faktor unter den geschweiften
Klammern verschwinden muB. Diese Tatsache liBt sich auch unmittelbar
bestitigen. Ndmlich ist der Wert des Integrals

oM dargar(e) — darg dr(ge)

= Lim L (7S g ey g ;,1,_S“’”IML w0
= tim 5, Firewry F0re®) = Bm | ey 4 (re)
gleich der Differenz zwischen den Summen der nach der Vielfachheiten
aufgezidhlten Anzahlen der Nullstellen und der Pole von f'(z) im Gebiet ¢
<zl <1, und folglich ergibt sich in der Tat

"217[52 (d arg df (e) — d arg df (ge)) = 31 M — 3] (6, + 1).
k=1 =1

Nachdem diese Gleichung einmal aufgestellt worden ist, kann man sofort
einsehen, dal c* tatsichlich den angegebenen Wert besitzt. Hiermit ist der
Beweis der vorliegenden als auch vorigen Sitze im ganzen Umfang erbracht.

4. Grenzibergang.

Bei dieser Gelegenheit soll hier der Grenziibergang ¢ — 0 in den im letzten
Paragraphen gewonnenen Darstellungen betrachtet werden. Es wird fir
plausibel halten, daB diese Darstellungen dabei auf die entsprechenden Resul-
tate beziiglich des Einheitskreises hinauslaufen. Das ist tatsichlich der Fall.
Im folgenden sollen die Sdtze 2 und 4 betrachtet werden, um diese Tatsache
wirklich zu bestétigen.

Zuerst beachte man, daB beim Grenziibergang ¢ — 0 die Grenzgleichungen

7, = - O'(M) —_ 28“2124 sin -;L’ 0'3(14) — eu‘llzt

7
127
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gelten. Ferner strebt d arg df(qe’) dabei ersichtlich gegen d®, wobei dem
Umstand gemiB vorausgesetzt werden soll, daB der Grenzwert von f/(gei®)
endlich bleibt und sogar nicht verschwindet. Daher nihert sich der Logarith-
mus der rechten Seite in der im Satz 4 gestellten Darstellung von f(z) bis
auf eine additive Konstante dem Ausdruck

1 (L(lg“ d arg df (¢) — 2 +2§(/c+1) ~ 23 heargbe)— 1)
gz{15\, ), # gdf(e L4 2 arga, Egkargk

_,2': (#, + 1)(1g i/:/z/a_f - ﬂ lg + 1g ];/_d_fzj; — lg (a;z))

N 1— Z/blc 1-— sz
+ 1 e + _IB 2 1g2 (P
kg 7w( & b N2/ b 24 lg* bz lg——= N Bz 24 lg (b'”z))

L( ( 2—14 (g% + 2iplg 2) + Ig ”e?%) darg df (e¥)

7T .
+ L~ 1gtz+ 2nilg2)
12
oder, nach Beseitigung einer gewissen additiven Konstante,

=3+ D lg(e —a)(l — @) + el (e — bl — Bic)
+ —;—S:ﬂ 1g ﬁ d arg df (¢'?)

+(lgz+ 15 1 2){ 3 o+ 1) — 2w — - “dargdre) —1).

Da aber eine am Ende bei der Beweisfiihrung des Satzes 4 bemerkte Glei-
chung ersichtlich eine weitere Grenzbeziehung

| Cdargdfe) 1= %~ 3 (6 + 1)
27 Jo g € |t A

liefert, so ist die GroBe unter den geschweiften Klammern gleich Null. Daher
stimmt der eben gewonnene Grenzausdruck gerade mit der im Satz 2 auf-
gestellten Darstellung fiir lg f’(z) iberein.

5. Abbildung auf einfach zusammenhingendes Polygonalgebiet.

In der konformen Abbildung von einem Kreis auf ein geradlinig begrenztes
Polygonalgebiet spielt die sog. Schwarz-Christoffelsche Formel die Haupt-
rolle. Beim iiblichen Fall, wo das Bildgebiet das Innere eines geradlinigen
Polygons ist, ist es in einer fritheren Note [1] gezeigt worden, daB die Formel
sich aus einer speziellen Form der im Satz 1 angegebenen Darstellung sofort
herleiten 14Bt, wobei {a,} und {b.} beide ganz fehlen. Hier soll aber die
Formel in etwas verallgemeinerter Gestalt aufgestellt werden.

SATz 5. Gegeben sei ein einfach zusammenhdngendes, endlich vielblattriges
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und gevadlinig begrenztes Polygonalgebiet. FEs sei f(z) irgendeine analytische
Funktion, die den Einheitskreis auf dieses Polygonalgebiet abbildet. Es werden
die Eckpunkte dieses Gebietes mit f(e?+) (n =1, ---,m) und die inneren Winkel
(tn bezug auf das Bildgebiet selbst) an diesen Ecken mit o, bezeichnet. Fer-
ner werden, wenn solche eventuell existieven, die Urbilde der unendlich fernen
Punkte mit a;(j =1, ---, P) und die der im Endlichen gelegenen Verzweigungs-
stellen mit by (k = 1, ---, N) bezeichnet; die Verzweigungsordnung an f(by) sei Ax.
Dann gilt die explizite Darstellung

< 11 (2 — )L — Bed)™
fley =C\| £ I (ex — 2)°w'dz + C'
Hl ((z — ap)(1 — azz))s** *=
e

mit gewissen nuy von der GroBe und Lage des Bildpolygons abhingigen Kon-
stanten C und C'. Hierbei bedeutet k, —1 die Ordnung an der eventuellen
Verzweigungsstelle f(a;)(= oo); insbesondere ist x; natirlich gleich Eins zu
setzen, wenn f(a;)(= o) keine Verzweigung aufweist. Es gilt eine Beziehung

m P N
E(l—aﬂ>—2+221(x;+1)—2’;17\k=o
= =

=1

und ferner bestehen zwischen den Parameterwerten die Monodromiebedingungen

z=ap

11 (@ - b0 — Bz

m
II (ek — 2)%u=t

d \"»
( dz ) £ 1 =0
(1 —@p2) st II ((z — aj)(1 — ajz))*st* ¥~
=1
- J¥*Dp

(p=1--P).

Beweis. Fir die Abbildungsfunktion f(z) gilt die im Satz 2 angegebene
Darstellung, worin verschiedene Parameter dieselben Sinne besitzen wie eben
erwdhnt. Wegen der stiickweisen Geradlinigkeit des Randes verschwindet
ferner d arg f(e!), als Funktion von @, abgesehen von endlich vielen Stellen
P =1,-,m), wo arg df (e*’) einen Sprung mit der Héhe (1 — «,) = erleidet.
Deshalb erhilt man

1 27 1 m
exp (;— 50 1g 7 darg df(e“’)) =’L];'I1 (etr — z)*n™t,

woraus die behauptete Darstellung fiir f(z) sofort folgt. Nun gilt ersichtlich
(vgl. die am Ende von § 4 genannte Beziehung)

L H0-a) = [Tdargdfen) = - e+ 1) +1
2 = BT 2w o g € T * =1 g :

Um schlieBlich die letztgenannten Monodromiebedingungen zu bestitigen,
bemerke man, daB die im Einheitskreis meromorphe Funktion f(z) selbstver-
stindlich dort eindeutig ist. Deshalb muB das Residuum des Integranden
von der Darstellung fir f(z) an jedem a,(p =1,---, P) verschwinden. Die
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betrachteten Bedingungen stellen gerade diese Tatsache dar.

Im besonderen Fall, wo die Mengen {a;} und {b.} beide fehlen, reduziert
sich die Darstellung gerade auf die gewohnliche Schwarz-Christoffelsche
Formel, welche sich auf die Abbildung auf das schlichte Innere eines Poly-
gons bezieht. Der folgende wohlbekannte Satz, worin statt des Inneren das
AuBere eines Polygons in Betracht gezogen wird, gehort derselben Kate-
gorie,

SaTz 6. Es sei f(2) eine analytische Funktion, die den Einheitskreis auf das
schlichte (oder, noch allgemeiner, keine Verzweigungsstelle enthaltende) duBere
eines gervadlinigen Polygons abbildet. Es werden die Eckpunkte des Polygons
mit f(erw) (w =1, -, m) und die inneven Winkel (in bezug auf das Bildgebiet)
an diesen Punkten mit o,z bezeichnet.> Ferner sei z.. das Urbild des unendlich
fernen Punktes; namlich sei f(z.) = oo. Dann gilt die Formel

m .
II (en — z)2pt

f(z)=C§ — dz+C

(2 — 22)* (1 — 22)°

mit gewissen Konstanten C und C', worin es gilt:
S, —1) = 2.
w=1

Ferner besteht die Monodromiebedingung

-1 2%
— 20 1 —|2a?"

m a“.
e

Beweis. Unmittelbar aus dem allgemeinen Satz 5. Die vorletzte Beziehung
ist ersichtlich von elementargeometrischer Natur.

Als eine Ergidnzung zum Satz 6 ist noch zu bemerken, daB jede Funktion
f(2) von der in diesem Satz ausgesprochenen Gestalt mit z.! <1 umgekehrt die
Abbildung des Einheitskreises auf das duBere eines gevadlinigen Polygons in der
dort evwdihnten Weise vermittelt, sofern die genannte Monodromiebedingung
erfullt wird. Diese Tatsache ergibt sich daraus, daB derartige Funktion f(z)
im Einheitskreis bis auf einen einzigen Pol erster Ordnung an z. tberall
reguldr ist und das Differential dargdf(z) sich auf dem Rand stiickweise
konstant verhilt.

3) Die inneren Winkel in bezug auf das als eine Kurve angesehene Polygon sind
also gleich (2—ay)7.
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6. Abbildung auf Polygonalringgebiet.

In einer fritheren Note [2] ist das Analogon der Schwarz-Christoffelschen
Formel fir diejenige Funktion hergeleitet worden, die einen konzentrischen
Kreisring auf ein durch zwei geradlinige Polygone begrenztes, den unendlich
fernen Punkt nicht im Innern enthaltendes Ringgebiet schlicht abbildet. Mit
Hilfe des Satzes 4 1iBt sich die #dhnliche Verallgemeinerung dieser Formel
feststellen, wie im Satz 5 fiir den einfach zusammenhingenden Fall.

SaTz 7. Gegeben sei ein zweifach zusammenhdingendes, endlich vielbldttriges
und geradlinig begrenztes Polygonalvinggebiet. Es sei f(z) irgendeine eindeu-
tige analytische Funktion, die den Kreisving (0 <)q < 'z| <1 auf dieses Poly-
gonalyinggebiet abbildet. Es werden die Eckpunkte dieses Gebietes mit f(e***)
(=1, -, m) sowie f(qe*¥») (v =1,---,n) und die inneren Winkel (in bezug auf
das Bildgebiet selbst) an diesen Ecken mit Y.m bzw. 8,m bezeichnet. Ferner
werden, wenn solche eventuell existieven, die Urbilde der unendlich fernen Punkte
mit a;(j =1,---, P) und die der im Endlichen gelegenen Verzweigungsstellen
mit by (B =1, ---, N) bezeichnet; die Verzweigungsordnung an f(bx) sei Ax. Dann
gilt die explizite Darstellung

Xz 11 (o6 1g (/b)) o (i 1g (Be2) e
fl@)=C\ giost BT
J{{ (o(i1g (2/ay)) o (i 1g (as2))) <+

. ﬁ a(ilgz 4 @,)7et ﬁ o(ilgz+ ¢,)8vtdz+ C
p=1 y=1

mit gewissen nur von der GroBe und Lage des Bildgebietes abhingigen Kon-
stanten C und C'. Hierbei bedeutet «, — 1 die Ordnung an der eventuellen
Verzweigungsstelle f(a;)(= ); insbesondere ist r; natiirlich gleich Eins zu
setzen, wenn f(a;)(= o) keine Verzweigung aufweist. Ferner bedeutet c* eine
veelle Konstante, die wirklich durch

m n P N
o= %( SN A—7v)P.+ 3 (1-8,) ¢, + 23] (k;+1) arga, — 23} \parg bk)
p=1 v=1 =1 k=1
geliefert wivd, wobei noch eine weiteve Beziehung gilt:
m n P N
DA=7) + 20 —=8)+2X (& +1) —23 M =0.
p=1 v=1 J=1 k=1

SchlieBlich besteht nebst den Monodromiebedingungen

[(’;z‘) N <2“*" ( a(ilg(z /}21;) Z'I(z Ig (@p2)) )Kp“




82 YUSAKU KOMATU

=

(0(i 1g(2/by)) o (i 1g (Biz))) *

(o(i1g (2/ay)) o (i 1g (@52))) 5+

-

=N

J)=1
JFDp

- Mo(ilgz + g M oyitgz + ¢.)00)] 7" =0
w=1 y=1
(p=1,P)

noch eine Monodromiebedingung

2
e—c*# -
R II

J=1

M=

(P + i1g by) e

I o(@, — @)t T oy, — @)or=1 dp = 0
0‘(¢) 4 ilg ll]) |2(xj+1) w=1 v=1

—_—
I
-

oder, damit dquivalent,

N
w o oy + ilg b e .
gmeve = {1 oy, — @)1= T (g, — @)= dp = 0.
v o+ ilga) o
J=1

Beweis. Mit Hilfe des Satzes 4 gestattet es ganz dhnlich zu schreiten wie
beim Beweis des Satzes 5. Zuerst genligt es nimlich zu beachten, dab
dargdf(et’) und dargdf(qe'?), als Funktionen von @, abgesehen von end-
lich vielen Stellen @, (¢ =1,--,m) bzw. ¢,(v =1,-,n) verschwinden, wo
arg df(e) und arg df(ge'’) Spriinge mit den Hoéhen (1 — v,)7z bzw. (8, — =
erleiden. Man erhilt also

exp <% gff (—lgo(ilgz + @) darg df (e')
+1goy(i1g 2 + @) darg df (¢e*)))

= ﬁlcr(i Igz + @,)'n? 1T oiilgz+ ¢,)8v
= y=1

woraus die Darstellung fiir f(z) sofort folgt. Der Ausdruck fir ¢* ergibt sich
auch ganz dhnlich aus dem im Satz 4 angegebenen allgemeinen Ausdruck.
Die demnichst genannte Beziehung folgt, indem man beide Gleichungen

%S :n (darg df (e*) — darg df (ge*)) = ,ZN% N — ,ﬁl (15 + 1)
und

o |\ (@arg afiew) — darg df (ge) = 1 (fjl (=) +31-8,)

miteinander vergleicht. Um schlieBlich die Monodromiebedingungen zu
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bestitigen, bemerke man, dab die Funktion f(z) als eindeutig angenommen
wird. Die ersten P Bedingungen stellen die Tatsache dar, daB das Residuum
des Integranden von der Darstellung fiir f(z) an jedem ap,(p =1,---,P)
verschwinden muB. Andererseits, auf dem zweifachen Zusammenhang des
Grundgebietes beruhend, bleibt noch eine weitere Moglichkeit, daB die Viel-
deutigkeit von f(z) als ein Periodizitdtsmodul auftreten kann. Die letzte
Bedingung behauptet gerade, daB es nicht der Fall ist. Wegen der Eindeu-
tigkeit muB die Funktion f(z) ndmlich beim vollstindigen Umlauf von z lings
jeder Kreisperipherie um den Ursprung invariant bleiben, woraus die Be-
ziehung

zi c*=1

S 11 (o (i 1g (2/by) (i 1g(Bu2)) ™)
|

11 (o(i 1g (2/ay)) o (i 1g (a@s2)))*

zi=7
| Pt

Al otilgz + @1 Hovilgz + )57 dz =0

= -

folgt. Hierbei bedeutet 7 irgendeinen positiven mit keinem !a;| tibereinstim-
menden Wert, der zuerst der Bedingung g < » <1 genfigen soll, jedoch gegen
1 oder g angenidhert werden kann. Setzt man zunichst z= ¢! ein, so ergibt
sich durch Beseitigung eines unwesentlichen konstanten Faktors sofort die
erste Form der letzten Monodromiebedingung. Die zweite Form I4Bt sich
durch Einsetzen von z = ge¥ erhalten, indem man dabei die bekannten Trans-
formationsformeln zwischen den Sigmafunktionen sowie die oben gestellten
Beziehung in Betracht zieht.

Es gibt einen einzigen Periodizitdtsmodul, sofern die ersten Monodromie-
bedingungen erfiillt sind. Mithin miissen beide Formen der letzten Bedin-
gung natirlich miteinander #quivalent sein. Aber diese Aquivalenz kann
auch rechnerisch bestitigt werden. Niamlich betrachte man die Substitution
z,q/z. Die zu f(z) gehorigen Parameter {a;s}, {br}> {Pw YV} {¢+, 8.} bzw. c*
werden dann durch die zu f(q/z) gehorigen Parameter {q/a,}, {q/bu}{— ¢,
8.} {— Pu, Vu} bzw. — c* ersetzt. Die erste Form der Bedingung, angewandt
auf f(q/z) statt f(z), liefert somit

N

S“ | I ol +ilgla/b) P
ec* Pk=1
o Iolp+ ilg(g/ag) s

==

Hol=gy =)™ ILo=gu —g)v™dp = 0,

v=1

woraus die zweite Form folgt, indem man die Transformationsformel von
o- zu o,Funktion benutzt, sodann bedenkt, daB 7, rein imaginir ist, und
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schlieBlich die Integrationsverinderliche @ durch — @ ersetzt.

Im besonderen Fall, wo die Mengen {a;} sowie {bx} beide leer sind, redu-
ziert sich die eben erwidhnte Darstellung auf die frither in [2] gestellte For-
mel, welche sich auf die Abbildung auf das schichte Innere eines beschrink-
ten Polygonalringgebietes bezieht. Aber hierbei wird diese Formel uber-
dies durch die einzige Monodromiebedingung ersetzt. Andererseits lautet
nun das dem Satz 5 entsprechende Resultat wie folgt.

Satz 8. Es sei f(2) eine analytische Funktion, die den Kreisring (0 <) q <|z|
<1 auf ein den wumendlich fernen Punkt enthaltendes, schlichtes (oder, noch
allgemeiner, keine Verzweigungsstelle enthaltendes) und gevadlinig begrenztes
Polygonalringgebiet abbildet. Es werden die Eckpunkie der Randpolygone mit
f(ew) (n =1, -, m) sowie f(qge*v) (v =1, -+, n) und die inneren Winkel (in bezug
auf das Bildgebiet) an diesen Punkten mit v,x bzw. 8,7 bezeichnet.” Ferner
set 2. das Urbild des unendlich fernen Punktes; nédmlich sei f(2.) = . Dann
gilt die Formel

f)=C

dz+ C

: I_Ilo-(zlg2+¢ﬁ)7/w“ﬂaa(zlgz+(/1 )8yt
S - o (i 1g(2/2x))* o (i 1g (2-2))*

mit gewissen Konstanten C und C', worin c* eine veelle Konstante bedeutet, die
durch

T

c* = l(,ﬁ (11— Pu + f,;l (1—28,)¢, +4arg zw)

geliefert wird. Es gelten ferner die Beziehungen

M:

;gl(ryﬂ—) 6, —1) =2

v

0l
-

sowie die Monodromiebedingungen

(g (i1g 2 + @) — %¢V-)

IIMS

316 —1(:u@zm+¢>—- Ly,)

-2 (C(Zi Iglz.]) — 277"‘ arg zw) =0

und

4) Die inneren Winkel in bezug auf die als Kurven angesehenen Randpolygone an
f(et?u) und f(gei¥y) sind also gleich (2— yu)w bzw. §,7.
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" e pree floig, — e

o gt ilga)P dp =0
0

oder, ‘damit dquivalent,
*  Moyp.— @) Ho(g, — @)
—c*p M= = —

¢ (i@ ilgza)* dp = 0.

0

Beweis. Uumittelbar aus dem Satz 7. Die vorletzten Beziehungen besagen
zwar etwas eingehender als im Satz 7 selbst, aber sie stellen nur eine
elementargeometrische Tatsache iiber die Summe der Winkel irgendeines
schlichten (oder verzweigungsstellenfreien) Polygons dar. Die erste Monodro-
miebedingung wird zuerst in der Form

¢+ 3} (1~ Elilgze + 9)

+ 36~ DEilg e + $) — 2 (i1g 2.) =0

gewonnen und dann nach Einsetzen des Wertes von ¢* in die angegebene
Form erbracht.®

Ahnlich wie im einfach zusammenhingenden Fall ist hierbei auch eine Er-
ginzung zum Satz 8 zu bemerken. Namlich vermittelt jede Funktion f(z2) von
der in diesem Satz ausgesprochenmen Gestalt mit q < |z.| <1 umgekehrt die
Abbildung des Kreisvinges q <|z|<1 auf ein den unendlich fernen Punkt
enthaltendes geradlinig begrenzies Polygonalvinggebiet in der dovt evwdihnten
Weise, sofern beide genannte Monodromiebedingungen erfillt werden.

Zum SchluB werde nebenbei bemerkt, dab die in diesem Paragraphen
gestellten Resultate bei ¢ — 0 in die in § 5 erwdhnten entsprechenden Resul-
tate iibergehen, nidmlich, daB die Sitze 5 und 6 als besondere Grenzfille der
Sitze 7 bzw. 8 angesehen werden konnen. Dafiir moge man auf die in § 4
der vorliegenden Note oder im SchluBparagraphen einer fritheren Abhand-
lung [2] ausgefithrten Uberlegungen hinweisen.
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