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Introduction 1. Le champs de
fonctions anal^tiques de variables
quelconques s' etend aux champs de:
arithmetique, algebre, analyse, geome-
trie, et^sciences exactes. c'est un
fait, tres

Λ
simple mais tout fondamen-

tal On revera aux nouveaux proble-
mes qui y s'attachent. C'est une des
raisons que nous avons commence a
etudier la theorie des fonctions ana-
lytiques de plusieurs variables,*

Revenons a 1 introduction de notre
Memoire I Γ 5 ] , oύ se trouve une
famille de problemes tout fondamentaux
relies intimement les uns aux autres.

Essentiellement dit, c'est H Bβhnkβ
et P.Thullen C 2 1 qui ont pose ces
problemes avec des raisons l'^tre,
dont une est historique, et cela par
une methode tout a fait concrete,
precisernent dit, en exposant un Ouvrage
de la mesure convenable (Voir: Theo-
rie der Funktionen mehrerer komplexer
Veraenderlichen, 1934, specialement
pages 54, 68, 79.)

Par les Memoires I-VT ίδl , nous
avons fait un experiment pour savoir
la voie

Depuis lors, nous nous sommes occupes
efforcement, avant tout, pour prevoir
les rέsultats et methodes, d'ou a par-
tir, dont nous exposerons, une partie
dans la Note actuellβ, βt l'autre partie
dans la Note suivante Dont, nous al-
Ions expliquer brievement la raison

2. H.Poincare a repris un probleme
essentiellement important pour la ci-
vilisation, l' education έtant comprise,
par exemple* Un probleme depuis la
lointaine, mais e'est lui qui en a pre~
mierement parler, explicitement Mais
sans

y
expliquer la. raison profonde, ni

la methode concrete, nous pensons ainsi*
C'est le probleme suivant:

/
 Probleme (a) - Dθ quelie manierβ lβ

decouvert mathematique se present© %

Et, 11 nous serable que, c'est R
Descartes qui a fourni la recherche,
que nous soxnme en train de faire dέvote-
ment, avant tout, d

J
une methode con-

venable de la representation.

Pare5llement, il y a le probleme
que voici:

Probleme (A) - D e quelle maniere
une etude d'une seule et la memβ branchβ
des sciences mathematiques se pousse de
plus en plus par une seule et la meme
personne au sens propre 2

Maturellement, il y a, un ordre de
problemes, qui nous apparaissons, conrnie
ensemble, arithmetique, c'est-a-dire,
denombrable actuellement, entre (a,A)
θt s

7
έtend aux deux cotes. Nous avons

decide de les 6tudier efforceraent pos-
sible, pour l'eclalrcir plus ou moins
la matrice de la civilisation.

_3« Specialement, nous sβmblons que,
les problθΊnθs (A), (a), pour fixer
I'idβe, possedent une seule et la memβ
partie essentielle, autrement dit, ces
problemes se ressemblent a la partie
essentielle

Et, c*est pour 1
;
 experiment criti-

que, pour affirmer notre idέe ci-dessus
f

visiblement, que nous exposons la pre'-
sente Note.

4. La presente Note et la Note sui-
vante, comme ensemble, consiste en deux'
parties, dont: la partie I et la pre-
miere moitie. λ de la partie II sont
Biathematiquement exactes a nous; mais
le reste ne 1'est jamais, dont nous
expliquerons la

r
raison; quoique nous

en avons examine le mode de raisonne-
ment, c^etait sans papier, nous y avons
quand meme pareouru le champs des logi-
ques mathematiques oύ I

7
 intuition pure

nβ demeure plus, sans doute.

5m Done, naturellement, du pre-
sente Note, ne se presente aucune re-
striction pour lθ lecteur pour 6tudiβr
le champs actuβl et exposβr le resultat,
nous pensons ainsi

6» Disant un mot, «••• est commence
a decider, de decider •••• coule dans
la extase, se forme de plus en plus et
a'arrβt a βtrβ formule; nous voyons
ainsi. (Jβ voudrais dire ici le rβmer-
ciement profond & Puju-Kal, pour son
secours depuis le temps de la Note aur
les domain©s pseudoconvexes, jusqu'au
temps actuel )
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JL Le domaine finl et aans point
""" de ramification,

Comme nous venons de lβ dire, pour
lβs resultats exposes dans nos Memoires
I-VI, nous avons essaiέ de les etendre
aux domaines du titre, et nous l'avons
fini a la fin de 1943.

Ooirane H.Behnke et K Stein C1 3 les
ont deja indiques, le theoreme sur le
deVeloppement (ou approximation) de
fonctions holomorphes reste subslater,
il en est de meme pour les thέoremes
concernant les problemes de P Cousln
pourvu si l*on se restreint aux domaines
d'holomorphie de fβuilles bornέes; et
dont le premier fournit le deuxleme au
cas gέneral d^un lemrne suffisante pour
le passage a la*limite

Le seul probleme qui reste a tralter
est done, ce qui concerne la conception,
holomorphe-convexe (regular-konvex) que
H.Behnke a introduite et formulae avec
P Thullβn au page 72 de leur Ouvrage Γ
dont la partie actuellement importante
et que la troisieiαe domaine B* ( β

o
c β/

(έBj est par definition de feuilles
bornees; or:

Probleme — « Tout domaine pseudo-
convexe (fini, sans point de ramifica-
tion) est~il holomorphe-convexe % »

Dont, la conception de F Hartogs,
domaine pseudoconvexe, donnee dans le
Memoire VI ^53 * peut etre immediate-
ment gέneralisee (puisque, sans ^oint
de ramification)* Pour le probleme
actuel, le theoreme de H.Gartan et P
Thullen C 4 1 ne repond plus pour les
domaines d'holomorphie, sauf le cas de
feuilles bornees. Or, la reponce est
affirmative.

II Ideaux holomorphes.

Malntenant, nous allons parler de la
deuxleine generalisation. Dans ce cas,
il faut parler d^abord l'inde'terinina-
tlon de la voie a decider. ^C'est ainsiί
ou bien, si I'on faire la generalisation
en admettant des points a l^infinl, 11
y a quelques problemes, mais ils ne sem-
blent pas essentiels; ou bien, si eelui
de points critiques, c^est-a-dire, de
points de ramification, dans ce cas,
nous avons arrive finalement a aperce-
voir des divers sorts de difflcultes,
tout a fait nouvelles a observer, ••••
et nous avons trouve queί

1° Supposons le domaine & sur le
plan de la variable * , et la fonc-
tion holomorphe j-(zϊ a traitor, et
on pourra au cas essentlel, de former
oontlnuement le domaine (de la forme
originale a l

;
intέrieur)• 2° Au con-

traire, si c
7
est pour un domaine con-

tenant le point critique z
0
 , la

deformation continue n'est permise
plus.

O'est un fait tout a fait fonda-
mental; nous apt>elons entre nous, le
cas cornπe la deuxieme d'etre arith-
metique, et celui des premier non-
ari thmet ique«

Nous somrnes ainsi devenus de re-
connaitre qu'il est indispensable a
nous, d'etudier d'abord, les ideaux
du titre.

A. Elements_del
>
ideal et

~~ probleme a partir

Nous nous restreindrons aux domaines
univalents a l'espace fini de ΎV vari-
ables complexes, pour fixer l'idee,
toujours sauf le cas ou la reciproque
est indlquee, explicltement.

En dormant la llberte a ^
analytique de C.Weierstrass, et en meme
temps, en prolongeant celui de B.Rie-
mann au champs general, ou meme 1'in-
tuition physique ne demeure plus; con-
gevoyons une paire ordonnee ( -f, £ )#
dont £ est le domaine connexe ou
non, et f la fonction holomorphe dans
£ , et nous conviendrons que ( f, £ )
~ 0 , ou bien sϊ f ~ 0 ou bien si
S ~ 0 . Considerons un ensemble (I)

des elements ( f, £ ), et nous 1' ex-
primerons aussi en disant que / e (I)
pour <f L

;
ensemble (I) sera ap-

pele ideal holomorphe, ou selon le cas,
simplement ideal, a*il satisfait aux
conditions suivantess

Si (f,
l

et Cdί,

quelconque, alors on a
pour E Λ $'

9

2° Si if, S)e (l\
on a f- + f' £

alors

pour S YΛ ώ

De la definition, la suivante:

« Si (f, & ̂  f Π , S P ^o
 f

alors on a (t, £
0
") € (I) » — Done,

on peut dire que f c- c I) ou non en
un point, έtant donnas un Ideal (I)
et un domaine pseudobase de (X) pour
gr , si elle consiste d'un nombre
fini de fonctions holomorphes, c'est-
a-dlre, uniformes dans $~ βt apparte-
nant a (I) en tout point P de ^
et si, pour toute fonction £ appar-
tβnant i (I) en tout point au voisinage
de P on a toujours, identiquement

•fβ»rf
ι
F

ι
H βί

a
ζ-f -^+ <*̂  F

((
, en

p , β/
fc
 etnat des fonctions holo-

morphes. Bt, nous avons:

Probleme I — «Trouver une pseudo-
base d

>
un ideal donne (I) pour un

domaine donna & »

La partie βssentielle de ce pro-
bleme est, comme nous le verrons plus
tard (voir lê  probleme (E)), la sμl-
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vantβ:

Prdbleme II — «Trouver unβ
χ
pseudo-

base dβ (I) pour un point donne P de
Jth , c^est-a-dire, pour un voislnagβ

determine de £ .»

Nous appeHerons toute base comme
ci-dessus, base locale On ne peut
pas resoudre les problemes II sans con-
dition, puisqu'il y a des divers exam-
I>lβju Or, parmis les problemes de^II,
cβ qui est a traiter pour la premiere
fois, est la sulvant:

en
et nous appeHerons tout systeme
(^Li &

z
, , A,,) consistent dβs fonc-

tions holomorphes dans un domaine
(connexe ou non) £ contenu dans £-
satisfaisant^identiquement a la rela-
tion (1), d'etre unβ solution dβ

 f

Inequation (1) pour I Considerons
1'ensemble (I) consistent de toutes
lee paires ordonnees ( A

 7
 ί ) des

solutions de (1) pour $ , (I) est
un ideal, et le probleme dit plus
hauto C'ests

Probleme III — «Trouvβr pour un
point donne de & une base locale
pour, 1

;
 ideal expliquβ ci-dessus,

H.Cartan, nous allons expli-
quer la signification de ce probleme.
Rassemblons une sorte de problemes,
seulemβnt en respectant & fixer \

7
%άίβ

t

et la sensation, et a 1
 >
allure propre

d
7
histo£ge

D abord, soient F
L
,K, > F

h
, f, cp

fonctions holomorphes dans un domaine
&- j s'il existe une solution de la
forme $ ~~ cp = »̂  F

t
 t ̂  F, + +^ F̂ , *

L

etant des fonctions holomorphes dans
oθ- , nous appe Ions avec P.G.Lo Diri-
chlet que les fonctions f- , g> sont
congruentes dans «9- , par rapport a
(Fy

 9
 et avec lui nous le designβrona

par f- * 3> mod ( F ") « Soit P un
point de &

 f
 deux fonctions holomor-

phes sont appelees congruentes en f ,
s>il en est ainsi pour un voisinage
de P '

9
 ets

grjobleme de A« Weil — <^Etant donnes
un domaine univalent, ferme et borne A
a l^space de ΎL variables complexes,
une combinaison (ne pas ordonnee)
(F

L;
 F

3
.
/
 , Ff ) de* fonctions holo-

morphes au voisinage^de A est une
fonction Φ de la rnβme nature; et cela
de tellθ fagon que Φ s. o moά(F)
en tout point P de & » trouver un
systeme de fonctions A

fc
 (,.̂ 1, 2,

y
 , \)

holomorphes au voisinage de Δ , tel
que φ =r \ f

ι
 + A

z
 ζ ^ + /\, F identi-

quβment.
 r r

Nous avons rencontrέ ce probleme

dans le MeΊnoire VTsJ, a 1' hypothese dβ
A.Weil (1932-1935) C6 }

Probleme (C) — «Reprenons au sens
ci-dessus, Λ

κ
 , (FI, ξ, - -, F

p
) ,

supposons qu
/
a tout point £ de A ,

il correspond un polycylindre elemen-
taire (#) et une fonction 9 holomor-
phe dans (Ό , et cela de fa9θn que,
pour toute paire de (7Γ) contigus, les
fonctions correspondantes soient con-
gruentes par rapport a (F) en tout
point GΘ la partie commune; et nous
proposerons de trouver une fonction
holomorphe φ au voisinage de Δ de
maniere que φ s <jp mod ( F) en
tout point £ de A

 #
 ^

Nous avons rencontre ce probleme
deja au Memoire 1ZS1.

Snsuite, soient (f
1;
 j

Xf
 , ff, ),

( 9i, ?*, y 9^) deux comb ina is ons
de fonctions holomorphes dans un domai-
ne &- elles seront appelees έquiva-
lentes dans & , s'il existe deux re-
lations des formes, <j>

t
 =- <*

ίL
 f

L
 + ̂ ^f^

•+--- +
 d

^\>h (
L
^ *•'*•> ' t ϊ

 θ t

2, ..,
lj
)βt nous le designer ons >ar

c'f)'^ c?) . Nous appellerons que
C f) 'v (<jf>) en un point f dβ ^- ,
β'il en estainsi pour un voisinage de

f «
Probleme (£1 — «Dans les circon-

stances geometriques du problerae (G),
supposons qu'il corresponde a chaque
C7) une combinaison finie C-f > de
fonctions holomorphes, de fa9on que,
pour toute paire de (2f) contigus,
les combinaisons correspondantes soient
equivalentes en tout point de la partie
commune; et nous proposerons de trouver
une combinaison finie ΓF) de fonctions
holomorphes au voisinage de Δ , de
facon que CF) -̂  (f) en tout point I
de A . »

Nous avons rencontre ce problerae au
Mέmoire IIJSl

?
βt nous 1' avons έvite en

trouvant une autre voie, le theoreme
I; c'est sur cette voie que H Behnke
et K Stein ont atteint aux resultats
expliqu^s a I.

Ge thέoreme I du Memoire II [δ]
peut etre constate plus simplement, pour
le lectβur, mais notre fois, la voie
original a la demonstration, est la
coulee d'un έlement_(1931), de la Note
exposee en 1934; nous l'expliquerons
dans un Memoire ulterieur, au temps
propre; la Note consiste en quelques
elέments, qui seront publies aux temps
propres, aux details, quoique ne pas
tout prochainement

Cβ sont la famille de problemes dit
plus haut* Or, H Cartan a indique dans
un MβΊnoire tout recent C 3 ] , que
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/
 «Si le probleme III est toujours

resoluble, 11 en est de meme pour les
problβmes, de A.Weil, (C) et (E),
poupvu si 1* on se restreint aux do-
maines *fermes Λ

 #
 exterleurement ho-

lomorphe-convexes. »

Cβla, sans demonstration, mais
avβc toutes les preparations* Done,
disormais, le probldme III sera appele
.c^apres le nom de H. Car tan, pul s que ,
e'est lul qui a prβmierement donne* au
probleme la raison d'etre, sufflsante

C
;
est le probleme de H.Cartan que

nous cherchions, pour faire le point
de depart Or nous disons que: jLfi
probleΊne de H.Cartan est toujours
rέsoluble^

Dans la Note suivante nous parle-
rons d'une forme commode de condi-
tions necessaires et suffisantes pour
V existence de bases locales d'ideaux
holomorphes, d

?
μχL_exemple et d'un

sous^exemple tres important a nous*

(Pin de la premiere Note,
le 1 Decembre 1949•)

{*) Received Dec* 19, 1949
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