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CYCLES ALGEBRIQUES ET HOMOMORPHISMES EN
HOMOLOGIE D’INTERSECTION

By JEAN - PauL BRASSELET

Les trois chapitres qui suivent ont pour but d’introduire les résultats récents diis a
Gottfried Barthel, Karl-Heinz Fieseler, Ofer Gabber, Ludger Kaup et 'auteur ([2]).

Premier chapitre
1. Faisceau des chaines singuli¢res. ([3;1,1,2],[5])

DEFINITION. On dit qu’un espace topologique X est muni d’une structure PL
si on s’est donné une classe de triangulations localement finies de X (triangulations
admissibles) satisfaisant :

1) toute subdivision (barycentrique ou linéaire) d’une triangulation admissible est
admissible.

2) Deux triangulations admissibles K et Ko admettent une subdivision (admissible)
commune.

Tout ouvert U de X admet une structure PL induite : Pour toutes triangulations
admissibles K de X et Ky de U, il existe une subdivision linéaire K{; de Ky telle que
tout simplexe de Ky, est contenu (linéairement) dans un simplexe de K.

Chaines et supports.

Soit K une triangulation de X, on note CF (K) le groupe des i-chaines & supports
fermés, i.e. les combinaisons linéaires localement finies & coefficients rationnels £ = Y £,0
(chaines de deuxiéme espéce chez Cartan). Le support de la chaine ¢ € CF(K), est
€] = Ug, %0 lo|. C’est un fermé de X. De méme, C;(K) désigne le groupe des i-chaines
a supports compacts, i.e. les combinaisons linéaires £ = }_ {,0 pour lesquelles tous les
&, sont nuls sauf un nombre fini.

Le groupe des i-chaines PL & supports fermés de X, noté CF (X), est défini comme
la limite directe des Cf (K) pour toutes les triangulations de X, c’est-a-dire la réunion
des groupes Cf'(K) pour toutes les triangulations admssibles K modulo I'identification
de deux chaines ¢ € CF(K) et ¢ € CF(K') s'il existe une subdivision commune K" de
K et K’ telle que les images canoniques de ¢ et & dans CF(K") coincident.

On définit de méme C;(X).

Les groupes d’homologie de X & support fermé sont les groupes d’homologie du
complexe CF'(X), on les note HF (X). Les groupes d’homologie & support compact sont
les groupes d’homologie du complexe C,(X), on les note H;(X).
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Si U est ouvert dans X, P'inclusion de U dans X induit des morphismes
(1) pux : CF (X) = CF (U)

de la fagon suivante : Soit £ € CF(X), il existe une triangulation K de X telle que ¢
s’écrit ) . €,0. Etant donnée une triangulation de U, elle admet une subdivision K
telle que tout simplexe 7 de Ky soit contenu dans un simplexe de méme dimension o(7)
d’une subdivision de K. A la chaine &, on fait correspondre la chaine :

Pux (E) = Z [T : U(T)]EU(T)T
T€EKy

0 sit¢go
[r:0]= { +1 si 7 C o avec méme orientation
—1 si 7 C o avec orientation opposée.
Les morphismes (1) commutent au bord et induisent des morphismes en homologie :
H] (X) - HY (V)
Si U C V sont deux ouverts de X, on définit comme en (1) une application naturelle
poyv : CE(V) — CF(U). Si € € CF (V) s’écrit € = Y, ¢k, €50 pour une triangulation
localement finie Ky de V, il existe comme précédemment une triangulation Ky de U

telle que tout simplexe 7 de Ky soit contenu dans un simplexe o(7) d’une subdivision
de Ky. A la chaine £ on fait correspondre la chaine pyy(€) € CF (U) définie par

puv(g) = Z [T : U(T)]ga(‘r)f
T7€Ky

et |pyy (€)= [€|NU. La correspondance U + CF (U) définit un préfaisceau, qui est un

faisceau. Si dim X = 2m, nous notons ce faisceau C* = Csz_. et plus précisément C5

lorsqu’il sera nécessaire de préciser I’espace X. On a C*(U) = CL,._. (U).

Lemme. Les faisceaux C? sont fins ([6],[8;I1,3.7]). On a donc, pour tout ¢ :
HP(X;C%)=0 Vp>0

2. Hypercohomologie. ([3; IL.5; V,1.4] et [8; 11.5.2-3])

Etant donné un complexe de faisceaux A* sur X, et & un recouvrement ouvert
localement fini de X, on note CP(U;.A?) 'ensemble des p-cochaines de Cech sur Y a
coefficients dans A?,

61 : CP(U; A?) — CPHH(U; AY)
la différentielle induite par celle de Cech et
b6y : CP(U; A?) — CP(U; AT
la différentielle induite par celle du complexe différentiel d : A7 — A%*!. On a 62 = 6% =
0 et 6169 = 626;,. Notons
CP4 = lim CP(U; A7)
—
u
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et 6, : CP9 — CPTLA 6, . CP4 — CP9t1 Jes différentielles induites. Le complexe total
est noté

K'= @p-{-q:icp’q d= 61 + (_1)}762

DEFINITION. L’hypercohomologie du complexe de faisceaux .A°* est la cohomologie
du complexe simple (K*,d). On note

H'(X;A%) = H'(K*)
Si A*® est un complexe non nul seulement en degré k (concentré en degré k), on a :
H'(X;A%) = H*H(X; AY)
La théorie (classique) des suites spectrales nous montre que si les faisceaux .A? sont
acycliques, 1.e. si on a pour tout ¢
HP(X;AY) =0 Vp>0
alors TH'(X;A*) est le i-éme groupe de cohomologie du complexe I'(X; 4°*).

Des exemples de complexes de faisceaux acycliques sont donnés par les faisceaux
injectifs, flasques et, si X est paracompact, par les faisceaux fins ou mous. (voir [8; II,
respectivement 7,1; 3.1; 3.7; 3.4], et [8; II, Théoréme 5.2.3]). On peut donc donner comme
définition alternative des groupes d’hypercohomologie, ce qui est souvent donné comme
définition :

H'(X;A%) = H(I'(X;I*))
ol Z* est une résolution injective (par exemple) du complexe A* (isomorphisme j'* de

[8; 11.5.3]).

Remarque. Pour toute famille de supports ®, i.e. ensemble de fermés de X tel que
tout sous-fermé d’un élément de ® et toute réunion finie d’éléments de ® soient dans @,
on peut définir ’hypercohomologie & supports dans la famille ® : IHp(X;.A°%). C’est le
cas des familles de supports paracompactifiantes, i.e. telles que tout élément de P est
paracompact et tout élément de ¢ admet, dans X, un voisinage fermé appartenant a ®.

On donne quelques cas particuliers de groupes d’hypercohomologie, pour X variété
algébrique complexe de dimension (réelle) 2m.
a) Considérons le complexe de faisceaux dualisant®) Dy = CF, (si X est lisse, Dy

est le faisceau d’orientation Ox). On a, en prenant pour A® le complexe décalé ’5;( =
Dy[-2m] =D > =CE,_. =¢C*:

H'(X; D) = H'(I(X;C")) = H'(Chn_. (X)) = Hfpi(X),
et, pour la famile des compacts ¢, :

H,(X; D) = Ham-i(X)

(*)En fait, on a un quasi-isomorphisme entre le complexe dualisant D*, dont on trouvera une définition

intrinséque dans [3;V,7.1], et le complexe CF , i voir [3;V,7.2].
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c’est-a-dire ’homologie ordinaire et plus généralement,
o(X;Dx) = Hyp_i(X)
pour toute famille de supports @ ([3;V,7.1-2-3]).
b) Si A® est le faisceau constant Qx sur X, considéré comme complexe concentré en

degré 0.
H'(X;Qx) = H'(X)
cohomologie de X a supports fermés et
3(X;Qx) = Hp(X)

cohomologie de X a supports dans une famille ®.
c) SiA° estle complexe de faisceaux des chaines d’intersection, a coefficients rationnels

et pour la perversité moitié m, noté ZC%, il vient :
H.(X;IC%) = [Hom-i(X)
homologie d’intersection a supports compacts, et plus généralement
H}(X;2C) = THE,_(X)
pour une famille de supports @ ([3;I1,5]).

3. Dualité de Poincaré.

3.1. Sur une variété lisse. B

Si X est une variété lisse, on a un isomorphisme de complexes : Qx = Cyx = D%
d’ou les isomorphismes

H3(X;Qx) = Hy(X;Dx)
c’est-a-dire
Hy(X) = Hy,_i(X)
En particulier, on a
H'(X)2Hf _(X) e  H{(X)Z Hypmi(X).

3.2.  Sur une variété algébrique complexe de dimension (réelle) pure 2m.

Les identifications Qy = Cy, et Cy = Dy, sur un ouvert dense lisse W C X
induisent des morphismes ax : Qx — ICx et wx : ICyx — D% lesquels fournissent les
morphismes classiques (de comparaison)

H:(X) 25 [Hopm_ o (X) et THopm_o(X) 25 Hapm-o (X)

Leur composé 6x ‘= wx - ax : Qx — ﬁ}( induit au niveau global ’homomorphisme de
dualité de Poincaré “classique” H: (X) — Hapm—. (X).

4. Homologie a4 supports dans une sous-variété fermée. (voir [2])

Soit X fermé de Y, on veut expliciter I H{X)(Y') o1 (X) désigne la famille des fermés
de Y qui sont contenus dans X. On a vu que, pour Y de dimension 2n, on a

THE(Y) = H *(T(Y, A"))
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pour une famille de supports @ et un complexe A* = ZC;, tel que les faisceaux .A? soient
I's-acycliques. Or les faisceaux ZC{, des chaines d’intersection sont mous [3 ; I1,5.1] et
donc I'g-acycliques si la famille @ est paracompacifiante, comme c’est le cas pour les
familles des fermés et des compacts de Y. Mais la famille des fermés d’une sous-variété
propre n’est pas paracompactifiante dans la variété ambiante. On ne peut donc pas
calculer le groupe d’homologie d’intersection TH(X)(Y') directement par passage a la
cohomologie & partir du complexe I'(x)(Y,ZCy, ) des sections a support dans le fermé X.
Nous avons cependant le résultat suivant donnant une 'interprétation géométrique de
THX)(Y), méme & coefficients dans un anneau arbitraire :

PROPOSITION. (2.3 de [2]) : Soit X — Y un plongement fermé, on a un isomor-
phisme
IHX)(Y) = Lim IHFOWV(v).
X&TO:Y
Si de plus le plongement est normalement non-singulier ([9; 5.4.1]), alors ces deux
groupes sont isomorphes & IHF (X).

Deuxiéme chapitre

Les foncteurs image directe et image réciproque.

On désigne par Fai(X) la catégorie abélienne des faisceaux de Q-espaces vectoriels
sur X . La référence générale de cet exposé est [3;VI].

Pour un morphisme f : X — Y, on définit deux foncteurs adjoints f, et f* de la
facon suivante :

On pose, pour tout ouvert V de Y et tout faisceau A sur X,

fA(V) =T(F7H(V); A)

et on définit ainsi un foncteur, image directe fi : Fai(X) — Fai(Y). Il est exact a
gauche et transforme faisceaux injectifs en injectifs. Si j : X < Y est une inclusion
fermée, alors j,,A = AY est Pextension de A par zéro.

Le foncteur image inverse (ou réciproque) f* : Fai(Y) — Fai(X) est défini comme
suit : soit 7 : E(B) — Y D’espace étalé associé au faisceau B, par définition f*(B) est le
faisceau associé a l’espace étalé X x E(B) — X obtenu en prenant le produit fibré de f
par m. Pour tout point £ de X on a un isomorphisme au niveau des fibres

(f*B)s = Bj(z)
Le foncteur f* est exact, il est adjoint du foncteur f,. On a
Hom(f*B, A) = Hom(B, f.A)

Sij:X <Y est une inclusion alors j*B = B|x est la restriction de B a X.
En notant p : X — {pt} l’application constante, on a Qx = p*Q;, d’ott il résulte
un isomorphisme canonique Qx =2 f*Qy en utilisant le diagramme commutatif :
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X —f—r Y
N 7
pt

Le foncteurs fi.

On définit alors, pour une application continue entre espaces localement compacts,
le foncteurs fi : Fai(X) — Fai(Y) (image directe & supports propres) comme suit:

Si V est un ouvert de Y, on note ®y la famille des fermés £ de f~1(V) tels que
Papplication f|g : E — V soit propre. On définit alors un faisceau fi.4 par

fA(V)=Ta, (f71(V); A) -

On obtient ainsi un faisceau sur Y. Le foncteur f est exact & gauche et on a un morphisme
canonique de foncteurs 0 — fi — f, qui, pour une application propre f : X — Y
est un isomorphisme. Si Y est un point, alors fid = I';(X;.A), ou ¢ désigne la famille
des compacts de X. Si j : X < Y est une inclusion ouverte ou fermée, alors jid = AY
et le foncteur ji est exact. Enfin, le foncteur fi est exact sur la catégorie des faisceaux
injectifs sur X .

Le foncteurs f'.

Contrairement aux autres foncteurs, ce dernier ne provient pas d’un foncteur au
niveau des faisceaux, il n’est défini que dans la catégorie dérivée. On définit d’abord la
catégorie K(X) dont les objets sont les complexes de faisceaux de Q-espaces vectoriels
sur I’espace X et dont les morphismes sont les classes d’homotopie de morphismes de
complexes. K¥(X) désigne la sous-catégorie des complexes bornés inférieurement.

La catégorie dérivée D(X) ([3; V,5.12]) a les mémes objets que K(X) mais un
morphisme (dans D(X)) de A® dans B® est une classe d’équivalence de diagrammes de
morphismes dans K (X) :

Ao i c* — B*
ol = signifie un quasi-isomorphisme. Ce diagramme est équivalent a
A= — B

si il existe A* & D* — B* et des morphismes C* «— D* — C'* tels que I'on ait un
diagramme commutatif dans K(X) (i.e. commutatif & homotopie pres) :

-
*/[ N
o 2 e g
e'\l /
o

Deux morphismes de D(X) se composent de la facon suivante : étant donné un dia-
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gramme
DO g.
=/ A N\
A. B. C.
on peut le compléter de maniére a obtenir un diagramme commutatif 4 homotopie prés :
f‘
=/ N\
D o
N/
B.

alors A* <= F* — C* est la composition des morphismes donnés.
On définit de méme la catégorie dérivée D* (X)) des complexes bornés inférieurement.
Etant données une application continue d’espaces localement compacts, et une
“bonne” résolution du faisceau constant Q sur X : 0 — Q — R*, on définit d’abord un
foncteur

fre : K¥(Y) — K¥(X)
par
fre (G°)(U) = Hom (f(Ry,); Gp)
La correspondance G* +— fro (G*) définit un foncteur fr. : K¥(Y) — K*(X). Si R*
et &* sont deux “bonnes” résolutions du faisceau Q, alors les complexes de faisceaux
fre (G*) et f5e (G*) sont quasi-isomorphes. On en déduit que le foncteur
f': DY) — D*(X)
induit sur les catégories dérivées par le foncteur fr. est indépendant, & isomorphisme
prés, du choix de la résolution R*.
Remarque : La dualité entre les foncteurs fi et f' s’exprime dans la catégorie dérivée,
au moyen de foncteurs dérivés, de la fagon suivante (voir [3;V,7.17]) :

RHom* (RfiA*,B*) = Rf«RHom" (A", f'B°)

. . . . Al . . . . ’
Sij: X < Y est une inclusion ouverte, on a j° = j*; si c’est une inclusion fermée,
) ] )
alors on a

7@ )U) =T(x)(V;6*)
ou V est un ouvert de Y tel que U = VN X. Si Y est un point et p : X — {pt}
I’application constante et B* = Q, il vient ([3; V,7.18])
D} = p!th

d’oti pour tout f : X — Y un isomorphisme canonique D% = f"D;,.

Morphismes associés en homologie et cohomologie.

Soient A* et B* des complexes bornés de faisceaux de Q-espaces vectoriels, et ®
et ¥ des familles de supports sur les variétés X et Y respectivement. Notons f~1(¥)
la famille des fermés de X qui s’écrivent f~'(E) avec E € ¥ et notons Ay la famille
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des fermés F' de X qui sont propres sur Y par rapport a f, i.e. tels que la restriction
flr : F — Y soit une application propre. Alors on a le résultat suivant :

PROPOSITION. (Lemme du §4 de [2]) : a) Si la famille f~1(¥) est contenue dans
®, alors tout morphisme de complezes de faisceauz f*B* — A* sur X wnduit un homo-

morphisme naturel en hypercohomologie
Hy(Y;B°) — Hi(X;A4%) .
b) Si la famille ® est contenue dans Ay N f~1(¥), alors tout morphisme de complezes

de faisceauzr A* — f'B* sur X wnduit un homomorphisme naturel en hypercohomologze
H3(X,A) — Hy(Y,B*) .

Démonstration. On obtient le premier résultat en composant les homomorphismes
naturels évidents

HG (Y;B°) — Hi_, 4y (X; f7B°) — H, )(X;A4°) — Hy(X;A4%) .
Pour le deuxiéme énoncé, on compose les homomorphismes canoniques
Hy (X, A%) — Hy gy (X, A7) = H(Y, fild") — Hy(Y,B°) .

L’existence de I’isomorphisme du milieu est montrée par une généralisation de la formule
[3; V, 7.11 (2)]; pour la derniére fleche, on applique le foncteur IHg (Y, —) au morphisme
fiA* — B* sur Y obtenu par adjonction du morphisme donné A* — f'B* d’aprés la
dualité de Verdier (dans la catégorie dérivée [3; V,7.17]).

Notons respectivement ¢(X) et F(X) les familles des compacts et des fermés de
X, on remarque que f : X — Y est propre si et seulement si f~1(c(Y)) = ¢(X) ou
F(X)C Ay =As N fY(F(Y)). Notons dim X = 2m, dimY = 2n et 25 = 2(n — m).

COROLLAIRE.
1) L’isomorphisme f*(Qy) =qQ x induit IH\I,(Y Qy) — H3(X,Qx) donc pour &
et U les familles des fermés de X et Y, H (Y) Lo (X) et, si f est propre, pour les
familles de compacts, He (Y) — H:(X).
2) Tout morphisme u : f*(ZCy) — ICx induit Hy(Y,ZCy) — M3 (X,ZIC%) donc
pour & et ¥ les familles des fermés de X et Y, IHf, (V) - IHE . (X) et, si f est
propre, pour les familles de compacts, [Han_, (Y) 5 THopm_. (X).
3) Lisomorphisme Dy — f'(Dy)[2s] induit Hy(X,Dy) — IHy(Y, D} [25]) done
pour ® et ¥ les familles des compacts de X et Y, Hopm—, (X) RLN Hom—o(Y) et, si f est
propre, pour les familles de fermés, Hf,, _, (X) 5 I HE. . (Y).
4) Tout morphisme v : ICy — f'(ZCy)[2s] induit H3(X,ZIC%) — Hy(Y,ZCy [2s])
donc pour ® et ¥ les familles des compacts de X et Y, IHzm... (X) — IHapm—o (Y) et,
si f est propre, pour les familles de fermés, THf, _, (X) S IHE _ (V).
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Troisieme chapitre
La référence générale de cet exposé est [2], les parenthéses renvoient & cette référence.

1. Motivation.

A titre de motivation, on développe, sans démonstration, une idée de construction
géométrique de morphismes associés en homologie d’intersection en supposant ’existence
d’un relévement de la classe du graphe de f en homologie d’intersection & coefficients
rationnels et & supports convenables.

Soit f : X — Y un morphisme de variétés algébriques complexes, connexes et de
dimensions pures respectives m et n, nous notons I'y le graphe de f, cycle algébrique de
X x Y. La formule ensembliste f(A) = pry((A x Y)NT}), pour un sous-ensemble A de
X, suggére de considérer P’application suivante : Etant donné un cycle d’intersection 7
dans X x Y, qui reléve I'y, nous faisons correspondre a tout cycle d’intersection & de X

le cycle d’intersection pry ((§ x [Y])N+y) de Y.
Afin de préciser cette idée, nous introduisons, pour deux perversités p et q données,

I’homologie d’intersection “produit” (voir [3; V,6.2(3)] pour la définition de é))

L
IpgH.(X xY):= H""""* (X x Y, pjTpCy ® p;TqCy)
par rapport a la “biperversité” (p,q) et avec pour p; les projections canoniques. On a
toujours I’isomorphisme
Ip,9H. (X xY) = IpH.(X)® IqH.(Y)

valable pour des perversités arbitraires (cf. [3; V, 10.19]). Le produit d’intersection usuel
induit un produit d’intersection

Iip,p) Hi(X X Y) x Iiqq)Hj(X X ¥) = Ix xy Hypy—2(mn)(X % ¥)

pourr>p+qetr >p +q.
Pour ’homologie d’intersection du produit, on a un isomorphisme “de Kiinneth” :

IpH, (X xY) = Ipp)H. (X xY)
valable pour toutes les perversités p satisfaisant & la condition
p(2k) + p(2l) < p(2k + 21) < p(2k) + p(2]) + 2.

et provenant, pour ces perversités, d’une autre formule de Kiinneth

L
ZpC;(xy = p;Ipc;( ®P;ch;/
au niveau des complexes de faisceaux (voir [7]). La condition précédente est vérifiée dans
les cas particuliers les plus importants p = o, m (cf. [9; 6.3]) et t. Supposons que les
variétés X et Y soient compactes et faisons I’hypothése que la classe d’homologie [I'y] €
Hom(X x Y) se reléve en une classe v dans Im Hom(X X Y) = I m)Hom(X x Y).
Comme la classe fondamentale [Y] appartient d’une maniére naturelle & IoHz,(Y), on
peut définir un homomorphisme v, : IH,(X) — IH,(Y) par la composition :

ImH.(X) = ImoyHo42a(X XY) - gy H (X xY) —  ImH.(Y)
13 — Ex[Y] = ExYDNy = W ((Ex[YDNy)
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ou ¢, désigne la projection canonique
It m)H. (XxY)=2LH(X)®ImH.(Y) > I{Ho(X)® ImH.(Y) = ImH, (Y) ,

en utilisant ’isomorphisme Iy Ho(X) = Ho(X) = Q di au fait que X est connexe. Un tel
morphisme v, est un bon candidat pour un morphisme associé v;. Pour passer au cas ol
les variétés ne sont pas nécessairement compactes, on a en fait besoin d’un relévement
de la classe [I'y], vue comme élément de HZI,;’)(X x Y), homologie & supports dans la
famille des fermés contenus dans I'y, admet un relevement y dans I Hgn’ )(X xY).

2. Le théoréme d’existence local.

Dans toute la suite, nous considérerons tous les complexes et groupes d’homologie
d’intersection par rapport a la perversité moitié. Le théoréme d’existence de morphismes
associés s’exprime dans le langage des faisceaux :

THEOREME PRINCIPAL (2.1). Soit f : X — Y un morphisme entre variétés
algébriques complezes de dimensions pures m et n respectiwement. Alors, il existe des
morphismes contravariants p/ : f*(ZCy) — ICy et covariants vy : ICy — f'(ZCy)[2s]
(ot nous posons s :=n —m) de complezes de farsceauz de chaines d’intersection d co-
efficients rationnels qui sont associés d f, c’est-d-dire qu’ils sont compatibles avec les
morphismes de comparaison o et w au sens de la commutativité des diagrammes suiv-

ants ,
ey —— 10k ¢, — pacy)esl
(D¥) L“(av) Iax et (Dy) ij Ji’(wy)[%]
Q) — Qx Dy — F(Dy)l2s]

Les morphismes contravariants p’ et covariants vy sont en correspondance biunivoque,
par dualité de Powncaré-Verdier.

REMARQUE SUR L’UNICITE. Les morphismes associés u/ et vy sont determinés de
fagon unique par f dans certains cas particuliers, par exemple :
a) siY est lisse (alors pu/ est déterminé par ax puisque ay, et donc f*(ay), sont
des isomorphismes),
b) si f est un morphisme dominant équidimensionnel,
¢) si f est le plongement d’une sous-variété fermée X de codimension 1 dans Y telle
que Y soit localement analytiquement irréductible le long de X,
d) si f est une application “petite” dans le sens de [9; 6.2].
Dans les cas a), b) et d), le morphisme p/ existe méme a coefficients entiers.

3. Le théoréme d’existence global :

La premiere conséquence du Théoréme principal est ’existence d’homomorphismes
globaux associés a f dont nous énongons les cas particuliers les plus intéressants :
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THEOREME (2.2). Sous les hypothéses du Théoréme 2.1, nous avons les résultats
suwvants :

1) Il existe des homomorphismes contravariants p/ —pF IHE _(Y)—IHE. . (X)

d supports fermés, et covariants vy = v : IH,(X) — IH,(Y) d supports compacts

qui sont associés au morphisme f, i.e. qui rendent commutatifs les diagrammes

suwvants :
IHE,_.(Y) —— IHE,_.(X) IH.(X) —— IH.(Y)
(D}‘.) Iav Iax et (D?) lwx lwv
HY) 2 H(X) ) 2 m®)

2) Si Uapplication f : X — Y est propre, alors il eziste des homomorphismes as-
soctés contravariants ¢ supports compacts pl = pl  IHyp  (Y) — IHopm-o (X)
et covariants d supports fermés vy = l/f IHF(X) — IHF(Y) qui rendent com-
mutatifs les diagrammes analogues :

1

[Hopn-o(Y) —— IHpm-.(X) IHF(X) —L. IHF(Y)
(D#) [ay Iax et (DF) wa lwy
Hy) 2. mE HF(X) 2 HF(Y)

4. Le théoréme de relévement :

La deuxiéme conséquence du théoréme principal concerne le relévement des cy-
cles algébriques en homologie d’intersection. Pour ’énoncer, nous utilisons la notion
d’homologie d’intersection TH(X)(Y) de Y & supports dans une sous-variété fermée X
de Y, c’est-a-dire I’homologie d’intersection relative IHF (Y,Y \ X) (voir ci-dessus) :

THEOREME (2.3). Si X est une sous-variété fermée de Y, de dimension pure
m, alors la classe d’homologie [X] (d coefficients rationnels) est dans limage de
Phomomorphisme de comparaison :

THO(Y) — B (V) .

En particulier, la classe d’homologie dans HE (Y) de tout cycle algébrique X dans
Y, contient un cycle d’intersection £ arbitrairement proche de X, i.e. étant donné un
voisinage V de X dans Y, on peut supposer [£| C V.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.3. Notons d’abord que la classe d’ homologle
[X] d’un cycle algébrique X C Y peut étre interprétée comme élément de H2m (V) =
HE (X). L’existence d’un relévement de cette classe en homologie d’intersection résulte
immédiatement du diagramme commutatif
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IHE,(X) — IHSO(Y) — IHE(Y)

o~ b'¢
HE(X) = H)(Y) —  HE(Y)
Puisque les classes de Chern (au sens de Schwartz [11] et MacPherson [10]) d’une
variété algébrique, en homologie, sont représentables par des cycles algébriques, le

Théoréme de relévement nous permet de répondre positivement 3 la conjecture bien
connue (voir [3; IX, H] et [1;§ 3]) concernant le relévement de ces classes :

COROLLAIRE. Les classes de Chern-Schwartz-MacPherson d’une variété algébrique,
en homologie, se relévent en homologie d’intersection, pour la perversité moitié et d
coefficients rationnels.

Malheureusement il n’y a pas, en général, de relevement canonique comme le montre
Pexemple donné dans [4]. D’autre part, les résultats précédents, valables pour la perver-
sité moitié (et les perversités supérieures) ne permettent pas (directement) de multiplier
plus de deux classes d’homologie, ce qui est un obstacle & la définition de nombres car-
actéristiques généraux pour les variétés algébriques complexes singuliéres.

5. Le théoréme de classification :

Nous avons déja remarqué que les morphismes y/ ne sont pas uniquement détermi-
nés par le morphisme f. Le résultat suivant permet de déterminer le degré de liberté de
cette ambigiiité. En méme temps, il précise le raisonnement géométrique de la motivation
et compléte le théoréme principal :

THEOREME (2.4). Ily a une correspondance biunivoque entre les morphismes p/,
resp. vy, rendant commutatif le diagramme (D*), resp. (D,), du théoréme principal, et
les classes v € IH(Ff)(X x Y) qut relévent la classe d’homologie [T's] € Hg,;’)(X xY).

2m
De maniére plus précise :

Remarque. Les trois énoncés suivants sont équivalents (méme a coefficients dans

un corps quelconque) :
1) Tout cycle algébrique C' d’une variété algébrique Z est homologue & un cycle
d’intersection £ arbitrairement proche de C' dans Z.
2) Pour tout morphisme f : X — Y entre variétés algébriques, il existe un homo-
morphisme associé pf : f*(ICy) — ICx.
3) Pour tout morphisme f : X — Y entre variétés algébriques, il existe un homo-
morphisme associé v; : ICy — f'(ZCy)[2s].
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