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Les trois chapitres qui suivent ont pour but d'introduire les resultats recents dύs a
Gottfried Barthel, Karl-Heinz Fieseler, Ofer Gabber, Ludger Kaup et Γauteur ([2]).

Premier chapitre

1. Faisceau des chaines singulieres. ([3;I,1,2],[5])

DEFINITION. On dit qu'un espace topologique X est muni d'une structure PL
si on s'est donne une classe de triangulations localement finies de X (triangulations
admissibles) satisfaisant :

1) toute subdivision (barycentrique ou lineaire) d'une triangulation admissible est
admissible.

2) Deux triangulations admissibles KI et K^ admettent une subdivision (admissible)
commune.

Tout ouvert U de X admet une structure PL induite : Pour toutes triangulations
admissibles K de X et KU de [/, il existe une subdivision lineaire K(j de KU telle que
tout simplexe de K(j est contenu (lineairement) dans un simplexe de K.
Chaines et supports.

Soit K une triangulation de X, on note Cf(K) le groupe des ί-chaίnes a supports
fermes, i.e. les combinaisons lineaires localement finies a coefficients rationnels ξ — Σζ<?σ

(chaines de deuxieme espece chez Cartan). Le support de la chaϊne ζ £ Cf(K), est
\ξ\ — IL 5*0 l σ l C'est un ferme de X. De meme, Ci(K) designe le groupe des z-chaines
a supports compacts, i.e. les combinaisons lineaires ζ = Σζσ& pour lesquelles tous les
ξσ sont nuls sauf un nombre fini.

Le groupe des i-chaϊnes PL a supports fermes de X, note C?(X)} est defini comme
la limite directe des Cf(K) pour toutes les triangulations de X, c'est-a-dire la reunion
des groupes Cf(K) pour toutes les triangulations admissibles K modulo Identification
de deux chaines ξ £ Cf(K) et ξ* G Cf(K') s'il existe une subdivision commune K11 de
K et K1 telle que les images canoniques de ξ et £' dans C?(Kn) coincident.

On definit de meme d(X).
Les groupes d'homologie de X a support ferme sont les groupes d'homologie du

complexe C + ( X ) , on les note H?(X). Les groupes d'homologie a support compact sont
les groupes d'homologie du complexe C*(X), on les note Hi(X).
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Si U est ouvert dans X, P inclusion de U dans X induit des morphismes

(1) pvx:Cf(X)^Cf(U)

de la faςon suivante : Soit ξ £ Cf(X), il existe une triangulation K de X telle que ξ
s'ecrit Σσeκ£<rσ' Etant donnee une triangulation de J7, elle admet une subdivision KU
telle que tout simplexe r de /£[/ soit contenu dans un simplexe de meme dimension σ(τ)
d'une subdivision de K. A la chaine £, on fait correspondre la chaϊne :

ou

{ 0 si r <£ σ

+1 si r C σ" avec meme orientation

— 1 si r C σ avec orientation opposee.

Les morphismes (1) commutent au bord et induisent des morphismes en homologie :

Hf(X) -> Hf(U)

Si U C V sont deux ou verts de X, on definit comme en (1) une application naturelle

Puv Cf(V) -> Cf(U). Si ί G Cf (K) s'ecrit £ = Σσ€ifv^σ pour une triangulation

localement finie Ky de V, il existe comme precedemment une triangulation /^c/ de U
telle que tout simplexe r de AV soit contenu dans un simplexe cr(τ) d'une subdivision
de Ky. A la chaϊne ξ on fait correspondre la chaϊne pvu(£) ^ Cf(U) definie par

et Ipt/vCOl — lίl ^ U - ^a correspondance [7 ι— »• Cf(U) definit un prefaisceau, qui est un
faisceau. Si dimX = 2m, nous notons ce faisceau C* = C .̂. et plus precisement C*χ

lorsqu'il sera necessaire de preciser Γespace X. On a C9 (U) = Cζm_9 (U).

Lemme. Les faisceaux C? sont fins ([6],[8;II,3.7]). On a done, pour tout q :

2. Hypercohomologie. ([3; II.5; V,1.4] et [8; Π.5.2-3])

Etant donne un complexe de faisceaux A* sur X, et U un recouvrement ouvert
localement fini de X, on note Cp(U\Aq} Γensemble des p-cochaϊnes de Cech sur U a
coefficients dans Aq ,

δl

la differentielle induite par celle de Cech et

la differentielle induite par celle du complexe diίferentiel d : A9 -+ A9+l. On a 6| = 6? =

0 et <$ι<52 = 62^1- Notons

u
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et δι : Cp>q -+ Cp+l>q, 62 : Cp>q -> Cp>q+l les differentielles induites. Le complexe total

est note

K* = ®p+q=iCp>q d = tfi + (-I)pδ2

DEFINITION. L'hypercohomologie du complexe de faisceaux A9 est la cohomologie
du complexe simple (K* , d). On note

Si A* est un complexe non nul seulement en degre k (concentre en degre &), on a :

La theorie (classique) des suites spectrales nous montre que si les faisceaux Aq sont
acy cliques, i.e. si on a pour tout q

Q V p > 0

alors TH*(X]A9) est le i-eme groupe de cohomologie du complexe Γ(X;A9).

Des exemples de complexes de faisceaux acycliques sont donnes par les faisceaux
injectifs, Basques et, si X est paracompact, par les faisceaux fins ou mous. (voir [8; II,
respectivement 7,1; 3.1; 3.7; 3.4], et [8; II, Theoreme 5.2.3]). On peut done donner comme
definition alternative des groupes d 'hyper cohomologie, ce qui est souvent donne comme
definition :

ou J* est une resolution injective (par exemple) du complexe A9 (isomorphisme j"* de
[8; II.5.3]).

Remarque. Pour toute famille de supports Φ, i.e. ensemble de fermes de X tel que
tout sous-ferme d'un element de Φ et toute reunion finie d'elements de Φ soient dans Φ,
on peut definir Γhy per cohomologie a supports dans la famille Φ : Ώl%φ(X]A*). C'est le
cas des families de supports paracompactifiantes, i.e. telles que tout element de Φ est
paracompact et tout element de Φ admet, dans X, un voisinage ferme appartenant a Φ.

On donne quelques cas particuliers de groupes d'hypercohomologie, pour X variete
algebrique complexe de dimension (reelle) 2m.
a) Considerons le complexe de faisceaux dualisantW Ί)*x — C^9 (si X est lisse, Ί)*x

est le faisceau d Orientation Oχ). On a, en prenant pour A9 le complexe decale Ί)*χ —

ΠΓ(X X^) S H'(T(X C )) = H'(Cξm_.(X)) = Hξm.t(X),

et, pour la famile des compacts c, :

(*)En fait, on a un quasi-isomorphisme entre le complexe dualisant P , dont on trouvera une definition

intrinseque dans [3;V,7.1], et le complexe Cfβ voir [3;V,7.2].
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c'est-a-dire Γhomologie ordinaire et plus generalement,

pour toute famille de supports Φ ([3;V,7.1-2-3]).
b) Si A9 est le faisceau constant Qx sur X, considere comme complexe concentre en
degre 0.

cohomologie de X a supports fermes et

WΦ(X;QX) = H'

cohomologie de X a supports dans une famille Φ.
c) Si A9 est le complexe de faisceaux des chaίnes d 'intersection, a coefficients rationnels
et pour la perversite moitie m, note ZCX, il vient :

homologie d 'inter section a supports compacts, et plus generalement

m'φ(x ,xcx) = iH*m_i(x)
pour une famille de supports Φ ([3;II,5]).

3. Dualite de Poincare.

3.1. Sur une variete lisse.
Si X est une variete lisse, on a un isomorphisme de complexes : Qx =. Cx = V*χ

d'oύ les isomorphismes

ΠΓφ(*;Qχ)=ffl'φ(*;ΐίχ)
c'est-a-dire

En particulier, on a

H'(X) 2 Hξ^^X) et H\(X) 2 ffam

3.2. Sur une variete algebrique complexe de dimension (reelle) pure 2m.
Les identifications Q^ = Cw et Cw = T>*w sur un ouvert dense lisse W C X

induisent des morphismes ax : Qx — » XCX et u>χ : 1CX — >• T>*x lesquels fournissent les
morphismes classiques (de comparaison)

HI (X) »̂ IH2m.. (X) et 7#2m_. (X) ^> H2m-. (X)

Leur compose 6χ := u>χ ° ax : Qx —+ Ί)*χ induit au niveau global Γhomomorphisme de
dualite de Poincare "classique" Hi (X] -» H2m-.(X).

4. Homologie a supports dans une sous- variete fermee. (voir [2])

Soit X ferme de Y , on veut expliciter IH^X\Y) oύ (X) designe la famille des fermes
de Y qui sont contenus dans X . On a vu que, pour Y de dimension 2n, on a
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pour une famille de supports Φ et un complexe A* = ICγ tel que les faisceaux Aq soient
Γφ-acycliques. Or les faisceaux ICγ des chaίnes d 'intersect ion sont mous [3 11,5.1] et
done Γφ-acycliques si la famille Φ est paracompacifiante, comme c'est le cas pour les
families des fermes et des compacts de Y. Mais la famille des fermes d'une sous-variete
propre n'est pas paracompactifiante dans la variete ambiante. On ne peut done pas
calculer le groupe d'homologie d 'intersection IH^X^(Y) directement par passage a la
cohomologie a partir du complexe Γ(χ)(Y,ZCy) des sections a support dans le ferme X.
Nous avons cependant le resultat suivant donnant une 1 'interpret at ion geometrique de

meme a coefficients dans un anneau arbitraire :

PROPOSITION. (2.3 de [2]) : Soil X <— *• Y un plongement ferme, on a un isomor-
phisme

S lim
XCVG.Y

Si de plus le plongement est normalement non-singulier ([9; 5.4.1]), alors ces deux
groupes sont isomorphes a IH^(X).

Deuxieme chapitre

Les foncteurs image directe et image reciproque.
On designe par Fαi(X) la categorie abelienne des faisceaux de Q-espaces vectoriels

sur X. La reference generale de cet expose est [3;VI].
Pour un morphisme / : X —» y, on definit deux foncteurs adjoints /* et /* de la

faςon suivante :
On pose, pour tout ouvert V de Y et tout faisceau A sur X,

et on definit ainsi un foncteur, image directe /* : Fαi(X) — >• Fαi(Y). II est exact a
gauche et transforme faisceaux injectifs en injectifs. Si j : X <-+ Y est une inclusion
fermee, alors j*A — Aγ est 1'extension de A par zero.

Le foncteur image inverse (ou reciproque) /* : Fαi(Y) — > Fαi(X) est defini comme
suit : soit π : E(/?) — >• Y Γespace etale associe au faisceau β, par definition f*(B) est le
faisceau associe a Γespace etale X x E(β) — •*• X obtenu en prenant le produit fibre de /

par 7Γ. Pour tout point x de X on a un isomorphisme au niveau des fibres

Le foncteur /* est exact, il est adjoint du foncteur /*. On a

Hαm(fB,A) = Hom(B,f*A)

Si j : X <—* Y est une inclusion alors j*B = B\χ est la restriction de B a X.
En notant p : X — *• {pt} Γapplication constante, on a Qx = p*Qpt, d'ou il resulte

un isomorphisme canonique Q^ = /*Qy en utilisant le diagramme commutatif :
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x -U y
\ /

pt

Le foncteurs /».
On definit alors, pour une application continue entre espaces localement compacts,

le foncteurs f\ : Fai(X) — »• Fai(Y) (image directe a supports propres) comme suit:
Si V est un ouvert de Y, on note Φy la famille des fermes E de f~l(V} tels que

1'application f\E : E — > V soit propre. On definit alors un faisceau f\Λ par

On obtient ainsi un faisceau sur Y. Le foncteur /• est exact a gauche et on a un morphisme
canonique de foncteurs 0 — » /« — > /* qui, pour une application propre / : X — *• Y
est un isomorphisme. Si Y est un point, alors f\Λ = ΓC(X;.4), oύ c designe la famille
des compacts de X. Si j : X <-^ Y est une inclusion ouverte ou fermee, alors j\Λ = .4y

et le foncteur j\ est exact. Enfin, le foncteur f\ est exact sur la categorie des faisceaux
injectifs sur X.

Le foncteurs f .
Contrairement aux autres foncteurs, ce dernier ne provient pas d'un foncteur au

niveau des faisceaux, il n'est defini que dans la categorie derivee. On definit d'abord la
categorie K(X) dont les objets sont les complexes de faisceaux de Q-espaces vectoriels
sur 1'espace X et dont les morphismes sont les classes d'homotopie de morphismes de
complexes. K+(X) designe la sous-categorie des complexes bornes inferieurement .

La categorie derivee D(X) ([3; V,5.12]) a les memes objets que K(X) mais un
morphisme (dans D(X)) de A* dans B* est une classe d'equivalence de diagrammes de
morphismes dans K(X) :

A9 £- C9 — > B9

oύ = signifie un quasi-isomorphisme. Ce diagramme est equivalent a

A9 ^- C" —> £T

si il existe A* ^- T>* —> B9 et des morphismes C9 <— V9 —>• C'9 tels que Γon ait un
diagramme commutatif dans K(X) (i.e. commutatif a homotopie pres) :

\
Ί> >• B

/
C"

Deux morphismes de D(X) se composent de la faςon suivante : etant donne un dia-
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gramme

Ί> ε
-/ \ -/ \

A9 B C

on peut le completer de maniere a obtenir un diagramme commutatif a homotopie pres :

f

-/ \

v ε
\ *s

rv

alors ^4* *̂  :F* — >• C* est la composition des morphismes donnes.
On definit de meme la categoric derivee D+(X) des complexes bornes inferieurement.
Etant donnees une application continue d'espaces localement compacts, et une

"bonne" resolution du faisceau constant Q sur X : 0 — > Q — » H* , on definit d'abord un
foncteur

^ K+(X)

par

La correspondance ^ ι-* / .̂ (ff ) definit un foncteur / .̂ : ̂ +(y) -> ^+(^) Si ft*
et «S* sont deux "bonnes" resolutions du faisceau Q, alors les complexes de faisceaux
fκ (G* ) et /^. (Q9 ) sont quasi-isomorphes. On en deduit que le foncteur

induit sur les categories derivees par le foncteur /^. est in dependant, a isomorphisme
pres, du choix de la resolution 7£* .
Remarque : La dualite entre les foncteurs /» et /! s'exprime dans la categoric derivee,
au moyen de foncteurs derives, de la faςon suivante (voir [3;V,7.17]) :

RHσm (Rf\A9 , B* ) = Λ/* RHom* (A9 J]B9)

Si j : X c-> Y est une inclusion ouverte, on a f = j*\ si c'est une inclusion fermee,
alors on a

oύ V est un ouvert de Y tel que U = V Π X. Si Y est un point et p : X — » {pt}
Γapplication constante et β = Qpt, il vient ([3; V,7.18])

Vx=pQpt

d'ou pour tout / : X — »• y un isomorphisme canonique Ί)*x = /'"Py

Morphismes associes en homologie et cohomologie.
Soient >t* et β* des complexes bornes de faisceaux de Q-espaces vectoriels, et Φ

et Φ des families de supports sur les varietes X et Y respectivement. Notons /"1(Φ)
la famille des fermes de X qui s'ecrivent f~l(E) avec E G Φ et notons A/ la famille
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des fermes F de X qui sont propres sur Y par rapport a /, i.e. tels que la restriction
f\F F -+ Y soit une application propre. Alors on a le resultat suivant :

PROPOSITION. (Lemme du §4 de [2]) : a) Si la famille /"*(*) est contenue dans
Φ, alors tout morphisme de complexes de faisceaux f*B* —»• A9 sur X induit un homo-
morphisme naturel en hypercohomologie

ffll(y β ) —>ffl;(X;.4 ) .

b) Si la famille Φ est contenue dans A/ Π/~1(Φ) ; alors tout morphisme de complexes
de faisceaux A* —*• fB* sur X induit un homomorphisme naturel en hypercohomologie

Demonstration. On obtient le premier resultat en composant les homomorphismes
naturels evidents

Pour le deuxieme enonce, on compose les homomorphismes canoniques

L 'existence de Γisomorphisme du milieu est montree par une generalisation de la formule
[3; V, 7.11 (2)]; pour la derniere fleche, on applique le foncteur ffl^(Y, — ) au morphisme
f\A* —> B9 sur Y obtenu par adjonction du morphisme donne A* — *• fB* d'apres la
dualite de Verdier (dans la categoric derivee [3; V,7.17]).

Notons respectivement c(X) et F(X) les families des compacts et des fermes de
X, on remarque que / : X —> Y est propre si et seulement si /~1(c(y)) = c(X) ou
F(X) C Λ/ = A/ Π f~l(F(Y)). Notons dimX = 2m, dim Y = 2n et 2s = 2(n - m).

COROLLAIRE.

1) L'isomorphisme /*(Qy) -=-> Qx induit fflφ(y,Qy) — > mm

φ(X,Qx) done pour Φ

et Φ les families des fermes de X et y, Hm (Y) -̂  ff (X) et, si / est propre, pour les
**

families de compacts, He (Y) — » He (X).
2) Tout morphisme μ : f*(ICy) — > ICX induit ffl^(y,ZCy) — . fflφpf, JC^) done

pour Φ et Φ les families des fermes de X et Y, /#£_. (Y) -̂  IHξm_. (X) et, si / est

propre, pour les families de compacts, 7#2n- (Y) -̂  ^^2m-.(^)

3) L'isomorphisme P^ -̂  /!(Py)[2«] induit TΆφ(X,Ί)*x) — ̂  fflφ(y,ίy[2«]) done

pour Φ et Φ les families des compacts de X et Y, #2m-. PO — ̂  ̂ 2m~. (Y) et, si / est

propre, pour les families de fermes, H^m_9(X} — U ^2Ϊn_.(Y).
4) Tout morphisme ι/ : JC^ — > /!(JCy)[2s] induit mφ(Jί, ICχ) — > ffl^(Y, JCy[2«])

done pour Φ et Φ les families des compacts de X et Y, IH^m- (X) -^-+ IH2m- (Y) et,
si / est propre, pour les families de fermes, IH^m_m (X) -?-+ IH![m_9 (Y).
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Troisieme chapitre

La reference generate de cet expose est [2], les parentheses renvoient a cette reference.

1. Motivation.

A titre de motivation, on developpe, sans demonstration, une idee de construction
geometrique de morphismes associes en homologie d 'intersection en supposant Γexistence
d'un relevement de la classe du graphe de / en homologie d 'inter section a coefficients
rationnels et a supports convenables.

Soit / : X — >• y un morphisme de varietes algebriques complexes, connexes et de
dimensions pures respectives ra et n, nous notons Γ/ le graphe de /, cycle algebrique de
X x Y . La formule ensembliste f ( A ) = pry ((^4 x y) Π Γ/), pour un sous-ensemble A de
X, suggere de considerer 1'application suivante : Etant donne un cycle d 'intersection γ
dans X x y, qui releve Γ/, nous faisons correspondre a tout cycle d 'intersection £ de X
le cycle d 'intersection prr((£ x [y]) Πγ) de Y.

Afin de preciser cette idee, nous introduisons, pour deux perversites p et q donnees,

Γhomologie d 'intersection "produit" (voir [3; V,6.2(3)] pour la definition de <g>)

ι(PΛ)H. (x x y) := mlm+2n- (x x y
par rapport a la "biperversite" (p,q) et avec pour pi les projections canoniques. On a
toujours 1'isomorphisme

/(p,q)#. (X X Y) = IpH. (X) ® IqH. (Y)

valable pour des perversites arbitraires (cf. [3; V, 10.19]). Le produit d 'intersection usuel
induit un produit d 'inter section

I(p,f)Hi(X X y) x /(q,q<)ίO(* x Γ) -̂  I(r,r,)Ht+J^(m+n)(X X y)

pour r > p + q et r' > p' + q'.
Pour 1 'homologie d 'intersection du produit, on a un isomorphisme "de Kunneth" :

IpH. (XxY) Si I(p,p)H. (X x y)

valable pour toutes les perversites p satisfaisant a la condition

p(2t) + p(2/) < p(2k + 20 < p(2i) + P(2/) + 2.

et provenant, pour ces perversites, d'une autre formule de Kunneth

au niveau des complexes de faisceaux (voir [7]). La condition precedente est verifiee dans
les cas particuliers les plus importants p = o, in (cf. [9; 6.3]) et t. Supposons que les
varietes X et Y soient compactes et faisons Γhypothese que la classe d 'homologie [Γ/] G
H<2m(X x y) se releve en une classe γ dans 7m#2m(^ x y) — ^(m,m)#2m(^ x y).
Comme la classe fondamentale [y] appartient d'une maniere naturelle a /o^2n(^)> °n

peut definir un homomorphisme VΊ : IHm (X) — > IE. (Y) par la composition :

- I(IΆί0)H.+2n(XxY) - I(i)m)H.(X x Y ) -+ ImH.(Y)

ξx[γ] ^ (ξ x [y]) Πτ ^ qΛ((ξ x [y]) nτ)
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oύ qm design e la projection canonique

'(t,m)# (* x y ) S ItH. (X) ® ImH. (Y) -» ItHQ(X) 0 ImH. (Y) S Imff. (y) ,

en utilisant Γisomorphisme I^HQ(X) = HQ(X) = Q dύ au fait que X est connexe. Un tel
morphisme VΊ est un bon candidat pour un morphisme associe z// . Pour passer au cas oύ
les varietes ne sont pas necessairement compactes, on a en fait besoin d'un relevement

de la classe [Γ/], vue comme element de H^ (X x y), homologie a supports dans la

famille des fermes contenus dans Γ/, admet un relevement 7 dans IH^ (X xY).

2. Le theoreme d'existence local.

Dans toute la suite, nous considererons tous les complexes et groupes d 'homologie
d 'intersection par rapport a la perversite moitie. Le theoreme d'existence de morphismes
associes s'exprime dans le langage des faisceaux :

THEOREME PRINCIPAL (2.1). Sou f : X — > Y un morphisme entre varietes
algebnques complexes de dimensions pures m et n respectivement. Alors, il existe des
morphismes contravanants μf : f*(ICγ) — >• ίCJ et covariants ι/f : ZC*X — •*• f'(ICγ)[2s]
(oύ nous posons s := n — m) de complexes de faisceaux de chaines d 'intersection a co-
efficients rationnels qui sont associes a f , c'est-ά-dire qu'ils sont compatibles avec les
morphismes de comparaison a et ω au sens de la commutativite des diagrammes suiv-
ants :

Γ(icγ) — τcx τcx ~ f (icγ)(2s]

(Dμ) r(w) «A: et (Dv)
I I
\<*x \ f ' (

Ί -i-

Les morphismes contravariants μf et covariants v$ sont en correspondance biunivoque,
par dualite de Pom care- Verdier.

REMARQUE SUR L'UNICITE. Les morphismes associes μ* et *// sont determines de
faςon unique par / dans certains cas particuliers, par exemple :

a) si y est lisse (alors μ* est determine par ax puisque αy, et done /*(c*y), sont
des isomorphismes),

b) si / est un morphisme dominant equidimensionnel,
c) si / est le plongement d'une sous-variete fermee X de codimension 1 dans Y telle

que y soit localement analytiquement irreductible le long de Xy

d) si / est une application "petite" dans le sens de [9; 6.2].
Dans les cas a), b) et d), le morphisme μf existe meme a coefficients entiers.

3. Le theoreme d'existence global :

La premiere consequence du Theoreme principal est Γexistence d'homomorphismes
globaux associes a / dont nous enonςons les cas particuliers les plus interessants :
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THEOREMS (2.2). Sous les hypotheses du Theoreme 2.1, nous avons les resultats
smvants :

1) // existe des homomorphismes contravariants μf =μ*F : IH%n_Λ (Y)-+IH2m-. (X)
a supports fermes, et covariants v$ = i/^ : IH. (X) — *• IHΛ (Y) a supports compacts
qui sont associes au morphisme fj i.e. qui rendent commutatifs les diagrammes
smvants :

(Dμ

F) Uv ax et(Dc

v)
I I

H (Y) J—> H (X) H.(X) - H.(Y)

2) Si ^application f : X — > Y est propre} alors il existe des homomorphismes as-
socies contravariants a supports compacts μf = μ{ : IH^n- (Y) — * ΐH^m- (X)
et covariants a supports fermes Vf = v^ : IH^(X) —* IH?(Y) qui rendent com-
mutatifs les diagrammes analogues :

IH2n-.(Y) —

Hl(Y)

4. Le theoreme de relevement :

La deuxieme consequence du theoreme principal concerne le relevement des cy-
cles algebriques en homologie d 'intersection. Pour 1'enoncer, nous utilisons la notion
d'homologie d 'intersection IH^X\Y) de Y a supports dans une sous-variete fermee X
de y, c'est-a-dire Γhomologie d 'intersection relative IH?(Y,Y \X) (voir ci-dessus) :

THEOREME (2.3). Si X est une sous-variete fermee de Y, de dimension pure
m, alors la classe d'homologie [X] (a coefficients rationnels) est dans Γimage de
Γhomomorphisme de comparaison :

En particulier, la classe d'homologie dans H%m(Y) de tout cycle algebrique X dans
y, contient un cycle d 'intersection £ arbitrairement proche de X, i.e. etant donne un
voisinage V de X dans y, on peut supposer |£| C V.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.3. Notons d'abord que la classe d'homologie
[X] d'un cycle algebrique X C Y peut etre interpretee comme element de H^ (Y) ==
H^m(X). L'existence d'un relevement de cette classe en homologie d 'intersection resulte
immediatement du diagramme commutatif
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IHfm(X) — IH

1-
Puisque les classes de Chern (au sens de Schwartz [11] et MacPherson [10]) d'une

variete algebrique, en homologie, sont representables par des cycles algebriques, le
Theoreme de relevement nous permet de repondre positivement a la conjecture bien
connue (voir [3; IX, H] et [1;§ 3]) concernant le relevement de ces classes :

CoROLLAlRE. Les classes de Chern-Schwartz-MacPherson d'une vartete algebnque,
en homologte, se relevent en homologze d'intersection, pour la perversite moitie et a
coefficients rationnels.

Malheureusement il n'y a pas, en general, de relevement canonique comme le montre
Γexemple donne dans [4]. D'autre part, les resultats precedents, valables pour la perver-
site moitie (et les perversites superieures) ne permettent pas (directement) de multiplier
plus de deux classes d'homologie, ce qui est un obstacle a la definition de nombres car-
acteristiques generaux pour les varietes algebriques complexes singulieres.

5. Le theoreme de classification :

Nous avons deja remarque que les morphismes μf ne sont pas uniquement determi-
nes par le morphisme /. Le result at suivant permet de determiner le degre de liberte de
cette ambigύite. En meme temps, il precise le raisonnement geometrique de la motivation
et complete le theoreme principal :

THEOREME (2.4). II y a une correspondance bzunzvoque entre les morphismes μ f ,
resp. Vj, rendant commutatif le diagramme (Dμ), resp. (Dv), du theoreme principal, et

les classes 7 G IH^\X x Y) qui relevent la classe d'homologie [Γ/] G H^\X x Y).

De maniere plus precise :

Remarque. Les trois enonces suivants sont equivalents (meme a coefficients dans
un corps quelconque) :

1) Tout cycle algebrique C d'une variete algebrique Z est homologue a un cycle
d'intersection ξ arbitrairement proche de C dans Z.

2) Pour tout morphisme f : X —» Y entre varietes algebriques, il existe un homo-
morphisme associe μf : /* (ICγ) —> XC*x.

3) Pour tout morphisme f : X —> Y entre varietes algebriques, il existe un homo-
morphisme associe v$ : IC*X —>• f'(ICγ)[2s].
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