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I. Smt R un espace a connexion projective [%dx'(«, =0,
1,...... yn; I'g=6r  (i=1,...... ,n); 1%=0). Considérons un point
% de R. Menons per ce point une courbe C définie per £/=¢4(%).
Prenons sur C un point x'+4x’ voisin de 2. Supposons que

=¢(0), ¥ +4x'=¢’(h). Posons
dn? = Wi,
ar ¢

Soient [A, A,,..., A.), [A’, A/ ..., A,]] les repéres associés respec-
tivement au point % et au point #°+4x’. Nous démentrons
d’abord que :

A=A, [3 + Do+ L 1 DDt e d ...

+ —’%D'ip D(ip—l) .. 'D(il) 62,“)Axildxiz. . .Axip +...

+L—Razj m
& g4 { jR(“) L)(k)(([);nkla'*' ([)lj L)
+ 2R3, D.0%, &3+
(%] -1 &‘ e m
+m§+1 t=1 k=3+1 p! Diﬂ—lp(’li—l) 'D(i’:H)

6 3
Ra(i,‘)(i yDiiz—1 ...~D(i,)3(,,)
X Qi3 L iy

e o T T
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ou (i), par exemple, désigne que la déffentiation absolue n’est pas

effectué par rapport a i, et

(2) @f}:'"‘k—l;ik /1,‘_'_!....1”
_ 1 m—p+1 m—p+2-—ar m—_k_‘—al—----—ap_k_1
- k! a12=1 az=1 ap_ksl
m-lc+1--'a],------—zzp_,c m'-—l'—al'—--n—ap_k—bl--vn—bk_z
br=1 .blc—1=£
m!
(@—Dla—1)!...(a-—1) ! b S O,y
% 1
a,(a+a,)...... (a,+ o+ ...+ ap-2)
gF(k 1 m, bh sreerey blc—‘l)
(m 1 al ..—-a,,_,, b e ""b]c 1) '
X @i @1 0k
X Sp(bl)ﬁsp(bz)iz. ,_¢(l’k—l)‘k-—1
X Sp(m_;a"._ .;.'_ap_k_bl._'...._bk_l) ‘k ,
1
3) ¥d,mby,....b)=—-——
3 7( 1yeees 1) P —
_ 1 o 1
m—b,—...— b, m—by—...—b,
1 1
+ +...4+
m—-b,—..-—bl_g m_bg—a--—bz
- 1 1 1
+ (=D ——F—= ... (—=1)*
(=1 (m— . m—b, —b,>+ i

et puis nous donnons quelque applications de cette formule.

2. Nous avons

Ax6=h¢(])i(

dxtrdx®=...

Axip = ¢(1)‘1¢(¥)i2! . .y,

1 2., (23 . 1 7 (7e)
0)+E!hso (O)+"'+7nih¢ *(0) +...

! ;
L A LY /S
m!
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ou
(4) Ui =_’"§-,£‘+1 m§+2-n m—isl—...._sp_g
m ' cee
p. s1=1 sa=1 tp_1=1
my(m-—s, M—S,—...—S,_2
(sl)( Sz )( Syt g )
X ¢(m-sz—...._ p_l)ix¢(8p_l)iz_ "sp(sl)ip :
A¢=8:Ao, N
ddI:ﬂ:D‘a(O“)sp(l)iAo’
Lhe (D554 D Deios™5™) A
dm

(5) —tA — (D3P + DD o3Pt + ...

d

+DimD(‘m—l)'"D(ll)aa’)P:ll”“lm) AG
oiu Pi% est un polyndme des dérivees de ¢ juslqu'a l'ordre
m—p+1, determiné par la formule de récurrence:
P:‘-_—_-¢(m)i (m=1’ 2’“.)
Pzij=¢(1)i¢(l)j’

iy APy
P;‘j = m=—1
dt

Pir-wi’, __.’o(l)ilsp(l)iz ’0(1)1,,
P ees

+¢(m-1)f¢(1)j (m=3’_ )

’

P::....ip =_(_1_Z:.[_‘1_-t1_'P__ +P’1’r::l..¢p_1¢(l)ip (m=p+1,)
3. Posons

P;',...q:p =F,f:'"'iﬂ +U:;:....;;p.
11 vient alors

Fi=0 (m=1,2,..),

F’:l....ip =O,

iyeeei p—1
Fip =-——dF"’;l ? + P Fiiiy 4 EIVJ;.‘,'«;"iﬂ (m=p+1,...),
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(6) Vi 1 m-zp”- mi”'“ "'_z?:—s‘"""_sp—l
P = ———

p! s1=1 s2=1 8p-1=1

(m—l)(m—l—s,) ~(m—1—s] —-... —s,,_3>
s] s2 \ Sp-2
X 90(3 —'2)':1, . _sa(sp—n)‘a—lsp(sp—u—l)ia+l; . ,¢(81Vp—1

X gsp(m—l-—sx—----—sp_g)ia ¢(1)ip —sp(l)fa Sa(nz—x—s;e}o,é-—sp_z)ip % ,

ce qui nous donne

Ful pi‘,z mz—l‘p m—p—ar Mm=p—@r—:---—a
m P =

8=0 a1=0 a2=0 2541=0

¢

a*(wi, A% (e d% (e, o
dtal(’a ’ dt"2<¢ U

% dto+1 p-é_lvil""ip_o )
dtfes1\ i=1 ORI %, T )00 ),

Celle-ci peut s’écrire |

P—=2 m—p+1l m—p+2=§1. m—p+OgL—eeee—3g -
(7 Fee=x"5 "3 NLTH T
6=0 s1=1 s2=1 Sg =1
M—p+B—g1—eeermSy 1
a=0 (31—1)!(32—1)!---(80—1)!
' 1
S(S;+8y) .. (S;+ S+ ... +55)
w (S +S+ .. +So+a)!
_ al! -

X POV oVt 06110

de P21 dpeeed,
x dtﬂ( 3 V)

d’apres la relation

5 (et D! _ (e+h+1)!
= Jlu!l  Al(a+1)! -

4. quons

k=p—o, S=s,+8+...+S,, l=m—S.
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Nous avons d’aprés (6)
E (S+a)! a* Vz_a ik

a=0 a! ! d
=lI€1‘c §k+l l—a— k+’~—b1 l—a=2=br—esee=b, o
k! a: ba=1 'bk_2=1
(l—a—-1)"!
blybg' bL 0! (l a— 1 b_‘ '—'b]‘..g)!
a a-r A=y —ece—7 a=y —seee—r +1
v 1 1 k=3 Y‘l k-2
rlé:) 12=0‘ [ 2~_—0 :l
(S+a)! :
A line! =Dl @a—7r—...—1_o—r+1)!
X 50(0")[290(62”3...sp(ck—?-)ik—l
X gSp(l—r—t'l—----—(‘k_z)ilsp(r)ik _sp(")ilgy(l—r—ﬂ- see =€ _2)ip },
ou
=bi_o+7, C=b; 3+7’2, Clc—2—b + 7:_o.

c=
Echangeons I'ordre de sommatlon de sorte que la sommation
par rapport a a veient a la fin. Posons
u=a—r,—...—rt._—r+1.
Nous avons '
1=2=b1=eee=by o (I—a+1)!(S+a)!
r+D)!1(l—a—1—-b,—...

a=ri+ecectog gtr—1 (a—rl— e —Vp—o— —bk—i)!

I=l—Cr—eieimCp_o—r
- =0

(u+S+7, 4.+ 70t 7—D)(U—#— ... —#1_s—7—u)!

ul(l—¢—...—Ces—7—u)!

(S+r+ - 4+7at+r—D1b,+... +bp_s) I m!
(=c;—ci—Ces— ) (SH+C+ ...+ Croat7) !

_ (m_].—b]‘— --.—,bk-g)!(b]+ coe +b,@-2)!
(I—C—.—Cog—7) !

d’aprés la relation
: O (B «l(B—m)!(a+p+1)!
uz—"ou'(h u)! (e )'('B “)' (e+B8+1=h)!

Nous pouvons donc écrire
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’i’:‘ (S+a)! a° Vi

& gl ar v

1 ik ImkA2=br I2mbi—eeeemby g

kEloimt 6a=1 bp_o=1

1=2-brmeeermby o I=2=br—sses—by_g—p1  I=2=br—seeemby_g—ri—ecee—ry g
rl=0 r2=0 'k-2=0
e (by+ e +beo)!
“'=1. b] !-.-bk_g ! 7’] !...1’,,_2 ! C] !(l—l—C-—C]—-...——Ck_g)!
U (m—1—b —...—b,_o—c)!
x{ m! (m—1—b, byy=0)! —(m—l—b,—...—bk_z)!}
(m—c)! ‘

X 50(0‘)“?(“”3. ,,¢(ck-2)‘k—1
X gsp(c)ﬁ?(l—c—c;-----—ck_‘_,)ik —So(l_c-cl_""ck—f)i‘¢(c)tk z R
en posant .

c=l—c¢,—...—C_1—7.

Faisons 7,=c¢,—b,_, dans le coefficient numeérique, et effectuons
la sommation par rapport a b,_. en remarquant que

1=2=by—eeemby o I-2—dy—sees =By 3P, o
by _o=1 =0
I=2=by—evermby o 1-2=Bi—eee=b,_,
[ a=by_o
I—Q—IE:—..n—bk_‘,; c1
c1=1 hk-—2=1
Le coefficient numérique s’écrit alors
, (Bt o 4By
blbis!rl.rn.tele(I—1—c—c—...—Cr2)!
L Hm—1—b—...—ba—c—c,)! '

(m—c—c)!
_mlm—1-b—...—bis—0)!
(m—c)!
_ m !(m—l'-b]—‘...—bk_g—'c])!
(m—c)!

+ (m—1—b,— ..._bk_g)!}.
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Effectuons les sommations par rapport a b._s,-.., b, de cette
mainére, et la sommation par rapport a 7._, en remarquant que

J=2mCp—eree— Cpg I=2=By—eeee—ClmreimCi o
. e
by =1 rk_2=0

l—S—Vc:,-----—ck_s ’-?_“_'"'"ck—ﬁ"‘k _92

e
rpe_g=0 bi=1
l—s—c;—u-u—ck_3 1-2—cp—---- —Cp_a
7e—2=0 Cr—27rp—2t!
O R N
Cr—2=1 g—g=0

Nous obtenons alors, en écrivant b,, b,..., b,_, a nouveau a la place
de c cly"') Ck—?’

E(S+a)l d* g

l—-a,l

a0 gl dt
1 krt tmkr-b Ielmby—eeeemby o
J— Al =
==
kloi=1 sa=i bp_1=1
-t

m ! W(k—'l, m; bn"'y blt—l)
bl !H-bk—l !(l—'l—b]_'"'—bk—l)!

x % So(bl)i:so(bn)f'z. . .sﬂ(hk—l)ik—lso“—b“"" —br_ %

_?(bl)ik ¢(h2)i,."¢(bk_1)ik_l sa(z—rum-- '—bk_l)ﬁ;
La méme réduction peut se faire pour

’i"(s.{.a)! ivlil....zk (

= al! dr T
Portons ces valeurs dans (7). Il vient d’aprés (2)
P b-1 . N . .
F,,il”“t” — E (¢;t""lk_l Vi /‘Ic+l""1p _— wf,i"""f—l ‘1+l""5k B ‘t /tk{-l""ip ) .
k=2 ==1

5. Supposons que les [35(«=0,1,...,n;i,7=1,...,n) sont des
fonctions analytique dans le domaine |§*—x| < p. Nous pouvons
prendre un nombre positif M tel que

|D,8f¢)[ < M’

dans ce domain. Soient » un nombre positif moindre que p, et 7,
7,..., ¥, une suite de nombres tels que
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‘0>7]>14_1>-.. >’7l>"' >r.

Il vient alors

]Dj 0 0¢ —+(n+1)M)
r

dans le domairé |§'—a'|<7, En général.
| D, D(i P 2D 1,)0%,)| <M(—+(7’l+1)M <(—+(7Z+1)M>

dans le domaine [§—xf| < 7.
Supposon ensuite que C est une courbe analytique de sort que

1'(0)| < N, |¢@| < CL—N

les nombres positifs N, s étant choisis convenablement
Nous avons ainsi

iyeees ) mN N”
v '<F - ’"'(p

et, par suite,

|[Furo] < L———(p)(k 1)2k

<% %nl)_'( )2,‘_1 N?

<ami()e L <18mz(’z) g

(Pt < 19m 1 ()2
®) %';"(w‘ayﬂp,u bevrs b D D Pie )
<19 (LY B (PN + (n+1)MN)

<19 {‘?’”(1 +7+'(n+1 )MN)}’"
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6. Portant les valeurs des deriveés de A, donneés par (4)
dans I’équation

dA 1 daA
A=A, +==h+...... +—h" LA R ,
di ! dar
nous obtenons
A —Aa[3§
L Yo ($012
+ 1y Dt
h- (D,3(¢)¢<2) + DD ;0% V™
+ ...

+ %1— (Do Pi+ ...+ D‘m. oD 1y 0%, P m)

Si l'on regard I'expression dans le crochet [ ] comme une
série double, la série horizontalale est absolutement convergente
d’aprés (8) lorsque

LIRS :

1+g+(n+1)MN

Il en est donc de méme pour la série varticale. Nous obtnons
ainsi I'équation (I), en tenant compte de la relation

D‘ D(i )...D(fl)s‘(,a)anl'.. il’

=1

—'Z 2 DiD(‘ 1).-.D

k=2 1=1

I)D“k—l)' . .D(i

s 41

Rg(f,)(-s,,)D(f D 5,00,

‘f—l)..
/A S LU YL VS Sl
7. Suppons maintenant que la courbe C(¢'=¢'(t) Ot

=< T)) est une courbe fermée telle que ¢*(0)=¢?(T)=%', 1l en
est alors ainsi pour la courbe

7 §=a+ (e (f) —x)
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independanment de la valeur du parametre 4. Pour une valeur
assez petite de |4|, le repére associe au point x'+4(¢*(t) —x') est
donné par

9)  Au= o[ 02+ 1D s+ -5 DDl ..

TR S-S TN
m=3m/!

et celui associe au point de retour est donné par une prolongement
analytique. '

En particuler, si la fonction ¢(f) peut étre développée en
série suivant les puissances entiéres de ¢ dans lintervalle || <s
(s>1|TI), on a le repere associé au point de retour en posant

t=T et, par suite, 4x°'=0 dans (9) pour une courbe r telle que
14| <e,

1
lr‘i+(n;u1)MN

&8 =

C'est-a-dire que nous avons

(1) Ai=Afa+3w6p) |

=% ¥ 3 IT'p p

m=p+1 T=1 k=%+1 M ! t

3
Rgﬁ,)(ip)Du +Dayfis

X w‘l""‘k—l;‘p /z:,c ""ip-—l

(i]‘—‘_’) "t .D“t+l)

1"

8. Des équations (1) et (10) nous pouvons déduire aisément
des theorémes fondamentaux concernant l’espace a connexion
projective.

Nous démontrons, par exemple, que si toute courbe formée
de R est développeé en courbe formée, I'espace R est équivalent
4 un espace projectif.

Dans ce cas d’aprés (10) il faut que

6:(2)=0, 64(3)=0 (k=1,...,n).

- En égalant a zero le coefficient de ¢V”¢®? dans la prémiere
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équation, et les coefficients de @®rPpP7pWr MrERIY®r dapg la
seconde équation, nous obtenons

(11) Ry,=0
DRty + DiRioy5y» =0,
R} +R:,=0

et, par suite,

(12) R};=0.
On en tire au moyen de l'identité de Bianéhi,
(13) he=0 (h,i,j, k=1, ..., n).

Si #»> 2, en faisant 'usage encore de l'identité de  Bianchi on
obtient

(14) jok= 0.

Lorsque z=2, les équations (11), (12), (13) peuvent &tre
vérifiées sans que I’équation (14) soit vérifiée. Cela arrive pour
la connexion normale. Dans ce cas on tire (14) de 63(4)=0, en
remarquant que

1

7 (h,m,1,.., 1)=M$ﬁ

w(h’ m, bl!"'! bh) =W(h—1, m_bl’ b2""1 bh) —W(h—'ly m, bzy"'y bh)o
en particuler, '
7 (hym2 1., )=F(h—1,m—2,1,...1) =¥ (h—1,m, 1,..., 1)

_ hli(m—2—h)!(@m—h—1)
m! ’

’

Lo thm 2,1, 1) = (hm, 1,..., 1) = BEDIm—2=h)]
2 2m!
9. Nous démontrons ensuite que s’il existe, a tout point de
R, un espace projectif osculateur qui & un contact du quatriéme
ordre, et si n>2, l'espace I doit étre équivant & un espace
projectif. ’ :
Le second membre de I'équation (1) se consiste de deux
parties, la prémiere partie se détermine par la donnation du point
x+dx’, tandis que la deuxiéme partie depend de la courbe C
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joignant les points «’, 2'+4x’. Pour qu’il existe un espace projectif
qui 4 un contact du quatrieme ordre, il faut et il suffit que
lorsqu’on exprime au moyen de (1) les coordonnées non homogénes
de I'image du point #*+4x%, rapportée au ropére [A4, A,,..., A], en
série suivant les puissances entiéres de %, les termes dependant
la courbe C, jusqu’a quatriéme ordre, soient nulles. De la méme
maniére que n’ précédent on deduit les équations (11), (12), (13)
pour cette condition.

Par ce raisonnement on peut démontrer que si un espace I
a connexion projective mormale, et a deux dimensions admet un
espace projectif osculateur qui a un contact du cinquiéme ordre,
I'espace R est équivalent a un espace projectif.

10. Nous démentrons enfin que si les transformations du
groupe d’holonomie laisse fixe un hyperplan 7, la connexion donnée
est équivalent a une connexion affine.

Soit #* un point quelconque de I, envisageons une courbe
formée 7 partant du point #’, et y retournant. Développons-la en
associant au point du départ un repere [A, A,,..., A,] dont les
sommets A,,..., A, se trouvent dans I'hyperplan z. '

Si les transformations du groupe d’holonomie laisse fixe ’hyper-
" plan =, les points A;(:=1,...,n) définis par (10) se trouvent dans
hyperplans = independamment des valeurs de A. Nous avons donc

6,(p)=0 (h=1,....n;p=2,3,...).

Par le raisonnement du n’ 8, on tire de v92(2)=0, 65(3)=0
DR,4=0, Ry;=0 '
(¢=0,1,...,n; b, i,j, k=1,..., n),

d’ot |
IR =0.
Donc si la matrice
Ry

(s

Jhk

est du rang z au point &' et, par suite, dan$ le voisinage de ce
point, les I3¢(h,i=1,...,n) s’anullent dans ce domaine.

Au cas ol les [3¢ ne sont pas tous nuls nous pouvons déduire
de 6;(»)=0 (p=2,3,...)
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D‘SD _1"'D‘1joh=0 (S=0, 1,...)

1:8
C'est-a-dire que le rang de la matrice
lﬁj... thth_ "'Dh1 lcij...

1
\ :ij"’ D"pDh;z_l"'D’thﬁ"'

est égal a celui de la matrice qu'on obtient en la bordant avec la

ligne

"‘DMR;’U"'

1

Rg‘i"' th th_

Nous voyons ainsi que la connexion donné est équivalente a
une connexion affine.®

1) J. Kanitani Tensor, 1941, No. 5 p. 1



