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Nous allons démontrer ici les résultats complets que nous.
avons obtenus dans la recherche des solutions continues et des.
formes de I'équation fonctionnelle: f(x+y)=R{f(x), f(»)}, ou f(x)
est une fonction inconnue et ou R(u,v) est une fonction ration-
nelle. Comme ce probléme est un cas particulier de la détermi-
nation des fonctions qui ont la formule de l'addition algébrique,.
la forme de f(x) peut étre prévue, et puis, quand on regarde la
variable y comme un paramétre, et dans le cas ou f(x) est
différentiable, on peut aussi obtenir immédiatement ces résultats par
la théorie des groupes continus de transformation a un parametre.
Mais aux cas ou la fonction f(x) est seulement continue et ou on
doit déterminer la forme de la fonction R(#,v), on peut résoudre
ces problémes par un nouveau moyen comime ceci.

I. Symeétrie associative

Soit F(u,v) une fonction de deux variables remplissant les.
conditions suivantes:

1°. F(u,v)=F(v,u)
2°. FiF(u,w), wi=F{u, F(v, w) }

(I1 est clair que les deux cotés de 2° sont symétriques par rapport
au, vetw) Pourla commodité, nous appellerons cette fonction
F la fonction symétrique et associative.

Théoreme 1. La fonction rationnelle R(ux,v) qui est irréduc-
tible, symétrique et associative, est toujours une costante ou une
fonction de la forme suivante: ' '

auv+b(u+v) +c
puv+qu+v) +7r

R(u,v)= (A)

oua, b, ¢, p, g et » sont constantes, a:b:cxp:q:r etle rang dw
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‘tableau (2 g__fz est un.

Démonstration. Nous avons l'identité R{R(u;v), w}=R{u,R
(v, w)} d’aprés les hypothéses ci-dessus. Soit s+ le degré de la
fraction irréductible R par rapport a u, alors celle du coté gauche
de cette identité sera g tandis que celle du coté droit de la méme
identité sera p, par rapport 4 #, d’ou l'on a

1= p,

et par conséquent, 7#=0 ou 1.

De méme, par rapport 4 v, le degré de la fraction R est 0 ou
1, donc d’apreés la symeétrie de R, R(u, v) peut étre écrit comme
suivant :

auv+b(u+v) +c
R(u, v)=puv+q(u+v)+r D

ou a:b:cxp:q:r
Dans R(t,w), posons {=R(u,v) alors on a
‘R{R(M,‘l)), U)}
_ (aw+b){ (au+b)v+ (bu+c)} + (bw+o){ (pu+q)v+ (qu+7)}
T (pw+) {(au+b)v+ (butc) + (qw+r){ (pu+q) v+ (qu+7) }

Puisque la partie droite de (1) est irréductible, cette fraction
est aussi irréductible, et elle est symétrique par rapport a #, v et
w. Daprés la symétrie d’'# et w, dans le numérateur, a cause
de la symétrie du coefficient de v, par rapport a » et w, on a:

b p ‘=O
c q
Du terme sans v, on a:
la—q b !=0
| b—r ¢ ’

De méme, dans le dénominateur, on a:

a—q p|=0 et lp b
b—r ¢ q ¢

=0

Si on réunit ces quatre équations, on sait que
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b a—q p
le rang de ( ° <1
g (c b——r q>
Le rang, n’étant pas zéro, est un. C.q.f.d.
Exemple. Les fonctions u+v, — *Y t BFY_ sont symétri-

u+v 1w
ques et associatives par rapport a # et v.

II. La formule de I'addtion rationnelle

Théoreme 2. Si I'équation fonctionnelle:

JS(x+y)=R{f(x), [} (B)

(ou R(u,v) est une fonction.rationnelle) a une solution ‘continue
et uniforme dans l'intervalle donné, qui n’est pas constante, la
fonction R(u,v) est symétrique et associative.

Démonstration. Dans les deux identités suivantes:

Sa+)=f(y+2)

et A@E+y) +2i=fla+ (y+2)}
posons f(x)=u, f(y)=v et f(z)=w. Puisque la fonction fnest
pas constante, on en conclut immeédiatement.
C.q.f.d.

Théoreme 3. R(u,v) étant symétrique et associative, on peut
transformer w=R(u,v), par la transformation linéaire I—f*, ou
bien a w*=wu*v*, ou bien a w*=u*4v*,

Démonstration. La fonction R(u,v) peut étre exprimée par
T'équation (1). '

Or, les équations simultanéés par rapport a (£,7) :

aé+pp==5
b +qn=1*y ' : (2)
E+m=y

ont certainement d’autres solutions (§,7) que (0, 0). Car, par
suite de la premiére et la deuxiéme des équations (2), on a

ai+py ¢ ‘=
K+aqy 9

Et aussi par suite de la deuxiéme et la troisiéme, on a
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bi+qy §-|=0

c+ry gy

C’est-a-dire,
24 (g—a)i—p7=0
et &+ (r—=b)sp—qp*=0.

‘Ces deux équations sont équivalentes, par I'hypotheése que le

rang de (lc) (Il):g, 2) est un. Donc les équations (2) ont deux -
solutions autres que (0, 0). _

Or, entre ces deux solutions, nous distinguons deux rapports
sujvants, _ 4

1°. Le cas ou les équations (2) ont deux .solutions différentes :
(Eh 7,"1) et (a_h 7/2)-

Sy, _Edauvb(u+v) +cl 4y ipuvtquto) 1}

S+ 7, Elauv+b(u+q) +c}+7|puv+q(u+v) +7}
_ Sfuv+ig (o) 40 _Suty  Sw+7
E U+ (u+v) +4,° Stz SU+ 7

Dans cette équation, quand on emploie la transformation :

Sty

*r=—
Cgt"‘ 7o

la relation w=R(u,v) pzut étre transformée a w*=u*v*.
 2°" Le cas ou les équations (2) ont une solution double (%, 7).
Dans ce cas, nous supposons, en plus, les équations simultanées
homogenes par rapport a (¢/,7’) comme ceci: -

S py =258
b + gy’ =3 +7<' (3>
& vy =20

Comme les trois. courbes ‘plah'es",(vles 'COniqu‘es)' sur le plane
de (4, 7):

et - f=cE+m—p=0"
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ont une tangente commune au point (5,%), leurs parametres.
directeurs €', »° sont les, solutions des équations simultanées:
suivantes :

_8{'_,5, + %ﬁ ’

3:° T 5,7 =0
a{"-’é" + ?Lv’::o
oS 07
_@'_fgs’ + af" -ol == 0
05 o

(Ces équations sont équivalentes' aux. équations (3).) Ce sont les:-
solutions des eéquivalentes (3). Donc, les équations (3) peuvent
avoir d’autres solutions (¢/,7) que (0, 0).

Par le méme calcul de 1°, en écrivant (¢, %) et (§/,7) au liew
de (5, 7,) et ($,,7) respectivement, on a

Fwty _288uv+ (&7 +4%) (u+0) + 247
fw+y Fuv+Sp(u+v) +7° o
_ v+ Futy) + Eu+n) Fv+y))
Eu+7) ($v+7)
_Suty | vy
su+y  v+y

.

Ces égations montrent que la relation w=R(u,v) est trans-
formée a w*=wu*+v*, par la transformation linéaire:

pro— S+

C.q.f.d

Par la transformation linéaire #—1*, cest-a-dire, par {=f(s)
—t*=f*(s), I'équation fonctionnelle f(x+y)=R{f(x), f(y)} est
conduite a

S @+ =0 *3)
ou a S+ y) =2 +/*(y):

Comme les solutions contiunes ou les solutions mesurables de-
ces équations fonctionnelles sont déja bien connues, elles sont

ff(x)=e ou fra)=x4
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(2 est 'une constante arbitraire). °
Par consiquent, nous obtiendrons facilemznt f(x). En méme
temps, nous nous procurons le théoréme principal suivant.
Théoreme 4. Les conditions nécessaires et suffisantes pour
que I'équation fonctionnelle :

J(x+y)=R{f(x), /() } B)

a une solution continue autre qu’une constante, sont que la fon-
ction R(u,v) est de la forme (A) du Théoréme 1. En ce cas,
la solution de (B) est donnée comme ceci:

7.6 — Ipx—y
=4 ou flo=""T-T0
f(x) —&.er+¢, /@) —iEx+<’
ou 4 est une constante arbitraire et ou ¢,,7,%,...etc. sont les
racines des équations (3) et (4).

III. Equation fonctionnelle plus générale

Soient R,(u,v) et R.(u,v) fonctions rationnelles, symétriques
et associatives, alors I’équation suivante est plus générale que les
équations précédentes

i

JAR(x, M)} =RAS(%), ()} ©)
De méme, t—1* (ou f(t)=f(t*)), ce seré transformé a B

S (x*y*) =R /i (x*), f1(¥*) }
ou a Si(a*+y*) =R} fi(2*), /1(y*) |

La premiére équation szra conduite & la deuxiéeme par la
transformation des variables: t*—¢ =log t*.
Donc I'équation (C) peut étre résolue par le Théoréme 4.

En terminant ce mémoire, 'auteur veut exprimer ses respects
et remerciements a M. le Professeur T. Matsumoto et au feu Pro-
fesseur H. Okamura pour leurs conseils précieux qu’ils lui ont
donnés pendant la recherche.



