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§1 Introduction

Nous allons examiner I’équation fonctionnelle rationnelle de la
fonction inconnue f(x, %) :

SE+y, u+v)=R{f(x,u), f(x,v), f(y,u), f(3,v)} (1)

ou R est une fonction rationnelle de quatre variables.

Dans le mémoire précédent,” nous avons exprimé la théorie
générale de I’équation fonctionnelle algébrique du type semblable.
Pas les exemples suivants, il est clair qu’il n’y a pas telles restric
tions du degré de la fonction rationnelle R qu’il est nécessaire au
cas d’'une variable,® pour que I’équation (1) posséde une solution
f(x,#) non constante.

Exemple 1.

f(x+y, u+v)
=%f {1, w) +1(x, 0) +7(y, ) +1(3, )}
+ 1 (5 ) = (2, 0) —f (3, u) +7(, 0)} x F

(F est une fonction rationnelle arbitraire de f(x, u), f(x,v), f(y, %)

et f(y,v).))

Les solutions sont
S(x, u) =ix+pu

(4 et » sont constantes arbitraires.)
Exemple 2.

f(x+y,ut+v)
=f(x, u) +f(x,v) +/(y, u) +/(y,v)
+{f(x,u) f(9,0)=f(x,v) f(y,u)} xF
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(F est une fonction comme la précédente.)
Les solutions sont

J(x, u) =2xu

(2 est une constante arbitraire.)
Exemple 3.

J(x+y, u+0) =f(x,u)f(x, v)f(y, w)f(y,v)
Les solutions sont
f(x, u) =ce*

(2 est une constante arbitraire et ¢ est une racine de c¢'=c.)

§2 Theoréemes

Dans les lignes suivantes, nous pourrons résoudre compléte-
ment le cas ou la fonction rationnelle R ne posséde les variables
x, ¥, u et v en symbolique au plus qu'une fois respectivement
dans le numérateur et aussi dans le dénominateur. Dans ce cas,
nous changeons d’abord I’équation (1) en 1’égalité des polyndmes,
par la multiplication du dénominateur. Changeons x et y, et
aussi # et v dans chaque polyndmes ; et addtions les quatre poly-
nomes ainsi obtenus et divisons la somme par 4, nous aurons,
sans perdre la généralité, I’équation fonctionnelle symétrique sui-
vante :

S(x+y, u+v)
_ aif,uw)f(3,v) +f(x0)f(,u)}
i w)f(y,v) +f (%, 0)f (9, u)}
+b0{f(x, u) +f(x, v) +f(y,u) +f(y,v)} +2¢ 2)
+q{f(x, u) +f(x,0) +f(y, u) +f (9, v)} +27

ou a, b,c,p,q et » sont constants et a:b:c=p:q:7.

Théoreme 1.

Pour que 'équation fonctionnelle (2) possede une solution f(x,u)
uniforme et continue aun point (0,0) telle que f(x,0)=E const. (en
meme temps f(0, u)=E= const.®), il faut et il suffit que

le vang du tableau (b a—q =1 3)

c b—r ¢
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Théoreme 2.

Sous la condition (3), les solutions de I'équation (2) doivent
étre égales aux fractions linéaires de 2x+ pu ou de e***, det p étant
deux constantes arbitraires.

Non seulement ces deux théorémes seront démontrés tout en-
semble, mais encore toutes les solutions de I'équation (2) seront
trouvées par les procédés suivantes.

§ 3 Démonstrations

Posons d’abord #=v=0 dans I’équation (2), nous aurons une
équation fonctionnelle de la fonction inconnue f(x, 0) :

f(x+y,0)
_af(%,0)/(5,0) +b6{f(x,0) +/(»,0)} +¢
(2, 0)f(,0)+q{f(x,0) +/(y,0)} +7

par conséquent, d’apres la restriction f(x, 0)== const. et le résultat
du cas d’une variable®, la condition (3) est évidemment nécessaire.

En second, pour la vérification de la suffisance de la condition
(3), nous employons la méthode du cas d’une variable®, et nous
trouverons par I’hypothése (3) que le systéeme des équations algé-
briques en (§,7):

as +pp=¢
bé +qn=~y (4)
cx+ =y

admet solutions non (0, 0).

Il nous faut considérer ici deux cas différents suivants.
1°. Le cas ou le systeme des équations (4) a deux solutions dif-
férentes: (£, 7, et (557

D’apreés les relations (2) et (4), on aura

§ES(x+y, u+v) +,
ES(x+y, u+0) +7
— €./, ) +7,} 6,7, 0) +9.} + {65, 0) + 93 {§S(y, ) + 71}
€2 (x, u) 4+ o} {67 (3, ©) +72} + {6 (%, ) +72} {6 (9, w) + 2}
(5)

En posant u=v=0, cela est réduit a
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Slf(x'*'y, 0) + = £/, 0) +» . £/, 0) +x
F(a+9,0) 47 ES(0+9  £/(,0)+79,

La solution de cette équation fonctionnelle sera donnée par
la relation

51 f(x’ 0) +771 Au .
Ao L A =y 6
£.1(x,0) + . ®
A étant une constante arbitraire.
De méme, on aura, en posant x=y=0

E1f(0 u) + 1 w 4
~ 9y =e u 6
£SO, u) 7. ©
/ étant aussi une constante arbitraire.
Il résulte de (6) ou (6’) que

51f(0’ 0) +9 _ 1 (6//)

E'_'f(oy O) + %2

Alors, posons y=v=0 dans I’équation (5), nous aurons, en
vertu de (6), (6') et (6”)

£ f(x, u) +n
Ef(x,u) +p
— {$1f(x’ u) +771% {€,/(0,0) +V1} + {61.{(75, 0) +x} {$1f(0y ) +771}
{52/ (x, ) + 7.} {€25(0, 0) + 92} + {€.5(x, 0) + 72} {€.5(0, ) + 7y}
= §S(x,0)+5 . £,/(0,u)+x,
$2f(xr 0) +7, ng(O, u) + 7

=ekz . eu.w=eh:+y.u

Donc il en résulte que

_ )hehﬂl. _)7
0= "¢ il @
La fonction (7) est sirement la solation de I’équation (2), parce
que, en employant la relation:

S (x, u) +9 =" {&, f(x, u) + u}

au lieu de (7), par le calcul facile on voit que les deux membres
de I'équation (5) s’identifient.
2°. Le cas ou le systéeme des équations (4) a une solution double

¢, .
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Dans cecas, en plus, le systéme des équations homogénes en
GRDLE
af’ + pyf = 26¢'
b +ay =C7'+ 5y @)
& +”7'=277?'
admet une solution (¢’,%) non (0,0).
D’apreés les relations (2), (4) et (4'), on aura

& f(x+y, u+v)+y
$fa+y,u+v)+7
_ A, ) +9H S (9, 0) + o'} + {7 (x, 0) + 9} € (y, v) +9}
{€f (%, u) + 7} {§f (3, v) + 3}
+{§(x,v) +7} £y, u) + 7'} +{ES(x,0) +94'} §f (3, ) + 5}
+ {8 (%, 0) + 9 HE (0, w) +y}

(%)
En posant #=v=0, cela est réduit a
§f(x+y, 0 +y'_ Ef(%0)+y"  €f(5,0) +7
S(x+5,0+n  §f(x,0)+% S(3,0)+7
La solution de cette équation fonctionnelle de Cauchy sera
donnée par la relation :
&'f(x,0) +o 2
— LA 7 T = Ax 8)
&f(x,0) +7 ®
2 étant une constante arbitraire.
De méme, on aura, en posant x=y=0
§'1(0, u)+7 '
LA = u 8
 Ef(o,u)+y # ®
£ étant aussi une constante arbitraire.
Il résulte de (8) ou de (8) que
$'f(0 0) +77’ 7
2 7 9 =0 8
¢/(0,0) + @
Puis, posons y=v=0 dans I'équation (5’), nous aurons, en
vertu de (8), (8) et (8")
Ef(x, u) +7
& (x,u) +y
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_Ef(x, u) +9'1Ef(0, 0) + 9t + {5/ (%, 0) +9HES(0,u) +4'}
{€f (x, u) + 7 H (0, 0) +7}

+ {81 (x,0) +7'HEF(O, u) +9}
+ {8/ (%, 0) +7}16f(0, u) +7}
_ (0 +y | S0, u)+y

0 +y  2/0,u)+7
=Ax+ pu

Donc on aura enfin
— n(da+pm) -y '
S(x,u) it ) € (7)
La fonction (7') est aussi la solution de I’équation (2), parce
que, en employant la relation: :
§F(x, u) +2' = (x4 pu) {6f(x, u) +7}

au lieu de (7'), par le calcul facile on voit aussi que les deux
membres de l'équation (5’) s’identifient.

Les relations (7) et (7") vérifient immédiatement le théoréme
2.

§4 Remarque

Dans le cas ou
J(x,0)=s(0, u)=const.=k

dans le théoreme 1, en posant ¥=0 dans [’équation (2), nous au-
rons I’équotion :

u)z(ak+b){f(x,u)+f(y, u) }+2(bk+c) (9)
(bk+q) (%, u) +/(y, u) } +2(gk+7)

La condition pour que 'équation (9) posséde une solution non
constante sera

le rang de ,ak+b — (pk+q) 0 )=1
2(bk+c) ak+b—2(gk+7) pk+q

S(x+y,

Donc on aura deux cas possibles suivants.

a) pPk+4q=0 et ak+b=0
b) pk+q=0 et ak+b=2(gk+7r)==0
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a) D’aprés I’équation (9) on arrivera a la relation:
f(x+y, u)=const.

C’est la contradiction.
b) L’équation (9) sera réduit a la forme simple:

Sy, ) =11, u) +7(y, u) + 2E+E
qk+7

et en posant y=0 dans (2), de méme on aura

F(x, u+v) =f(x, u) +f(x, v) + bletc

gk+7r
La solution du systéme de ces deux équations sera
bk+c
X, u) =Axu— 10
S(x, u) prw (10)

4 étant une constante arbitraire.
En somme, nous n’aurons que la solution de la forme (10).

En terminant cette note, I'auteur veut exprimer ses respects
sincéres a M. le Professeur T. Matsumoto pour ses conseils preé-
cieux qu’il lui a donné pendent la recherche.
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