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§  1 .  Introduction

1. Nous allons exprimer la recherche sur la fonction de deux
variables complexes f (x , y )  satisfaisant la relation fonctionnelle
suivante ou l'associativité :

fi x, A Y , 2)} .--- f { f (x , y), 2 } ( 1 )

Pour la fonction f (x , y) nous supposons qu'il y a au moins un
nombre complex c, fini ou infini, tel que

f (c , c )=c ( 2 )

et que f (x , y) a une expansion de Taylor à  (c, c).
2. Le nombre c  peut être réduit facilement à  0  par la moyen

suivante, sans perdre les conditions (1 )  et (2).
10 S i  c est un nombre fini, posons

f,(x, y)--=-f(x+c, y + c) — c
nous aurons par (1)

(Y, 2 ) }=f1{A,f(Y+c, 2+c) —c}
=1{ x +c,f (y +c, z +c)} — c
=f{ f (x +c, y +c), z+c} — c
=f ,If (x +c, p + — c, z}

.1(Xy Y)
et par (2)

f ,(0, 0) =f(c, c) — c= 0
2 °  Si c est infini, posons

1 
f (1 /x ,l/y )
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nous aurons par (1)

x, f(Y , 2)}=f2ix, 1 t
f (1 /y ,l/z )

1 1 
f il/x , f a/y ,  1/z)}f i l / x , l / y ) , 1 / z

f ( l/x , 1 7 y ) , =f2i f2(X, Y), Zi

et par (2)

f,(0, 0) -= 1 —0
f (o e  œ )

§  2 .  Théorèmes

3. Donc, nous montrons le théorème dans le cas c=0.
Théorème 1. Soit la fonction de deux  variables com plexes

f (x , y ) holom orphe à (0, 0) et satisfaisante les deux conditions :

f{x, f(y, 2)} y ), 21 ( 1 )

et f (0 , 0)=0 ( 2')

elle est une fonction d'une seule v ariable x  ou de y , ou bien une
fonction symétrique en x et y.

La forme de la fonction f ( x , y )  sera déterminée avec plus
précision par le théorème suivant.

Théorème 2 .  L a fonction f (x , y ) du théorèm e 1 appartient à
une des quatre espèces de fonction suivantes,

1) f(x, Y ) - --==x
2) f (x , 37) ==Y
3) f (x , y) = x + y + xyS, (x, y)
4) f (x , y) x y S ,(x , y )

ou S , et S , sont deux  fonctions holom orphes à (0, 0) et symétriques
en x  et y , et oit S 2 (0. 0 )+ 0  ou S,(x, O.

4 . J. Aczél" a démontré un théorème suivant, sur la fonction
de deux variables réelles f (x , y ) dont la valeur pour chaque x et
y de l'intervalle réel (a, b) est aussi comprise dans cet intervalle
(a, b).

Théorème ( J .  A c z é l )  Pour qu'il existe une fonction io (2)
croissante, continue, définie dans l'intervalle réel (a, b) et permet-
tant de mettre f (x , y) sous la forme
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A x, y) =V- I iio (x) + F (Y)}
il faut et il suffit que la fonction f (x , y ) satisfasse aux trois condi-
tions suivantes :

I. Monotonité : f (x , y ) <f (x ', y ) pour x < x' (et de même pout:

Y <Y') ;
II. Continuité : l im f(x , y) =f(lim x, limy)
III. Associativité :  f {x, f( y, z)}  =I if (x, y), 4
Dans le cas de J. Aczél, l'opération f (x , y ) définit une groupe

continue par la monotonité et la continuité, mais dans notre théo-
rème l'opération f (x , y ) du cas seul 3 ) définit un groupe, d'ailleurs
l'opération de 4 ) ne définit qu'un semi-groupe parce qu'il n'y a pas
d'opération inverse.

5. De plus, comme un colloraire du théorème 1 ,nous obtien-
drons sans difficulté le résultat suivant.

Théorème 3 .  Un sem i-groupe de dim ension un et analy tique
au point c tel que le produit de c et de c-m êm e est égal à c-m êm e,
est commutatif . (ou abelien)

§ 3. Démonstrations des théorèmes

6. Comme la fonction f ( x ,  y )  est holomorphe à  (0 , 0 ) et
f (0 , 0) =0, on aura l'expansion :

f (x , y )  =  H;(x, y)

où H i (x, y )  sera un polynôme homogène du degré i( i=1 , 2,...).
7. En posant y = z =0 dans l'équation (1), on aura

f (x , 0), 0} ( 3  )
Puis, développerons les deux membres de (3 )  en vertu de

l'expansion :

f ( x ,  0 ) = jh x

(h 1 =112 = ••• -=h,_,=0, lz + 0  et p >1)
les termes du moidre degré en x  seront respectivement h,x 11- dans
le premier membre, dan s le  d eu x ièm e. Pou r l'éga lité  d e
deux membres de (3 ), il faut que i)  h ,= 0  ou ii) h + 0  et 1 2 =p

i) On aura tout de suite

f (x , 0) = 0
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ii) On aura par la condition p>_.1.
p = -1  e t  1/1 =1

c'est-à-dire, la forme de f (x , 0 )  sera

f (x , 0) =x +Eh i xi

(h,, + 0  première fois pour u et 2)> 2 )
Employons cette relation dans (3 ) encore, on aura

x +  hix x+Y ,hix i +E  h i(x +E h i xi)ii=k
011

hi(x +i` 0  ( v > 2 )
i=v

Considérons le terme du degré P ,  on aura

par conséquent
CO

0
f= v

Ce signifiera que
f (x , x

Réunissant les résultats de i )  et ii) , on aura
f(x, 0)=----- 0  o u  x ( 4 )

De même, on aura pour f (0, y)
f (0, y) ou y ( 4')

combinons (4) et (4 '), les quatre cas suivants seront possibles ;

a) f (x , >2 (x, y)
i=2

b) f (x , y+ 11,(x , y)

f (x , Y ) x+Y  +xY y)

d )  f (x , H i(1, Y)i=0
H ,(x , y) étant un polynôme homogène du degré i  en x  et y.

8. Le cas a)
Si il y a un nombre naturel n  tel que

e t  1-1.*0 (n > 2 )

( 5 )
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on aura par la relation (1)

X ± Li  Hi{X, Y +12 Hi(Y , 2 )}i=, .1- .
CO CO 00

-:----- X +E  FMI, y) +EH„{ x + EHA x , y), 2}
f = n i 11i = 7 1 .

Prendrons les termes du degré n  de ces cieux membres, on
aura

II„ (x, y) H„ (x, y) + FI„(x, 2)
OU H„(x,

Donc nous obtenons 1 ) du théorème 2 :
f (x , y) x ( 6 )

et d'après le cas b ), de même, 2 ) du théorème 2 :

f (x , (6')
9. Le cas c)

f (x , y+ xyLl Hi(x, y)

Par la différentiation en x , nous aurons
j1 (0, 0) =1 +0

en conséquence, l'équation z =f (x , y) aura une solution unique
x=so(y, z ) dans la voisinage de (0, 0), l'équation c )  sera une re-
présentation du  groupe de Lie de dimension un, dont le produit
sera la fonction f (x , y ) et l'unité 0. On en conclut évidemment' )

la symétrie* :
f (x ,

c'est-à-dire on aura
f (x , x+ y + xyS,(x, y)( 7 )

10. Le cas d)

f (x , {110+E H,(x, y)}
1=1

Pour cette forme, l'associativité (1 )  sera
CO CO

xyz{Ho+EH,(Y , z)} [Ho+EHilx, Y 2(Ho+E H,CY , 2M]:=1 i-1 J-1
o. . .

--=--xyz {Ho + E Hi(x, y)} [Ho+ E Hi{xY (Ho+ E  Hi (x, y )),  z} ] ( 8 ),--i i_i i----,

*  La démonstration directe de la symétrie de H i (x , y ) sera difficile, mais pourra
être obtenue par le calcul employant c )  dans (5).
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nous considérons ici deux cas différents pour la valeur de H ,:
i)  H 0 =0  ii)  H 0 +0

i) H 0 =-0
Supposons que

H„ -* 0  'e t ( n > 1 )

on aura d'après l'associativité

z)E FL {x, yz >:] H i (y, z)}
CO CO CO

EH,(x, y) E H, Ixy H, (x, y ), z}
i n j — s t

Dans cette équation, en posant z=0, on aura
CO CO 03 CO CO

H,(y , 0) El-4(x, 0) 1 2 , H i ( x, y)72,H,{xy1211; (x, y ), 0}
i—n (= n J=

et en plus, en employant l'expansion :

H,(x, (m>__n)
j-7,1

on aura
CO 0 3 CO 01 CO

h, xi E hi yJ = - EH,(x , y) E h; { E  H k (x, y)}
i = n

Le moindre degré du premier membre de cette équation sera
2m, tandis que celui du deuxième membre sera n+2m  +nm > 2m .
Il faut que dans le premier membre

h,',x"' ==.-
on aura en suite

0 ) =E

et de même on aura
CO

E H,(0, y)===.- 0

Par ces deux relations, f (x , y )  sera écrit sous la forme
CO

f(x, x2Y2 12, Gi(x' y),=0
G1 (x, y )  étant un polynôme du degré i.

Si G 0 =0, l'associativité (1) pour f (x , y )  sera
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x2y1 24 
{

E  G, (y ,  z ) } 2E  G, lx, y 2 2 2 E  G i z )
1-1 i=1 j-1

-- ----- x4 yi 22 {E Gi(x, Y)} 2i x "  Y 2 E (x, y), z}
i= 1 i= 1 j i

22 { G(y , z )} =EG{ x , y 2 22 11Gi (y, z)}

{E G i (x, y)} 2 EG,{x 2 y 2 E G i (x, y), z}
i=1 J-1

En posant z= 0 , on aura
CO

11_1Gi(x,
1 -1

E  G, {x ' ?  Gi (x, y ), 0} 0
i=1 1-1

C'est-à-dire, on en conclut toujours que
CO

E  Gi (x,

et de même que

cs G,(0, 0
j= 1

Réunions ces deux relations, on aura

EG i (x, y) ----xyE- •

On continuera cette méthode successivement, arrivera enfin

f (x , y )=-  0
OU

CO

(x, Y) - -- - -- eYnE Ki(x, y)

où K0+ 0  et K, sera un polynôme homogène du degré i (i > 0 et n > 2) .
Dans le dernier cas, l'associativité ( 1 )  de f (x , y )  sera

f f 2 2 "2 1K0+ - - - I n [K0+ •-]
{K 0 + • •} 4 [K,+ • -1

où . . .  signifiera le terme du degré un ou plus haut, d'après cette
équation on aura par Ko + 0,

xny'''zn2--Y12Ynezn

OU

OU
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en suite

C'est contradictoire, parce que n > 2 , et 1-10 = 0  entraînera un
seul cas banal :

f(x, Y)=- -0 ( 9 )
ii) H ,+ 0
Supposons encore que

l i n t 0  e t  H ,  112 •  Hn— 0 (n > 1)
l'équation (8 )  sera développée comme suivant

H,EHjy , z )+11,,EHi{ x , yzEM (Y , 2 ) }
i ni — n 1-0

,E= . 11,(Y, z) yzEHi(y, 2)}

---=--H0E11,(x, y) +  E  txyLl Hi(x Y), z}
2=n i—n j=0

0 3

+E14(x, Y) E HilxY E  (y, z), 4
1=n j=0

Dans cette équation, divisons par H , et posons on aura

fli(x, y) —E HAY,
i n

co
= E H ,  yxE• Hi (y, x)} -E H , {xy111• -1; (x, y ), X}

1=0 i—n j=0

+  1 H i ( Y , Y xisHAY , 1)}H, j=0

1
—  1-1,(x, y) H ,{ x y iH i (x, y ), x}

Ho i n i n P-0

Alors utilisons les polynômes nouveaux L et G , suivants dont
le degré commun est i,

H i (x, y)=aixi + +Ji (x, y)
et

Gi (x, y)--L(y, x)
(i=n, n +1,• • •)

où
J(0,0 ) 0 ,

nous considérons le terme du degré n  dans l'équation (10).

(10)
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a.f+14y"— a„y"— b.f + G„(x, y) ,=---- a„f— b„x"

par suite, nous aurons
(b.— an )y"1-G„(x, y) --=

Cette identité entraînera
a.— b„ e t  G.(x, 0

Puis, si les deux équations suivantes sont remplies pour i=n,
n+1,•••,

a i= b ,  e t  G,(x , y )=- 0

le terme du degré m + 1 dans l'équation (10) sera

+G,„+ ,(x, y)

on sera le terme du degré m + 1, mais il se perdra en vertu
de la symétrie de 11,(x, y) et Hi (x, y )  pour i,

Par conséquent, nous aurons seulement

(b„,+,—a,.+1)3r + 1 +G.,+,(x, y)-=- 0

et de même que la méthode dernière

a,„ 1 =14, + 1 e t  G„,,i(x,
C'est-à-dire, la symétrie de IL(x, y) :

Hi(x,
sera verifiée pour i> n  et quelconque, ou autrement dit

11,(x, 111(y, x)i=0
Il en suivra que

f(x, .Y) - x.YS2(x, Y) (11)
on S 2 (x , y ) sera symétrique et 0 à  (0, 0), ou bien S 2 (x,

Les résultats ( 6 ) ,  ( 6 ') ,  ( 7 ) ,  ( 9 )  e t  (1 1 )  démontreront les
théorèmes 1 et 2  complètement.

§ 4. Remarques

11. D'abord il y a en fait la fonction de la forme 3 )  ou 4)
du théorème 2.

Exemple de 3)
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x +   — (x + y) {1 + xy +l'y ' + •}
1— xy

Exemple de 4)
xy — xy{1—  (x+y)+ (x+y)'— ••-}

1+x +y
12. Dans le cas 3) la fonction f (x , y) sera représentée par

la forme
so-1 {K I)  +  (y) }

dans un voisinage de (0, 0), d'après la théorie de groupe de Lie,
o ù  (x) sera une fonction continue.

13. Parce que la symétrie dans un voisinage d'un point sera
établie, celle sera verifiée dans tout le domaine de la fonction
analytique par le prolongement analytique.

L'auteur veut exprimer ici ses remerciements sincères  à  M. •
le  Preofesseur T . Matsumoto pour ses conceils précieux qu'il lui a
donné pendent la recherche.
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