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1. Envisageons un groupe de Lie G des transformations
x”:_—_fi(x]’...’x"’ al’...’a") (i:l” n).
Supposons que le loi de composition de ces transformations soit
defini par
=g (@, @, b b)) (p=1, -, 7).

Dans cet article nous développons ces fonctions ¢(a, b)) en
séries suivant les puissances entiers de a',---, @, b'---, b" en choisis-
sant convenablement les parametres, et en exprimant les coefficients
dans le développement en polynomes des constantes de structures
cly du groupe G.

Nous avons
ch+cl=0,
(1-1) { Cly Clut G €l i €1y=0,
(p, i, 7, k=1,--,7; s:1-7).
Posons

C{; i20000 fn')= Cf), S1 C;;Sz' ° 'C:"q_]
n
Il vient alors d’aprés (1-1)

i l l: 1]
C;,/ﬂ....ku 11....1bj urucue
‘ b
p— i 4
= (Cll""lhj }cl""ka —(1)61,“””)_]ij kl“"ka + N

+(=1) ‘(/I{)CZ---J,,-Aﬂ,,-m----z,, .
+o A (D) G ey per, YU
@=1,b62>1).
En effet, faisons d’abord b=1. Nous avons
Chkeent, Cl3=Cls Chrevk, €1 = Chrveui, €l Che

= —Chyer, (Cls ity Chy)



42 Joyo Kanitani

— 2
=Cijkr--o -k, —Chtrreener »
a a

Supposons, ensuite, que la proposition soit vraie pour

b—1
(b=>2). Nous avons

i 121 2
CM“....;C” C;ll lyd u..uv

i A o,
=Chtr -k, Ciroeeoty o Co gl WD

i b—1\ .,
= (C"""]h—l thiee ok, 1 cll""lr,_2‘I/,-l’“"""a + -

+(—1(8 D

1_1 Ch""’h—)’ N Ay P
_ A b"—]. i
+ ( 1) ( 2 )CLI""'I»—I—4\‘lb-}\""’b-lkl”"kn
b—1.% z 1
+ - (—‘ 1) c;l""'l(n—lh""ka ) thju RRERY /A

=(cj,.... e —Cyo :
(11 Loy Ly ikrk, C”""n—l.i 2, ki ek,

__(bI 1)(cfl....,b_2 g 1 e

+ (=277

—Ci,....
h lb—‘.!‘ﬂb "F"lkl 'x:ll) +

><“ Lpmy=a tod bo—a Tl fr R,

7
—'C[,....l

+ A + (— l)b—l (C[i[,j Iye---l

p-1=27 boly-ae l,,_lh....,c“)

ek —Cit ...
h—]lh ka ﬂbll !
=(Clyoet gpreek, — b)C; 1 + -
reeel gk, 1 e h—l" hkl"nka

b\ .
+ (—— 1) A(/‘.)c"""’ p=adlp-aer Rk,
+o (=D, k]....ka)uf‘...u’b.

Iy l
S u...uo
I:--lh ka)

Clest a dire que la proposition s’étend aussi pour b. La démonst-
ration est ainsi complétée.

2. Posons
B,=1
n n+l-bHn+2-50 1 n—]—t}-.--—t['_2
2-1) B,=>3> 3
bh=1t61=1 12=1 t,,_l=1

. (=1)?
t+D (o + D (e +1—1)!
(t=t1+t_)+ b +tp,._|)

Nous avons

1 i 1
Bo+— By i+ Bt + __B,
Hop Pt gy et (n+1)!
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R SIS S S S
T4 D! = (p+ 1) 1iE A
- (=D .
(t1+1)' (i,,_1+1)'(n+1—~"——t)'.
41! = Eas =
(=1

e+ DIG+HD ! o+ D (e 1—p—D) T
Ecrivons maintenant #, f.,---¢, 4 1a place de o, t,,---, t,_; et puis,
posons b+1="¥'. Il vient alors

1 1 1
(22) B,;+Z'B;.v1+STBn—2+ +*——hBu-

(n+1)!

n n+l-n/ N—T—ty—r-e-—¢

i . AR ]
=B+ L a3 S
(77+j_)l pi=2a=1 g7 =t
_‘(,_1)/,/
(tl-’r].)!"'(t[,1_1+1)!(7Z+1—t1—“'—f1,1_1)!
1 n n+i—>n/ n-_l—tl—...._tb_g 1
Bn+ 4_} : ’ TN
CES) APPSR O §Y
=B,—B,=0

Nous voyons ainsi que B,/n! (n=0, 1, 2,---) sont les nombre
de Bernoulli.

3. Posons
o 1 . (—D)* o
(Ul u7) =07 — (¥, u”+~ e, I VA 2 SRR
IZA¢ ) =0y 2' 9 (n+1)! W7
(B, q=1,, 75 by, dat 17).
Alors les 0y =tuy(te',---, tu”) se font des solutions des équations
différentielles
(3-1) a;d;; =07 —du'c; 04,

satisfaisant a la condition initiale: »=0 pour ¢=0.

Le déterminant .| (#)| ne s’annule pas dans le voisinage de
u'=0. L’inverse 4 (u) de I'élément g7 (x) dans ce determinant
s'ecrit

4 (u) =0y —=Bict, u" 4+ (=1)"Buch...; qul "t
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En effet, naus avons d’apres (2-2)

o 1 1
IS — 0P L ... —1)» = p
pA=0) 4+ (—1) (B,.+2! B, .+ +(n+1)!Bo)cﬁ....,n,, +
=f){l’,
Introduisons maintenant les opérateurs
Xe=4, ) 2 =1, 9).
ou

Il vient d’apreés (1-1), (3-1)
(X, Xj]=cl; X,.
Cela revient a dire que ces opérateurs engendrent le premier
groupe des parametres.
Considérons les équations différentielles
du'”
dt

Les solutions #* de ces équations, qui se réduisent a #’ pour
t=0 sont de la forme

w'=¢ (u',, w, tul,e, 7).
En y faisant f=1 nous obtenons les fonctions chérchées ¢ (u,«)
4. En faisant

(h )___ h(h—1)---(h—a+1)

[/

=/§; (u”,---u") o,

(3-2)

ol
pour A=0, +1, +2,---; «u=1, 2,---nous définissons la valeur de (f)

pour «=0, —1, —2,--- de telle sorte que la relation
()+(L)="0)
soit vérifiée toujours. Nous avons alors
(8)=1 (=0, =1, 2,
(4-1) (M)=0 (=0, £1, 22,5 u=—1, =2,),
4-2) (f):o 0 < h<a).

Pour h=0, 1, 2,---; «=0, +1, +2,--- nous avons
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en particulier, la valeur des deux membres est nulle lorsque a <0.
Lorsque A=-—1, =0, 1, 2,---, il vient

(L)=cos (Lgl)=o
HEGE )
Il vient alors

@3 [ ]=o(M)= o] G=0 10 u=0, 21,
1£2--),
@wn |1 @zo, [_TL]-0 «zo.
5. Nous avons d’aprés (3-2)

dulp‘ _
dt

Posons

Ww—Bieh; 0w+ e+ (= 1) Bt st el g

b

d;‘:;" - 3’2}%’) A (u') uPo?

: : i gl .
= {“B]C/’:ﬁ+ B (—1)"3"(67‘)’1""5,,_le+ +C;1"~'1n_]7111)ulff.‘u i e}
X {()-’;:-‘I" R (—l)" CZ:I-'--kn jzulh...u’ lc” + “_},le ajg
= (By—B,B,) i, 5, ' 0% + -
+ (_ 1)"+] B"+I (C;)]“““in""’—i— e +c?'""i,1—1.71‘ q;jﬂ)u’il” 'M’ i" o.’j‘t/.j"’

n
+ (_1)"+1>_J;BPB7E+I—P(c;l)il""‘P_l.’l 4 +C§"...A.;P_‘;.,, )
p=

X Ch s Wt 0P
7n

Or, nous avons grace (1-1)

14 1
c%’il....1P_1j101"‘)....1”52u Teeegt'*n udryd?

n+l—p '
n+l—p ’
=E(_1)H~ ‘)Cp\-/jz\/’dlu'u
w=0 F n+l—p—p ®w
n+l—p

=S1(— 1) n+1—p-pr(7’l +];—/’>va’11 —_ wa
w/ =0 /‘l w! n—wp!
(n+1—p—p={)
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n41—p 4 — 0
=E(—1)“(”+1 () e i \./ﬁua

= =1 aricpop
n—urf B 1— 1

ZE( 1) F(/l—:-l {‘,), )C\/jl \/12”“
(n—p=y),

ou c” 3, bar excmple, désigne ¢....; 4.

1En tenant compte de (40- 1), (4-2) nous pouvons écrire
S (L ()
+o3C 0 (1)
S (G s

+ Do)

O [ G R () B () R i | B2
+ (AT )+ (0]
-y (D)

11 vxent donc

}_lBPBn+l NG _ + e +Cﬁ....i,_ 232) €' ....4”74’“
={'1 = n+l-p—p _”) nep )
= IT:J BPB/HI —p (( 1) ( + ( 1) (‘ll :(l )
X' g~ 1M
u ‘Il—'l.l.
ZZ : kRl
p=0 p=1
n n y o —1 1
=v ] 0! P e P ))
T’(;I 1BPBll+1 g (( 1) < >+( 1) ({/——1—1’1'{'/1
N P ua.
Or,
1—1 n _1
ZJB n41— p{( l)pﬂ“(l ) ( 1) HL(I{)-—'I{—?Z‘{‘/‘)}
N e e B nt ko L S
=Z T \ eee > P Z e 2
p=1a=1si=1 8,_,=1 b=1  n=1 ty—r=1
(=1)rrreese ({);1)"' (_I)MHnw(p—i):;lzﬂz)

S+D Samr +DIE+HD - B+ DI (p+1—=5)(n+2—p—2)!
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(s=s +oo S, =tF 1)

—@ M—=l—g§p—es— —g =S n+l-s—b u—-l—s—h—n--*th__(,
= Y cen N M - o N -
> > 2 S >

a=1 =1 .9”_1=1 111 1

n o+l

—

(_1)1L+I/
Saci+ DI+ D - (fo +1)!

e O (4T )
x>

p—1—n+p
(e+1=5)!(n+2—p—1)!

La derniére somme peut s'écrire, si 'on y fais p+1—s=u

n+l—g—¢

S 1

<

1)t +e u+s—2
a=2 u'(n+3-s—t—u)l{( ) ( “ )
n+ at+s—2
=D w<’1+s-—2——n+p)}
6. Posons maintenant
6:1) B.=> 23

=8, MA1—8 nt2—5-b -
S Y R S A

i Tl

i+ 1)

p=s+1

a=1 s1=1 8

=1 h=1 t
wof[s=1] [ s—1 ]
(=1 b([ 2 J"l_s—l—n-i-/iJ)

S+D LS+ DIG+D - (b D+ 2—5—1)!

(=814 +Se; t=t+ -+ 1)
Partageons le second membre de cette équation en deux partie

n+l n+2~0
(6-2) (a=1) +}__.‘ ;_11
Supposons d’abord que 2=0, 1,--- n—1.

D’apres (4-3), (4-4),
, § étant nul lorsque e=1,

b+1 _‘1 '“]-
e L+ Dl o+ D (e +2—1)!
S e
2 ‘zh]—ﬁl GH+Dl-(n+2-1)! e
La deuxiéme partie devient, si 'on y fait a—1=a

(4-5) la premiére partie devient

n n+l al n 1—-51—

- 1>“'+"“{< () 2 )
S+ Dl Sa+ DI sa+ DI+ 1) )

°c (fb_]"}‘l) !(n+2——8—8,,,—t)!
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(s=s+ - +Sw_y)

n atl-al n- l sp—- o =S ntl=5=b n—l—g—t1-veer—t
S 2C E < b—9
(__1)a’+b

S+D L (S +DIGHD - (Gt 1)

s+s , 42 (S+Sw—1 n— S+su—1
x"“z“r‘ (= 1) )( A )+(_1) A( S+Sy—1—n+4 )
=1 Sw+D)!(n+2—s—t—s,)!

Sal

La derniére somme peut s’écrire, si 'on y fait s, +1=«

%I—H 1 {(_1)¢+s~m<a+§—-2>

=t u(n+3—s—t—u)
n—2A !l+S——2
+(=D (a+s-2—n+i)}'

On a d’ailleurs,
o j,jzu“l"'ul Taufud? =0,
w

Il vient donc

d’u'” 2 n+1 iy 1i, 5,42
dtg —"ZY‘( 1) B)n R N S SUIIE jzu LR 7 A V7

7. Supposons maintenant que 4< 0. Nous avons d’aprée (4-1)
((7H=0 0=-1,-2.)

Puisque, par rapport a s,_; 'addition est faite jusqu'a n—s,—
~-—S,., 0N a
N—S8— —Se 2> Saey 1€ N—S >0

et, a fortiori, s—n—1+4<0 lorsque 4<0. Il vient donc

(s_3p42)=0 @=—1 —2-).

Nous avrns ainsi
(7-1) By.=0. (A=-—1, —2,---).

Faisons, ensuite, z=» +1. Partageons B, ., , sous la forme (6-2).
Pour la premiére partie, s étant nul, on a .

[531]_[8—-f:}1+1] [n+1] (= )( 1)——1+1 0.

Pour la deuxiéme partie, on a n>s—1 > 0 et, par suite,
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s—1]_Js—17]_
Lari]=[°5 =

B, .; .=0.
Supposons, enfin que 4>#xn+1. Pour la premiére partie on a

[;1]—[1;1_1]:—“1:0.

Draprés I'inégalité »>s—1>0 on a pour la deuxiéme partie

P2 i

Nous avons ainsi

Il vient donc

(7'2) BA,'n:O (1=n+1> n+27'“)
Nous définissons B,,, ..., . par
(7.3) Baoor =37 Sy Sy T (=1)°

a=1 s1=1 s”_‘=l (s]+1)!...<sﬂ_l+1)!

X {B,\h...., Ay n+l+s([s)—ml]_[s_sfiﬂ:|)
+B,,.... gy Ay ¥ A, Hlmsmt s ([81:_11]'—[3_:?——1)“])

s—11 [ s—1 )
+B'\1"""Am-—3’ A711'-2*"\”&—14'1_3’ Am" "‘“1"5([1,,‘_2 ]—[S— 1—‘2,”,_1 ]

+ B i sortms, PERTINP I n+1—s([sz—]1:|“[s_sIE)?])}

(m, n=1, 2, A, Jn=0, +1, +2,--),
ol s=8;+ " +8,.1; p=n—~A—--—4,
Nous démontrons maintonant que
(7-4) By, w=0, sl A+ +24,>n.
D’apreés (7-2) cette proposition est vraie pour m=1. Si elle
est vraie pour m—1, et si 4,4+4,+---+4,>n, il vient

BA;,----. A D IR RR L =0.

....................................
BA1 +hatl—gdgpeee, X n+1-s=0.

Si, de plus 4+ 44,_,>n+1—s, on a
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B)x.---- by 'n+1—s=0-

Pt

et, par suite, By, ..., :2=0.

Supposons, ensuite, que A+ +4, ;, < n+1—s. Alors d’aprés
I'hypothése que 4,+---+4,>#n on a 4,>s—1. 1l vient donc

ol S FSsa EUNCES)

[.}.m1]_[~;il]= —1+41=0.

et, par suite, By,....a . =0.
Nous démontrons ensuite que
(7‘5) li,,\1 ..... ,Amm:O, si jm <0.

D’aprés (7-1) cette proposition est vraie pour m=1. Si elle
est vraie pour m—1 et si 4, <0, il vient

BA,,....,A S N R ns1-s=0.

Si, de plus, 4,1 +4,+1—5<0, on a

BAI,----,A A +A +1-g; n+l-—s:0-

m=—2 “m—1

Si 4 +4,+1—s>0, 4,<0, onai,_,=>s—1—2,>s—1 et, par
suite,
s—1 - s—1 -
I:Zm_l]z[s—l—lm]:o (Sél),

[1_,,.}, ]—[_;:1_1]=—1+1=0.

Dans tous cas

—1 -
B;\”---.nm_z, D n+1—s([s,;" _1]“‘{ _Sl _1)m ]:0,

Quant au terme

BM.----.A ‘:71+1—s=0-
si 4+ +4,,>n+1—s tandis qu'on a

P L2
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si A+ +4, <n+l—s 2,<0. La démonstration est ainsi

complétée.
8. Nous allons maintenant démontrer que
m,, D © n—1n=1—2A1 R—=T—Ai—teei—2 _'
@1 LSS ST () By
dtm A=l Xi=0A2=0 A, — =0 m=1
Xc_; ~ ~
O Am—lj’"“n—;\l—----—Am_l I

X ™ g PP i

Nous avons déja vu que cette équation est vérifiée pour n=1,
2. 1l suffit donc maintenant de prouver que si elle est vérifiée
pour m, elle s'étend aussi pour m+1. Or, en différentiant (8:1)

on a d’aprés (3-2),
d:n+1u/p ® n—1n-1-X; n—1—}1—---~—lm_2
—_ { Gl 2 2 e (—_1)7“’7"—13}1,----,1"'_

(8'2) - ] m
dm+! Gm1=02e=0 X _ -0 !
m—1
X (vajl....j CT— — 4 + -
A1 R T P ETITTEr S
m=1
+Cp\/j veerd —————— hgm
A ! M7 e lm Ay ee— A I
m=1
© n=2 w—2-Ai—ee=d g n—l-diee—d
sl Y <V -
+3 30 30 >
n=2 A=0 m—0=0 =11
n+m—1
-1 B,\l....,)\ _ .'n(cli./jl....j I — PR
m=1] AL m=2 l' _ -1 "m 171—4\1~-~A m
m=1 m—1
F g~ )
A 7"»2)",»_)—1 m=1 ’IL—AI*"—A’”I__I I
® n=2  a—2=dpe—d am—1=diee=d o n—=1=Apeeee) o
Y Y Al g R N | -
+31 30 3 > 21
n=2 X1=0 A __ =0 ro_ =1 X =1
m=—3 m—2 m=)
___l n+m—1B cp
( ) M.----,Am_lm( ;:’Jl""lm_,;hAv_I jm—ﬂr-/ Jp—1 i Im
m—2 m—1 m=1
+ ......
+Cp\./j1 g S 7,
- I S ] F
m—3 — m—2 m—1 ———e e m
Am'-l m=1 n-h A -1 )
+ ........ esesvescsecescsnre seesaennns secsesne DERRIIE
© A=l a-l—Ayn=l-Qdy—cceemd
S X 2 __1\n+m—1
+E) X >_| ( 1) BMM----A _.n
n=2 A=1 Az=0 A =0 m=1
m=1
X (C}:\_/ ~ + -
geene
=1 # Azj j’""n-n—----—.\m_l Im

+'_ —_—— whe i
v i)t

m=1 (S SEETIES S
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” LIPYIE N B N |
{”Jm,"‘l’( 1) Bn("lcl -k, jm+lu u u}(/, U Im+1

En multipliant par dj la premiére somme dans le second

membre de cette équa;cion (I'addition est faite papport a k). et en
ecrivant #+1 a la place de #n, on obtient

n— M—o--v—)\m_o 71—;\1---"-—Am_,,
N : n+
vL 2 Zl (_1) mBM'---A m+1
n=1 A1=0 =0 w=0 m=1
i ’
X C'\/j oo ~ ~———— uou.
A 1 m=1] ® jm n-)x—-----—n\m_,—uj”'“

Et, puisque
Cf...j jm+1a jmlL jm+| =0y

I'intervalle de la sommation par rapport a 4, # peut s’écrire

n—1 N=l=A—eeerhporee=d N —T—Ay~—eees—A
.. V m=2 m=3i
=0 A =0 w=0

De la meme maniére, multiplions la deuxiéme somme par 9;
et échangeons l'ordre de la sommation en remarquant que

-1
"_i]‘_"“_‘\'m—'l )m‘-) _n—]—lr"'—)m_z nil—-'-~ )m—z
)m_‘sl p=0 p=0 Am_l=l=u+1
et posons 4,,_;,—p—1=v. Il vient
@ N—1—A) N—1=2Aeeec=A N=Arerer—A N—Al=—reee—A
9N < m—3 1 m=2 -\ m=2
23 >0 > >
u.=l A1=0 }‘”,—n=0 w=0 v=0
n+m
('— 1) Bh,----,lm_,_,, B+V+]; mtl
’
X cv wu
1eveed ———— J
g m ql‘ j,,, "—)l“"""lm_n"l"_“ m+1

Enfin, la m-itme somme multipliee par dj ., peut s’écrire

® n—1n—l-p n—T—p—y n—l—Rk—V—rees—A

N m=2
E: E vee E
n=1 p=0 y=0 Aa=0 }"m—l=0
n+m
(= D)™™ Byroer, saee, i i1
xc "u
~ N g T e ] T ——— 3 .
w 4 v Az 2 M gy Aa—eees—A m+1

m—1

9. Ladeuxieme somme dans le second membre de (8-2) s’écrit,
Si I,On DOSe n —11'— o —Xm—] =Y,

© -2 u—2—A1—---~—Am_3 1:—1—)1----—A7n_2
(9-D 2 2] 2]
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X (Cp;‘-l/jv---jm_gh ——————— jm_‘ —

n—l—)l----—lm_g—y

+ cﬂ\_/jl....Jm_E )
De meme, puisque

7._‘1_)‘1_...._)\"‘_371%1_‘..2...._,\,"_27@2 Al—eeen )m 3% 1 )\1_....—)",-3_)”‘_‘
Jra
Ap—o=1 An—y=0 An—1=0 m—a=1
. e yo s
la troisieme somme S’écrit
E‘”“" Rhattint Uil Am»!"%i_)‘l—”“ Am 3”J‘ Al““““‘m":& m=—1
9-2) 2420 21 2
n=2d1=0 A _ =0 A, =0 v=1
n+m-—1
( 1) BJ\b ----- 4\"!__3, N—Ai=eeee=d =Xy TR S

jm_"\/ Immy N Im +--

X (s 2 —_—
)qh Im—3 R e - -

-3 "m-—)
+c_ ... A — )
A FLERERS J R I W -77,z—f_'>’:_/‘ Im— ™ I/
et ainsi de suite. Enfin, la m-ieme some s’écrit
® n-=2 —QfAz—-..._)m_g 71—1—Ag—-...—llll_‘
(9-3) PIDIIEEED N >
n=2 dg2=1 )\m_l=0 y=1
-1
(__1)n+m B,L—AZ_._...,_)W_I__‘,, ,\2,.“,‘}”’_'. "
x d.'v NP i +-
( n—lw}‘g—...._Am_l_\“’1 )‘,‘7“‘ jm—l v Im

+C”\__‘/ hji="g2:0e-4 ' j )-
v Az m=1 , “m

N—1—A2—ceee— m_]

10. Multiplions la premiére somme dans le second membre de
(8-2) par
(10-1) SU=1)"BuCos ;.
=1 nYm+1

Alors, le terme d’ordre »# par rapport a #'',---, u'” s'écrit

§n1 p\ P 11 A p— 1—)1—----—Am_,_, /z:)‘q—--n—Am_l
| pra]
w=0

(— 1) n+mBh|----,)\m_l: pBu+1—~p

)
x (d\/jr---j o ~—— ]
M L e B P W

Cp\/j ceend ~————— )Ch cened u'u
t m=| P—l—ll"-'—lm_lljm 'F‘ 27 jm'l‘l
Or

iy Chos 5 Uu

A1 1 m—1 p=l—A1—see- Am—l "m P 7 m+1

n—p+l -

e L P S 77
I~ Vnal=p—y “mH1 L e T m

=0
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nop n+1 g
=3 nklkp 4t {) ~ 4 T, Im1
;_,_J=O( 1) /l \M/jl... jm—] prom n—)l_...._)‘m_l_p_ m
... ~———— (zJ - q u,a
T Iy Nk T T I
n—p+1 g
n+1l—p\ '
=> (=D" c_ uu
‘I‘-—=|0 ( ) Jt M Jrecd, ”_'\1_""-Am_|"l‘~jm+l w Im
p—Ap—eeer— A
___7%11 m=l (_)ll+Al+v-'l+A7"+‘+u-’( , n+1_—p >
p,/ pol=Apese=X e —A”+‘I'+11+“.+1m—1

!’
X Cp\/jl.. jm ‘\/ im STe——— jm—lu i,
A1 w  a- o\l—----—:\m_|~|l-

On a d’aprées (4-1), (4-2)
< H( 1)n+|+p+u(n+l—")+

t YT 1—0 A
5 B LR SRR W ( n+l—p
+:;‘.,_:41_...._,,,l_1( b r—=p+1+a+- +)m_1)
S CITEIE S ) ! (4 1-— 1—p
= ! . ntl+pip n+ f’)_ n+ B ’) een
>, A (G p1)7F
R Y B Ve n+l—p ))
+ ( 1) : (/l_{)+1+21+ +1m-1
N=Ap—reer—

=37 ""‘“((_1) "+1+P+u(”;(’)+...
_*_(_1)n+pL+4\1+---'+4\m_1 ( n—p ))

//—'4”+]1+ o +17u—1

n p— p_—_‘l—h p—1—4\1-~~-—¢\m__‘.,n )l—""‘—)m_‘
Z PN
p=1241=0 Aa=0 Am_]=0 n=0
n—1 n—-1->1 n—]—h—----—lm_n n n A;—----—Am_l
__ < G
=313 3 > 2]
A1=0 A2=0 p=A1+----+Am_l+1 p=).1+-~--+)m l-0»1 =0

Donc, si 'on pose n+1—p=¢/, le tetme considéré peut s’écrire

n—1 n—1=2a1 n—1- )1—....—Am:" B—=T—=Ap—sees— )‘m—'l 71_)1;...._)"L_1
% al -

PIDIIEDS > >]

A1=0 A1 =0 Am_]=0 n=0 pl=1

(—1) ”*""BP'BM:""JM—." I {(— 1) p'+u(l’”; 1_)

Rt AL Foeer _ ' =1
+ (__1) Fhikeeetd ‘”l(‘,/—1+11+"'+3m—1+/‘_—'n)}

u'u
——— P Lo
A1 mTl oy, N—Ap—eoermA - m+1

Or, lorsque p'=n+1—A4;—---—12,_,, on a
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(_.1)w+u<P'; 1>+ (—T)n+herean, s ( p—1 )

{)_1+;+ +}m.+]+l[l n
— (__1)n+1+.\1+---~+)m_|+u(”—'xl“ =R )

yZ3
+ (_1)7L+A1+ ..‘+Am_‘+u(%—31—"u"‘ —Xm—-l>=0‘
Si p>n+1—24—--—4,_,, on a d’aprés (7-5)

BM,....' ;m; n+l—pt —_—0.

;T':‘l m_)B_(,B)u ..... A inticp {(_DP,,‘L (P; 1)
+ (=1)rtraee ”M)W( 1 >}

[‘—‘ 1 +21+ t +1m-—] +/l—n
={’.‘{_‘ Pi,'_?” [S:j_‘n““—su—‘.‘ (— 1)“3;1'...-}""“: n+i—p

p=Taslsi=t b=t (51+1)!"'(sa—l+1)!(l“+1—s)!

o G IR e N FO

(s=s8;+ - +Su_1)

n n+l—a n—1—§ysee.—8

n
SRS e ()
a=1s1=1 %_1=1 PA—:-:;1+~~+SG_‘+1 ”
_%\Q—l‘_a n%“—slm‘“.-su—z nil=s (—1)’LBA1, ----- )m_‘: ntl-s—a
= e = ... 1)1
a=ta 8u—1 1 a== sl+ . S,,._l—i- N7

x {(_1)a+s+l+p.(a +‘Z—2)

Aot a+s—2
+(=D Sahh <(/+s 240+ FA,  +p—n >}
(a=p+1—y5).

11. Considérons ensuite le produit de (9-1) et (10-1). Le
terme d’ore » par rapport a #’',---,u’~ dans ce produit s’écrit

n  p=2p—-2—-2r p—l—),—...._am_s p-—]—h—....-,\m_o
I NI
p=2 A1=0 A2=0 X,_o=0 v=1
n+m
(= D™ Byn_ pomimrn, ot Buriy
x (e + -
1o —~—~————
}\1’ Fn—s p=l=Al—eece— -V T~ 1\« 3 Im
m=2
" ’
+Cp\/jl-- ) \__/ g ~j )C;' cened g Uua
m=2 —eeer — m=—1 " P n o +1
A p—1—-21 '\m—z v v o m
Or,
C’l/jl...j ~—  — ~ 3, )C] i, u'v
A1 m=2 D=l—Ag—eeee—A 2_ m 1, m.7:n+1
£ m—
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n+l-p
n 1
_g‘\ (=1) ( + P)
XC_y.... ~—~— — j
7\-1/'11 =2 ntl—p—p Imt1 p_—l—)z—..-.—;\m_z—\ﬁujm_l\;/ m u'u
n+l—p n+1_
Z ( 1)n+1+p+]ﬂ ) ‘D)
w!=0 ’“l
X eee ~—~—— — . ’(/.
C’::jl jm—‘::,/ | — T Ny J"l\v/ T +1 U
P !
. /4
c:\-:jl Im-a pol-Mi—A -y M-t Do s I ue
n+l—p 1__ )
=5 - ("T )
=0 lu
x ¢ —_ "u
ch. o s 1m+;\;’ jnl—l\v/ - ue
Ap— e —A -
_%1‘ m—2 (_1)n+)\‘+,...+)\ ot kY n+1—p
=3 S VRS DA SRR I
n’=P-l—)1—Am_2-v / P 1 m+2
Xy u'v.
pete j"‘_g\; Im=1 e e L Iy Fmny
On a d’aprés (4-1), (4-2)
1—
fadat —1)n+1+e+e ”+1'—P .
> (=D +
o ©
+"Z“1+“"“m—e+"“’ (__1)n+)1+~"'3m—n*l‘+v(v n+l—p
Pt himed oy p—p+ 142 A,
_"__.,'\‘_""_Am‘ﬂ—y 1) neieere n+l—p 1’2+1 {7
=3 (— — +-
o H
n+1—p
+ __1 p+l+d1+ +Am_2+v(
( ) /l'—|0+1+}-1+"'—1m—2+"
—Al—reeam A -
=7-g—yl m=a”V (__)n+1+pw. n—p
o "
n—p
_1 n+Ai+ +Am_2+v+u-( )} .
+ ( ) pP—p+A+-- A, +v
On a de plus
n p=2 p=2-A&1  po2=Aimeeei=A_ pol=Ai—eeesmA = Aim e
Y 2“ B m—e E m—9 E m—9
p=2 A1=0A2=0 .\"'__2= v=1 w=0
n—2 n=2—A1 n_?_)‘l__,,,_Am_Q PTRNS DU m—2 n 7L—Ax—...~—Am_2—'v
= .. > >
A1=0 A2=0 A ;=0 v=1 p=Artecetd +y+l p=0

m—3 m—2



Sur la fonction definissant le loi de composition eic., 57

Donc, si I'on pose #+1—p=p/, le terme considéré peut s’écrire

n=2 n=2—X; N—2=A1—see.—2 N—1=A1— -« —2

" -3 —
CSRIVED D YREDS S "
A1=022=0 PR V=1
nz—jh—"-'—lm_g—v n—le—--n-—Am_e—v
p=0 p’=1
(—1)n+mBP/ BA; ----- A gn =0y n+l—).;~--—lm_2—v—-w. n+1—p/

o Gl

’
B YD VETTREEY SRR Y r -1
+ (=D 2 <,;’——1+],+---+1m+,_,+/z+u——n)}

’
x Cp:j’”"J"'—"‘\:J"'_"“M—'“'—*m_,_,—-v-.,,. jmt,;mﬂu u
Or, lorsque ¢/=n+1—4—---—12,_,—v on a
_ o+ {”—1)
D"
4
I RS2 SETTRPES W TR =1 )
+(=D - b pb—n
A Y 2o U2 TR IS S T a n—ll—u-—)m_;.—-v‘
=(=D moett ( © )
+ (_ 1)n+A1+----+Am_2+u.+v(n_'21—‘ /,4 —l,"_[")zo'
Si ¢/>n+1—24—---—4,_,, on a d'aprés (7-6)
B)u.----,lm_z, n+1—h—--~-—).m__2—-v—p' :'0-
Nous pouvens donce supposer dans (11-1) que l'addition par
rappsrt a o s'étend de 1 a n. Dailleurs, si v=n—24,—---—4,_,
=1 on a

P IR Y
Iz O =1+h4 ot p—v—n) \p)

tandis que si vy=n—24;—---—2,,, ¢'>1 on a
B,....

. Am_g,nﬂ—;\l-—-u-—Am_z—u—p'; n4l=pl — 0-

Nous pouvons donc suppeser que I'addition par rapport a v
sétend de 1 a n—4,—---—4,,_;. De plus, nous pouvons supposer
que les additions par rapport a 4,,---,4,_, s’etendent respectivement
deoan—1,deoan—-1—4,, deoan—1—-4—--—4,_, car si
A=n—1, par exemple, on a 4,=0,---, 4,,_,=0 et, par suite, n—4,—
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. —jm—2_l‘:0‘.
En échangeant l'ordre de sommation, on obtient

e ‘31—”“_1\111-2 /L%Af_““_xm"lqv nol=Ay—eeee- )‘m—‘.! n%i‘\l-"“—)\m“:_u'
Z < - <
v=1 n=0 n=0 v=1

Donc, si 'on pose #n—4,—--—A—p—v=y le terme (11-1) peut
s’écrire '

n—1n—1—2y n71-;~---—xnl_31{—1‘—)|—~ Am__‘ n—1— '\‘—""'—}‘m—g_“,’i‘
S S S
M=02a=0 A, =0 w=u V=0 p=1

(=H**B, B"""""m_g,.u v a1mpi "H—p{ (—1)r+e ({); 1)
+=07(, 7))

’
xCuj, veej ~j ~—~——  — AL

m=2 LN —p—yr TmAl
'3 n—2A1 Am—‘_v =y

Comme nous l'avons remarqué au »° 10, il vient

é;pr By gy WEVEL REI-p {(“ I)Pw((};l) (= l)”(;:___%_y)}

m

.—{‘n:;':,a,,n_\l—:h—”“—gﬂ- . ni-_k—-s»(—]_)“BM‘...., X, g, WHVH2=S—ain+2—s—a
T 20 2 24 2 -
astsi=t s, @=d i+ DL (Semi+ 1) !
arptssl (UHS— 2) U+S— 2
x{(= D (TR (1 (U9 T2)
De méme, le produit de (9-2), (10-1) se réduit a
@ n=1n—=T—A1 n—T—=Ar1—eee.— A N=T—Ap—sree—A N—1—Ay—eese—2 -y
m=4 m—3 m=—3
> SN > >
A=131=0Aa=0 Xpyeg=0 fhpary v=0
n=l=Ag—eee=d oo =V 2 ntl—a nol-si—eeee—s, o n+l—s
S SIS 3
A a=1 s1=1 s =1 =2

(—1)’”‘””";B)‘1.'-'- AL ptvi2-e; n+2—s—'a
m—3

(sl (Samr+1) 10
S A R R Pl

x " . 'y
crl/j’"“'77)/-3:/‘1m—‘.’\;/m—l '\\/"m n—M—----\—_A_—/—u—Y J'm+1 uea.
m—1 m=3
Enfin, le produit de (9-3), (10-1) se réduit a
® n—1ln-1-p n—l—-p—v n— l —Ag—eees— A —u—V
G| -\ m—2
PIDNDS
n=1p=0y=0 A2=0 A -0
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Yn_‘ng‘—a nT_‘]—SI—.m—sa_g nf}‘—s (_1‘)n4-n+m
:_:l sf=_|! s‘a__jl=l ;:’2 (31+1)!"'(S¢_1+1)!’4!

st (U+S—2
X Bl’-+v+:‘—s—a, Azgeeey A0 nt2=s—0 {(“1)“"“ 1( +/1 )
+(=D(, “Fs72 )
u4s—2—v
X C’:_,ﬁ\./_’g\_/jﬂ....j ~— — 1 u’a.

®w VoA e R WPt g 7 mt1
12. Considérons maintenant I’éxpression
] (_1)GB.\1, ''''' A,

+
na

+

n N—§1—srer—S§

12.1 n-‘ Y‘ \1 ”'S; n+l-s
dz-h 23> Gt Dl (et D)1
s—171 Is—1 )
x {I: / ]-LS—I’— ]!’c,;;/jlm'j"’_':/ Im "";1"\‘"'3’/—“ It

m—1
Aoy Ay =0, Loy m—Lv=n—A— o = A — 11
S=Sl+"'+sa—1)
Partageons-le en deux partie:
* n+ln+2-a

(@=1)+> > -

a=2s51=1
La premiere partie est égale a
Bipveoei syt s

~j ~—————— j .
m—1 m ——nee— - m+1
Lo n-h Am—l W

La deuxiéme partie devient si I'on pose a=a' +1

n n+l—al n—l—“—....-—s“/_nn—s (_1),./
PN IEEDY 3
al=1s1=1 sa’—1=1 Sr=1 (S]+ 1)!"' (sal_] +1) !(Sa, + 1)!
- Sw+5—1 Sw+s—1
BM,----, Am—h n+l— —§=5 4 {( 1)5+B ! +H( a! ) < a’f;_s__ Y
X _y,....
\:"1 jm—l:/jm "—')1—""""1"__]—}" "m+|
n n+l-a n—l=s§1=reee—8 _  h+l—s _ a
S IS ek (=D
a=1 sm=1 5y =! o=z (s;+ 1)1 (Semi+1) lu!

I | D (A |

Xd’vjl....j (Sal+1=a)-
A1

m+1

C’est justement l'expression obtenue au »° 10.
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En effectuant les memes réductions aux expressions obtenues
par le remplacent de B,,....,» .- par

m—1»
Bll-"". Am—ﬁ; ptvel=s; n+l—s (llv'”,)‘m‘ﬁ /‘y U:O, 1;"" n—l)a

A g mAVEHIZS A ntl-s (lly"" Jm—.% " Y, zm—l=0) 1)"'7 n_l):

Bp.+v+l-—s, Agceen A sntl=s (/17 Y, 22"": ]m-—1=07 1,"'7 n_l)

respecrivement, et en tenant compte de (7-3) on tire

d::z+1u111 o n+l n—]—),__...._Am
_d m+1 :Z o (_1)n+mBA1'.'.A"z;n
t n=13=0 X =0 .
X )
cese —~—~———
Ci\l/jl »7”1__];-/.’m N Ar—erer—2 Jm*“
m m

X u”‘...u’ ‘.7, u-’l.. 7 "m+l .
Nous voyons ainsi que

gr(a,-- a; b, b)

=a'+--+a +b+---+b .
oo n—_l ”'il'Al_""_A,,_n )
+3 5T (=1 Byyr._m
mn=l A1=1 Aﬂ__]:] n—1s
X c" . ~—~— — hooqlf jir...hJ
C\)_:,r 'jﬂ"? \./‘j“__] o j“a a m b b n ,
"n—-



