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1. Envisageons un groupe de Lie G  des transformations

x" =f ' (x ' ,• • , e ,  al ,• • • , (i =1,- • • , n) .

Supposons que le loi de composition de ces transformations soit
defini par

c" -= sc" (a' ,• • , a , bt, , h') (p---1, • • • , r).
Dans cet article nous développons ces fonctions s 0(a , b) en

séries suivant les puissances entiers de a l  • • , a , V • • , en choisis-
sant convenablement les paramètres, et en exprimant les coefficients
dans le développement en polynômes des constantes de structures
d i  du groupe G .

Nous avons
+  =  0 ,

(1.1)c  d k  + c c);,+ da  C i = 0,
(p ,  i , j , k = 1 , - • ,  r; s:

Posons
C 'l i 2 . . . . i i q C ' j s l  C 1 2 .  • e n - 1

II
2.0

vient alors d'après (1.1)
d ki.•••k a j  u "  u t2 . • • /41 b

-= (C l,. • •Ib i •  •  •  ka  — k i. •  . k  +  •

▪ (—  1) À ( 2b )d i . . . .1 „ x i( „ _ 2 , 4 . i . • • .1 „ ki•• • • ka

• • +  ( - 1 ) b Cij It••••1„ ki••• ka )  te ! . . .0

(a  >  1 ,  b  >  1).
En effet, faisons d'abord b = 1 . Nous avons

d„....k r,C ;j= Cli• • • • k„C)11 -= • - •  k „ C ji  Chs

d.... (cid,a + d 41)
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=  C lik l • • • •k a —  C;lkl• • • •ka  •

Supposons, ensuite, que la proposition soit vraie pour  b - 1
( b > 2 ) .  Nous avons

•••I b l

•- • k d• • • •I t o t e . . . 1 4
1b

= a —( a +  • • •

+ (  —  1) 
À l

 (b c lb_ ),,,,•• • .1 ki• • • •ka

1) ), ( b
.

1 .
À• • • I b _ i kl• • • ka

▪ •  ( - 1 ) 4. - 1 4 , , . . . . 1 1, _ 1 4 , . . . .k a ) d b i u "  • • • ttib

•k C ;,• • • •1 5 _ ii I  b kl• • • •ka

b —1)— (4 . •  b ) • • •
a" . .  b - 2 • 11 b l

▪ ( _ i i ) x ( b - 1 ) / io

• •I  _  1 _  x i  1  b l b , r _ i k i • • • • k  a )

▪ ' ' ' ( - 1 ) h - 1  ( C l b i l,• • • -1 • • •k a
— b l i •  •  •  • l  b - l ki• • • •k b

+ ( - 1) AO)c ;
1
.

+ • • • + .

C'est d dire que la proposition s'étend aussi pour b. La démonst-
ration est ainsi complétée.
2. Posons

n + l - b  n  +2- b t ,  n -1 -1 1 - •  •  • - t

(2 • 1) B .=
b=1

( -1 )"  
(t 1 +1)!.--(t4._1+1)!(n+1-0!

(t=11-1-t2+•-•+t 4.--1)
Nous avons

1 B .+ -
1

-B,,_i + —
1

B._1+ • • +
2! 3! (n + 1 ) !



— (—IO"

1
Y .-• ( ,)—

( n + 1 ) !
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1 n--1 1 n - p  n + l - p - b
+ Y  E • • •
( n + 1 ) !  p - , (f i+ 1 ) t1=1

( - 1 ) b

(t1 - 1- 1 ) ! • • ( t b - 1 +  1 )  !  ( n +1 - 1 , --t)!
71 - 1  n-b n +1-p -b p - l- t ,• • • •  - I  b _ 2

B„+ 4- V  N - 1 •  •  •  E
(n +1)! s=1 p=1 /1=1 tb-1=1

 ( - 1 ) P  
(1)+ 1) !( t1 +1) !•••(th_1+ 1)!(n+ 1—p—t) !.

Ecrivons maintenant t ,  t2,• • • tr, d la place de o ,  t1,.--, tb_i et puis,
posons b +1 =  b'. Il vient alors

(2.2) B .+ —1 B„_1+ 1  B ._ 2 +  + B2! 3! (n+ 1)!

1 n  n+1-fil
=B „+ .V•-•

(n+-1)! b f  = 2  t i - 1 1= 1

(n +1 )!

-----B n — B„= 0
Nous voyons ainsi que B a /n !  ( n =0 ,1 ,  2,• • •) sont les nombre

de Bernoulli.
3 .  Posons

1
dy4  (te, -  • ,le) =  —  — a g  u" +  • +  ( - 1)n

(n+ 1)!
CI', t t f ..u '.+•••

2! 
( p ,  q=1,• - • , r; i„•-• , 1, r).

Alors les q = t p ( t a l , • • • ,  tar)  se font des solutions des équations
différentielles

(3.1) d(P'
dt

— ct l e,"1

satisfaisant à  la condition initiale : pour t=0.
Le déterminant .1/2,; (u )1  ne s'annule pas dans le voisinage de

u = 0 .  L'inverse A  ( u )  de l'élément p  ( u )  dans ce determinant
s'ecrit

2'; (u) 0
;

 — B 1c1  u '  + • • • + ,, •

-=B „+ 1
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En effet, naus avons d'après (2.2)

1 1 juil = (3'; +  •  •  •  +  ( —  1 ) 3  (B „+ — B ,i+ • • + + --
2!

=(7.
Introduisons maintenant les opérateurs

X ,=;(u ',••• ,u 9 (i=1,• • • ,

Il vient d'après (1.1), (3.1)
[X „ =C., Xv .

Cela revient à  dire que ces opérateurs engendrent le premier
groupe des paramètres.

Considérons les équations différentielles

(3.2) ddu" ,
dt

Les solutions u "  de ces équations, qui se réduisent pour
t= 0  sont de la forme

u" = 99' (u 1 ,• • • , te , ta',..., t(2') .
En y faisant t= 1  nous obtenons les fonctions cherchées v i(u,a)
4 . En faisant

(

h h ( h - 1 )  • • • (h—a +1 )  
j a!

pour h =0 , ± 1 , a=1, 2,•••nous définissons la valeur de ( a
h )

pour a=0, —1, —2,•-• de telle sorte que la relation
( h ) ± ( a h l ) = 0 1 -1 )

soit vérifiée toujours.

( o
h )= 1 (h =0 ,

(4.1) j: )= 0

(4.2) (  1;1
2 ) = 0

Nous avons alors

±1, ±2•••),

(h=0 , ±1, ±2, •• ;

(0 <  h <a).

a = -1 ,

Pour h =0 ,  1 ,  2, • •-; a= 0 , ± 1 , +2 , • •• nous avons

( a h ) . . ( h l t
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en particulier, la valeur des deux membres est nulle lorsque a <O.
Lorsque h= — 1, u= 0 , 1 , 2, •- ,  il vient

_ 1 _
( -

1)
' '  ( -1 — (J ) — ( 1

Posons

vient alors
( 4 . 3 ) [ h .h

(4.4) [  a l =

5. Nous avons

[  ah ] =  ( _1 ) h

( _ 1 ) ,x ( h ) ( _ 1 ) , [ ho.

—1 (a> 0),

d'après (3.2)

(h,  ) .

(h=0, 1,— , (1=0,

±2.••),

(u  > 0 ).

+1,

dt =12—  B 1c  u " ' a 2 + • • + (-1)n B„c',/,... . u " .  +  •  •  ,

d'u'3 2 y  (u') 
/ 1  2  ( I l i )  a i '  ad f i '

=  — + • • • + •• • +cf,... u " ,  +  }

{Jii2 +  • •  •  +  (- 1) j e l f k l  •  •  *U1 k
,

+  •  •  • } (.4•12

= ( B 2 —  B,B,) c1 , 3 2 utlial'a
32 ± • • •

+ ( - 1)"+1. . . i „ j , . +  •  +
 c „ p ) u ' "  •  •  . u T  r . o l a j 2

+  ( - 1 ) " + 1.> 2 , B , B . , _ , ( d , • • • • ±  • • • ±  tt.• • h 4  )1 ,_ "
F= 1

X . . . . /t ' i l  • • • 21 1  4 .  a i 1 (21 2

Or, nous avons g r a c e  (1 .1)
p_ijlep....1„12/4/14, a i l ( j 2

n  + 1  -p
1 )  ,tn  +1— '

J'il' a\
7, +1 - p

n +1 -p_lz,(n+1. - - ,0 )  
C

(n  +1—  —  p ')

_ 1
7.11 e p  •  •  •  • te h•••u " n a h e
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1)1
n + 1 —  0 )

' j,u' a

= E ( - 1 ) 4 - 1 4 n + 1 - 1

1-/ff =p-1 \ P '  +  —  p
Ulu

(n — P=P '),
où c r, , j  ,  par excmple, désigne CIA

7E

E n tenant compte de (4 .1 ), (4 .2 ) nous Pouvons écrire
n+ l-p 1—n + 2 - p

( - 1 )  4 +1 - P- P-( n

p.=o \ )
n  + 1  pp)t t + 1  

n +1— IA o i  + 1_
P

± ( - 1 ) ,_,(7+1—pV_
ki+l— p)f

=  ? 0(  _  1 )  n
L\ 

— f n — p\ _ n —
p

, In
-

- ,
1 -1- kii -- 11 AP - 1) - r  1.1 plf i  - r . • •

J (  n — p  
i m

,_tn—p\11
tkP+1 — tt \p - - - plf J

1)n- (7,1 1:0) )}.
g =0

Il vient donc

i ]BpB„+i-p p
1 1 0P= 1

71 V. \
E B ,B .+1 -,(( - 1 )" + 1 - P - "'(

n

;
'
0 )

+ ( - 1 ) n - i 'k
P — P

)
)p = 0

X

<-1p.=-0
77 72

pt=i

Or,

{ ( - 1) P +11 ( P
 p

 1 ) + ( - 1 ) " " ( p _ g _ in +  p)}

n p  p + 1  —a p — I —• le  + 1 - p  n  2 -  p - b
b -=  1.sj i> 2 j . . . 'Y  • • •

p=1 a=1 0=1 t ,  =1 tb_1= 1

( - 1 ) " b " "  (P 711 ) (-1)"+b+n" (p — 1) 1  nl  + 
(s+1)!••-(s,t_1+1)!(t,+1)!.••(t0_i+1)!(p+1—s)!(n+2—p—t)!
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(s=s1+•-•+s-1 , t-=t1+ +  
1
2 -1 )

n  n + 1 - 2  n - 1 - s t  • •  s . t _ o  n - s
- >-,

a=1 s1=1s b = 1  1 r 1 1 6 _ 1 - 1

1 )  a+ b

(s, 1) !. • • (s_+  1) ! -F 1) (tb _, + 1) !

n-t ( - 1 ) P  " (
P

;  
1) + ( —1) +p) 

x •
p=s +1 (p+1— s)!(n+2— p— t)!

La dernière somme peut s'écrire, si l'on y fais ja +1—s=a,
n4-1-8-1 1 { ( _ _ 1 )a - F s - 1 + p ,  ( u + s - 2 )

(02+3— s— t— a)!
a + s -2

'

6 . Posons maintenant
n i - 1  n +2 -e t n -s t -•  • - ni- l - s  n + 2 -s -b

(6.1) E • - •
a =1 5 s 1 s h 1 t s e l b -1=1

( _ ([s —2 1 s
I )

(s2 +1)!••• (s5_1+1) (t 1 +1)!• • • (t,,_,+1)!(n + 2— s—t)!

(s=s 1 +•••+s„_1; t=t1+•••+ti,--1)•
Partageons le second membre de cette équation en deux partie:

n + I n i- 2 - a

(6.2) ( a=1 ) +>: E • • •
e t - 2  s, =1

Supposons d'abord que 2=0, n - 1 .  D'après (4-3), (4.4),
(4 -5 ) la première partie devient, s  étant nul lorsque a=1,

E .. .
(' - . 11 /1=1 t i (t +1)!.•. (t8 1 +1)

n+1  n -1 1 -• • • • -tb _ 2
( - 1 ) "

— B .+ 1 .
b=1 t 14_1=1 (t1+1)!--(n+2— t)!

La deuxième partie devient, si l'on y fait a - 1 = a '
n n i - I -1 1 1  n - l -s i - • • • • -s ,  , o  n - s i - • • • • - s , _ ,  se + I - s - s „ ,  n + 2 -s -s , ,  -b  n -s -s  ,  -1 1 - -• • • • - t  b _ 2-...,..,,

' - ' ' .1
nt --1 8 ,_=1 so =1 80=1 h 11 1 - it  b _ i =1

(___  1) sc1 4-b+1{ (.___ 1) s+s„ , -1+2( (s ± s r ,/ +1
/

 _  (  1 )  n _A ( S-FS,v — 1 )1
A s+s„,-1— n +2

(s1+1)!...(s74,_1+1) !(s741+1)!( t1+1)!--(tb_,+1)!(n+2— s— s„ 5 —t)!
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(s=s,+•••+s,,,-i)
n- i-si-•• • •-8 „ ,_ ”  n -s  n-11-6 -6  n - 1 - s - h • - • • • • - t=.E E... E

a/ =1 81=1 8 0 _ , = 1 

1 ) a l + b

(s1 +1)!•-(s 88 1_1 + 1 ) ! ( t 8 +1)!••• ( t , i+ 1) !

_t (-1)84-s a ,+ (s+ s„ , - 1 s+ s„ ,-1
s+ s„,-1— n+ 2

=1 (s 8 8 ,+1)!(n+2—s—t—s 88,)!

La dernière somme peut s'écrire, si l'on y fait sa ,+1=a
n + 1 - 8 - 8

1. { ( _ i ) a ÷ s - i + ) , ( a + s - 2 \
a(n+3—s—t— u)\ J

± ( _ 1 ) . - 4  u + s - 2
\a+s-2—n+A/)•

On a d'ailleurs,
cl8,....i.i ,j 20 1 -••u" , , ai'ai 2 = O.

Il vient donc
d ‘2,„/7—  n:11

14'  _ E 1 )  n + 1 / 3 ) , ; n c %. . . . i " ,

dt2n=i A =0
7 .  Supposons maintenant que 2< O. N ou s avo ns d'aprèe (4.1)

( s -, i 1) = ( )  ( 2 =  _

Puisque, par rapport  à s“._, l'addition est faite jusqu'à n—.51—
-•- - s a ,  on a

i.e. n— s>  0

et, à  fortiori, s— n-1+ 2 <0 lorsque 2 <0. Il v ien t donc

(s— .1 -- ni  + 2 )= 0  (2 = -1 ,

Nous avrns ainsi
(7.1) 13,;88= 0 . (2= -1 , — 2,•••).

Faisons, ensuite, 2= n+ 1. Partageons .13„+1 ,„ sous la forme (6.2).
Pour la preiniére partie, s  étant nul, on a

Is— i i _ r  s - 1 1- 1 , f - 1 \
L j ,

0 J = —1+1=0.

Pour la deuxième partie, on a n >  s -1 >  0 et, par suite,
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I s —± li H s — s  1 ] = 0 .

Il vient donc
Bn +1; n

=
0*

Supposons, enfin que A> n + 1 .  Pour la première partie on a

D'après l'inégalité n> s — 1 > 0  on a pour la deuxième partie
s - iL A  j — L s-1+2— n]

Nous avons ainsi
(7 .2 ) / 3 , , , ,= 0  (2=n + 1 , n + 2 , •••)

Nous définissons par
n + 1  n + 2 -a  n -s  -••••s r,_2 (-1 )"  (7 . 3)y . . .

(s1+1)!... (s11-1)!

x A
8 ( 1 - S y —I. t i ] )

S - 1 [
+

] )
A„ .  + 1 -8 ;n + l- s ( [ S— 1 — IL

i l s—i l -  S - 1  1\
), ,2 1-Am  1 +1-5,

A 2 - 1s-1 —

/
s  

11 s - 1 -h l± + x2+1-s, n+1- 4 Ls—ï —A2  If

(m , n =1 , 2, •• - ; 21 .--, À „,=0, ±1, ± 2 ,- - ) ,

où s = s 1 + •••+ s„_ 1 ; P = n - 21— •••- 2—
Nous démontrons m a in to n a n t que

(7.4)s i  2, + •-•+ 2„ ,> n .

D'après ( 7 . 2 )  cette proposition est vraie pour m = 1 .  Si elle
est vraie pour m - 1 ,  e t s i 2 1 1 - 2 0 +  ••• + 2 „ ,› n , il vient

B k , . . „ , 7n_14 A m + 1 -  ;  n + 1 - s  
=

0 .

BA,FA2+1-3,A3,••••, A n + 1 - 8  =

Si, de plus 21 + • • + 2,-1> n +1— s, on a



13,,,...
si 2 ,+•••+)„,_ ,>n+1-s

[  2 .s -1]

n+ 1-8-= "0 .

tandis qu'on a
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et, par suite, 13,1 , = 0.

Supposons, ensuite, que /11+ •-• < n +1-s. Alors d'après
l'hypothèse que 21+ • + )„,› n on a 2 ,„> s-1 . Il vient donc

[s 2---2] = [ s _s -i  1  1 ] ,
0  ( s  >  1 )

Z1] - 1 .
- 71

-
1 li =

 -

1 + 1 " .

et, par suite,
Nous démontrons ensuite que

(7-5) si À . <O.

D'après (7 .1 )  cette proposition est vraie pour m = 1 .  Si elle
est vraie pour ,n -1  et si )„, <O, il vient

B AT, • • ), „ ,_ 0 - 1 -  Am _ 1 1 -1 -8 , A2 „ ; 71+1-8 -
0 .

BA,- I- A2+1_,, Am ; ri + 1 -s =0.

Si, de plus, A,,, 2„, +1- s <0, on a
A» ,_,+).„, +1-8; ni-1, O.

Si 2,„_, + + 1 -  s  >  0, 2„, < 0 , on a )„,_, > s -1- 2,„> s-1 et, par
suite,

[s ; : 1] = [s  s 1- 1  ]
-  0  ( s  > 1 ) ,

[ )
-2 ] - [ _ ; : l

 1 ] = -1 + 1 = 0 .--,
Dans tous cas

[.,,-.•••+Xm_2, Am _ i + Am +l-s, ni-l-s( S272-
1 —  s _s  liB ,, 2.,) =O.

Quant au terme

BA,,...., A m _1 n+1
- 8 \ [

s - 1 ]  [ s-1 1)s-1-14
on a
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si A l+  •-• +A-1 < n +1—s, A„, <O. La démonstration est ainsi
complétée.

8 .  Nous allons maintenant démontrer que

d
nz„,/ p n-1 n -I -A7 n -1 - ••• • - Am _ I

(8 .1 )  E E ( - 1 ) -1 / 3 „ ..  Adim 'n-1 A1=0 A2nn0 A m _ i= 0 m-1

X  C i '

AlA t

X u " ' • - • u " " a ll• • • t e i .

Nous avons déjà vu que cette équation est vérifiée pour n=1,
2 .  Il suffit donc maintenant de prouver que si elle est vérifiée
pour m , elle s'étend aussi pour m + 1 . Or, en différentiant (8.1)
on a d'après (3.2),

d
az+1u /pf  n i  n -  n - l - A 7  n - 1 - 1 7 - . . . . - A m _ 2

(8 .2)   I E E  • • •  Edt"'+' Al=0 A7--.+0 A -0
„ A m _ I m

m- 1

Ai m 1 j m

±  C!...,.....1,....1_ ---. ..--”" h l» ,
Ai " '- I  n - l-A 1 -• • -A m _ i

c o  n -2  n -2 -A 7 - • • -A m _ 3 n -1 -A t..-A 0

± y; y••• y, ---,.,...._,
n=2 A i-0  A =0 À =17,-2 27,...1

( _ _  
l ) " ' - 1 ;,7•..11. • • ' d m -  2h j ' I l -  I  „_

( C
r

 4 4

▪ C7■.../j1 • • • • i n , ' " • • • ■ • • ' 711)Al -A
m - -  1

- 1 /4- i - . - A7 7 _1

c o  n - 2  n  -  2  -A l.•- A m _ 3 \ I - A i - - A m _ 3 n-1-Ai.--- 1m-2

't j,,, -2 - 1

-}- -1 . -‘• • • ' 5 1
-r_....1

i - 2  Ai-0  A n , - 2 = 0 A --1n i - )

..---1, ,....
-

.....„, i o ,,..,, ,.....,  i .--...
, A nt -  1 AI 77,- 3  A_ 1  m. - A m - i  n _A i _,..,,_A

n l -  2 ro - 1 n 7 -1

CP'..-'.51• • n  N '•■ • • • " ' i n e - 1- -
)

oz - 1 - n t - 1

n i n -1  n -1 -A , B+ E   
n=2 A,.-1 A7-0 A,, , _ 1 --O m- 1

X  (C le,' ,....../Ps•-"'ia.•"*Im-In-AA i - 1 A2 "1-••

/1.11 `-12.•"177,-1 A ,-  ..••-Am_iimA2
)1 u"'• • • u"-- I
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x {8"; +E  ( -1 )n B A .....k  •
l e k !  . . . u t A:

ni +1 n = 1 7 1  , 1 1 +

En multipliant par au la première somme dans le second

membre de cette équation (l'addition est faite papport  à  h). et en
ecrivant n +1  à  la place de n , on obtient

co n A i-  • • • • - „, _ 2 n- A2 -• • • •
1 -2

—  1 ) n " B A , •  • A
m - 1

;n+1
n= 1 A i - 0 =0 IL =0

X e..-'11••••.1„,_,‘"-' + 1IL 4 - 1  -Ft• 
n2i

u'a.

Et, puisque
CU . . a n 1 +1  : 7 . --  0,

l'intervalle de la sommation par rapport  à  A, p  peut s'écrire
n -1 n -l-A -• • • •1 1 •• • • -A m _ „ -• • • • - A n , _„

E ... A ,---0
De la meme manière, multiplions la deuxième somme par 8 1 ,

et échangeons l'ordre de la sommation en remarquant que
n-,A 1-••• • A n/-1-1 n -1 -  A l•

E E  =  E
=1 1L 0p . = 0 Ani_1 =1= p. +1

et posons p— 1=P. Il vient
c o  n -1 -A 4 n- Ai• • • •-3 - 2

71 = 1  A i-0 A ,„ - 0 '" 14 =1.1

1, + 1 ,+ 1
n+1

X j j j
n t -  2 4 n rf

Enfin, la m-ième somme multipliée par aL + 1 peut s'écrire
c o  n - 1  n - 1 - g .  n - 1 -  p .- •• • —An i  _„

E E E  E  E
A 2-0 Ani_1=0

A2,••••,A,u _ i • n4-1

X j 4 U f
,

•

1.4V A2 n , n -  p .-  v -  A2 — • • • • m+1

9 .  La deuxième somme dans le second membre de (8 .2 )  s'écrit,
si l'on pose n— Ai — • • • —2 ,,,-1= 1),

c o  n -2 n - 2 - At - ••• - - A ” ,-3  i i - 1 - A 1 • • • • -  A na - 2(9.1) E ... E
( 1) n  + n a - 1 B „ A I . . . . n  X

o=1
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X  ( C
rLz i i . . . . "•••••

in2•-1 17n

)

De meme, puisque
3 Ai _ 

711- 2
)»ir• 3

3-A m -

E =
=, Ain - 1 ( ) Â  i n  - I i n -  2  1m-2

la troisième somme s'écrit

(9.2)
n  -  2-A1-•••• n-2-A1-• •• • - Am „ , -A ,

E • • E
n=9 Ai=0 A m _ 3 =0 v=1

— 1 .) n + m - 1
 B m . • • • • ,  A„,_3, -  A m-1 -  n ' A nt-1 ; n

x • h j j j  +•••
Ai n n - ) , - • • • • - A m _ 3 -  X„zA m _ 1

h j m  _„ jm  _ •̀-•••I m ) ,
Ai 3 n -  A i -  • • • • - 3- Am  - -  Am _

et ainsi de suite. Enfin, la m-ieme s o m e  s'écrit
c o  n-2 n - 9 -  ).2 --• • • n - . 1 - A 2 - • • • • - A „ , _  1

1 2  Y . ]  • E
n = 2  A 2= 1

( —  1 )  " + i ' i - i B „ - A 2 - À ,•" '",A m -

X  ( d i ://- 1 - A 2 - . . . . - A m _ i - v n -9' . 1 ' ..- • j m - 1  io  3 " ,

h ji s- • - • '1 2 • • • • j_ ._ ,` • - • " ) •7IZn - 1 -A 9 -•••• -A n , _ i - v  A2

1 0 .  Multiplions la première somme dans le second membre de
(8 .2 ) par

CO

(10.1) ( — 1) nB„c7,',.....„
nr +1n = 1

Alors, le terme d'ordre n  par rapport à u",.•-, u" s'écrit
n  p - 1 p  1-A i A n -A 1 -• • • ,-A m _ t

E • •  • -
in

p=1).1.--0 Am_ =0

—  1 )
p B n i-1 -p

X • %lm -  h +  •  •  •
A i 

j__ h j y  O p  • • • • i„
p - 1 - A. . . . .

Or
C!.....'ji..••j

n r-  IA i

 

7II 114' (1'

  

n -p + I
4 - 1 —  0

= Y j  ( —  1)n(n 2e6(
I l Ai • i m--1  n + I-p p -1 -A i• -• -•• - +IL-.

(9.3)
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n-p+1 n 1+ —  0
1

- . , jm I 4n-1(
 1 )

0,1=0 fir ''Z '',1 1 ••  „,_, 14 ,

Cr
- - - - •  1 21'6(---- 44 ,  'p  —  '  7 4  -  7 , 4 .  iAl 7"-1  p- 1 -il-••••-A

w i n  +1— l c i
n.-p+1 

=
E  ( - 1 ) imi........‘ j "  Wu
IL=0 ti A, ",-, 71. -  Ar-••••-A n,_ , -  IL II '

II A- - • • •• • A n  + 1 —  p= N ‘ ( _ )”4 -A i+ .•••+x„1+3+14 ,(
.e--J +  I  +  2 1 +  •  •  +  2m _ i )-fr-1-X 1••••-A n ,_ 1

U faX jrn
"

On a d'après (4 .1 ), (4 .2 )
n-p+1 I/ 1 —  0( - 1 )n + 1 + p + I.L (.-± ) 4 _

it=0

71I n+ 1—p
At (p—p+1+2,+•-+)m-1): An,_,

n+1+p+ ROEn + 1
1
2 P ) _ ( ri

n +1 — p+ — p  1 --0 1
-
1
- 1-2 „,-1»

= ' (  ( _ 1 )
 1-1-1•p+pCi

p.-0

n— p
( /1_ + . . ) ) •

On a de plus
7, p - 1  p--1-Ai p-1-Ai••••-A n,_„ n -A i--••••-) m _ l

E  E E  •-•  E
p=1 A,---0 A2=0 A 1_ 1=0 R=0

n-1 n-1-)3, n-1..-A2-.••—A n

— Y E •-• E N.,-)71
V

M - 1

M =0 A2=0 p--.A1+••••+A 1+ 1  p = A 1 + -• .+ A m _
1
 +1 ts.=.0

Donc, si l'on pose n +l— p =p ',  le tet me considéré peut s'écrire
n-1 n-1- Ai n-1- A1-•••.-A n,_:2 n-1-A2-••••-

E
mz_-.),,-0 A --=0 ,A=0 Fil =1ne-1

{ ( - 1 ) P ' H t d  1 )n  .

( _1 ) n+),1+••••+A„,_,+1.(1 0 , — 1 + 2 1 + 4 . 1 1 —  n ) ) .

X  C IL 1», I .14 r 6/..
Al n_ m+

Or, lorsque p '= n+ 1-2 1 — • • • —  
2

„ , - 1 ,  on a

n e- 1
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( - 1 ) " " ( P ' 1 ) ± p' —1
fl — I+ 21+• - • +2„,+ 1 +  i _  n)

=  (_ _ 1 )n + 1 + 2 .1 + • • • • + ) , , , , _ i +,0  —À, —
. P

+  ( - - 1 ) n + A t+

Si p'> n+1-2 1 --•••-2„,_ 1 , on a d'après (7.5)

On a donc

(P72
1

);72-1
n i-A l I

(s 1 +1)!--(s,—,+1)!(p+1—s)!
P - 1

P p -1 -1 -2 ,+ • -• + 2 ,„ .,+ p — n )}

( S = .- Si S a _ i )

n  n + l - a /1-1-si. • • • -8 

a=1 si=1 sa-1=1 p=- s11-•• • •+ 1

 („ )

U n + l - a -s n + 1 - 8
• • •  N- `—

a=1 81=1

•

=1 a=

- 2

x
_ 1 8 +

11-a +84-11- p. (a - ES - 2 )
f i

 

(s +1)!... (s 8 ,+1)!'.!

1 ) n - F • • • •  +A m _ l + 1 4 (  a + S
- 2 - 14 3 +  • •• + ) ” , - 1  +p—n)}

a+s -2

=  p  + 1 — s ) .
1 1 .  Considérons ensuite le produit de (9 .1 )  e t  ( 1 0 .1 ) .  Le

terme d'ore n  par rapport à  u" ,..• ,u  dans ce produit s'écrit
n  p - 3 p -2 -A t  P - I -A 1 - • • • • - )• , , ,_  3 p-1 ••••

E E  ..• E
p=2 Az=0 y=1

(—  1) n + m B )„ ,....,) , p -A 1 -•••• - ). - Y ;  pa b  +1-pn/-

X (d' 31••-•j h j j  +  •  •  ••-•,
I m - 2 ///- 1  y n n

L P F I t .

j , , , ) c i f, • • • • i 9

p -1 -À 1 -"•••-À  72t

Or,
CP'---"ii• • • •J h j ■ -••  j  ) • . te  a

Ai p - 1 -  A i- . . . . - A
2 
- y  n i - 1 y P ne.7n +1
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n + l-p
(  . 1 ) 4  + 1 — P )

11= 0

.„(1m uv •
X CP  1, • • • • 1+ _ A - • -A  m _ 2 +  m- 1 ,7 7 1 - n+l-p-11. p7"Ai

(__1 )n+1+p-1-10  ( 12 +1— P)
;0=0 p '

X _ • —  •  n.9 .1, „`•-•'
A, .1-  • 0_y_ ne 771

il

.1
----A in i 2  p-1—Ai— ••••Am _,2 - 1 /

l ) „ (n+l—p)
w=-0

j,„+ 1

n- Ai-••• • -
+  1  —p—N 1

p  p  + 1 + 1 1+ • • • 2 m+2+ u )

X _  . u 'a.1 y •
n-At-••••-Am_2-1,-11./ ) " 1.■

m

On a d'après (4.1), (4.2)
n + l-p

( _ / ) ,,, +p+ ,(n+1--0
) + . . .P

,,,-A1+•••• ÷A » ,_ 2 +p-i-v n + l — p( _1 )n + A l+ ••••A  m _ 2 +1L+14(
p — p + 1 + 2 1 . . .  + IL-2 + v )

R  P  /

( _ 1 )P 4 - 1 -+ ....+
n+1 —pAm _ 2 + , (  

P — R-F 1 + 2 1+ . . . - 2 „.-2+) }
n-A1-••••-A m _ 0 -1,

{ (_ _ )n + 1 + p i- i . t . (n — p

1.=0

±(_1),,+A,+••••+Am_2+1,+,( n — p
.2 — + • 'ni 2p + 2 -• + + 2 -')} •) -

On a de plus
i t  p-2 fr -  2 - A l  p- 2-A, - ••• • - Am _ o-  • •  • - A l -  • •••-A m _.-1,

E -
p=2 A,=0 A2=0 A , , , _,=0 IA =0

II - 2  n-2 -A l n -2 - A i-• • • .-A  _ - 1 - • • • . - A m _ , ,

= E E  •-• E ,„ 2  1 ,, - 1-] 111-2

A i 0 Ai=O
A7)1-:':=1)

1 i =1 p=A1+••••+A„,_,,+10+1  1 1 =0
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Donc, si l'on pose n 4 - 1 - p = p ',  le terme considéré peut s'écrire
n - 2 n - 2 - A l  n -2 -A t.-••••-A • •  - An t-3 n ,  2

( 1 1 '1 . ) N ' • • •
A r - 0 A 2 - 0 A - I )

,i - A i - . . - . - A -n

( -1)"""Bpr n - 1 - 1 - ) A • • • • - A m _ 0 - 0 - 1 0 ,  n -1-1 - Fil

x { (--
i ) P /

" ( P " ; 1
)

± ( _1),.+A.+••••+A n t _2 +,- , ( p ' - 1
1/ - 1 - 1- ) 1+•• - -0 ,0 -2 +11 +v - n ) }.

X
 A i

U10j M  +1
M - 2

Or, lorsque p'=n + 1 -  A ,- •-• - A - 2 - v  on a

P1- 1
+ ( - 1 ) " " ' + — + A  - - 2 + a + t, -1  4 -2 ,+ -• +ii„,+2+p+P-n)

( . . _ 1 ) , . 1 - 1 - 1 - A 1 + • • •

(_1)n+A I4-••••-1-1, 2 +1L+v(n - 2 1- ••• - - -2 , 2 - ) = 0 .

Si p '> n +1- -2„,_ 1, on a d'après (7.6)

Nous pouvens donce supposer dans (11.1 ) que l'addition par
rappsrt à  p '  s'étend de 1 à  n. D'ailleurs, si v--=n-A 1 -•••-2„,_ 2

p '=1  on a

P- 1 ) =- ( 1 / - 1 + ) 1 +  - 4(.3+-21. ) = ( ° )P  '

tandis que si v=n-À1--•••- 2.+2, p '›  1 on a
BA , . . . . ,  Am , n + l - A 1 - • • • • - A , 0 - n - p f ;

Nous pouvons donc suppeser que l'addition par rapport à I,

s'étend de 1 à  n - 2 1 -  • • • - 2 1 . De plus, nous pouvons supposer
que les additions par rapport a Â,,•••,2„,- 2  s'etendent respectivement
de o n - 1 ,  de o n - 1 -  2 „• • • ,  de o ••• car si
2 1---- n -1 ,  par exemple, on a 22=0,•••, ),„-2=0 et, par suite, n - 4 -
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- • '

En échangeant l'ordre de sommation, on obtient
2 t  - 4 2 . - • • • • - - A m _ o  n -A 1 Am_ o - v n - I - A i - • • • • - A m _ n  7t - - • • • • -

- >111
v=1 [2=0 11=1

Donc, si l'on pose n  A,— • • • —A— j t —  =V, le terme (11-1) peut
s'écrire

n - 1  n - l -  A t  n-1 - •••• - A n , _ 3 •  • • . -  A m _ o n -I-A i - ••••- A m . _ 0 n
V  'V  •  •  V
Ai =0 A2= 0 A m _ 2 = 0 1 1 = 0 1.s=

-  0

f•=1

( - 1 ) - 4 , ( - 1 ) ° "  ( " 72
1)

(--1 )

d ( p lv )}
X  c!' •.

na A A _ y, jm+1.
•

Comme nous l'avons remarqué au n° 10, il vient

— 1
j•_ 2 ,

- - 1 ) P + — 1 )  +  —  1 )
p —

n  n + ( - 1 ) ' 1 3 ) , , . . • • • , A + v+0-9-a; n+2-s-cc" n - o p  V • • •
0=1 0=2 (S i +  1 ) !' (s„- 1  ±  1 ) ! a !

x  {(_1).+,+9+10+s - 2\ + (_ / ) ,(0 .4 -s -2 v
\u+s--ull •

De même, le produit de (9 -2 ), (10-1 ) se réduit
c o  n -1  n -1 -  A l  n - 1 - A1-•••• - n -1 -  A i -  •••.- A n ,_  n - 1 -  A1 - •••• -

E ••• 3

n=1 Ai - 0 =0 v=0

n -1 -  A t - •••- A m . _ 3 - ic--,

N- - - 1

n

N-1

n + l- a n -1-.91-

N - 1  • • • E
0).= a=1 s1-1 s --1

7I1 1

■ • • • -s a _ 2  n+ 1 - 3

v
a=2

( - 1.) a " n " Bm ,•••• A m _ 3 ,  ic+ v+ 2-cs; n+ 2-s-a

(s1 +1)!---(s„_1+1)!0!

X { ( - 1) 1 " ' + ' - i ( a + S - 2
)  1- (—P , / (1±s - 2

P Vt+s-2-1)1(

77 +
X C I L / i ,

-
? II -  3 m -- - AA1 -  ••'• 1)3

A l

Enfin, le produit de (9 -3 ), (10 -1 ) se réduit
• n - 1  n -  1- pc 0 - 1- EL --v n - I - A2 - •••• -

111

IL=1 pL=0 v=0 A2=0 -0



n - 1- s 4 - • • • • - s  1 _ „ n - s
( - 1 ) a '

- V  
s t i  ( s 1 + 1 ) ! ' •  •  ( s , , ,  - 1 + 1 ) ! ( $ 40  +1)!

n  n+1-a l

8 , 4 1 -1 - 1

Sur la fonction definissant le loi de composition etc., 59
n  n + l-a ( _ 1 ) a - f - n + s n

V  •  •  • V
a-1 ss=1 s =1 c(- 2  ( s 1 + 1 ) ! ••• ( s . - 1 +

1 ) 160

X B + . 2_8_. A

X c'' ■• • • •
I t V A,

+ 2 - 8 -  { ( - 1 ) " " 8 - 1  ( a + S - 2 \
/

± ( _1),,/ u+s-2

4 eat
' m + 1

1 2 .  Considérons maintenant l'éxpression
ns7 ,s t - • •• • - s

a - 2  ( - 1 - ) " _(12.1)
a=1 • (Si + 1)!' • • (S a -"1-11 1 ) !

x i[ sV s  1 :11-C P  j ,  . . . j
j ) r^-1 a, " • + I

(011,•-, A,n 1, p= 0, n-1; v=n-2 1 ----)„,,,— p.;
s=si+— +sa_i)

Partageons-le en deux partie:
• n+1  n+2-a

(a=1) +Y ,
a=2 st=1

La premiere partie est égale a.
BA1,••••, n+1 Cj t/ j1 .•••j , 1 v .  m

La deuxième partie devient si l'on pose a=a'+1

B I 1+ „ , ( s a , + s - 1 \ _ (  s a ,+s - 1
P \sa,+s-1—pjf

J,a+1
X  CP,...-"j y • • • • jm _ jn,

14

n n- 1- Si- • • • • - s, -0 4 ; ."
•••

a = 2  ( S i  + 1 ) ! • • • ( s a _ I + 1 ) ! a !

B ) ,, ,• • • • ,
u + 2 - s - a  { ( - 1 ) . + 8 + p — i f u + s - 2 ) _ ( a + s - 2 )1.

p j  a +  s -2 - 1) »
X (Sa , + 1 = ( L ) .

C'est justement l'expression obtenue au n" 10.
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En effectuant les memes réductions aux expressions obtenues
par le remplacent de BAI,••••, n - i - s  par

•••• 1), n 4. 1 - S (AD... P, v=- 0 , ,  n - 1 ) ,

Al l , • • • • • A I L  + 1 0 + 1 - 8 ,  A ;  7 1 + 1 - 8 ) m - 3 9  i f  y, 2M - 1=  0 9  1 , • • • ,n - 1 ) ,

B[L+1, 4 4 - 8 ,  A2.'•••• A ; /14- 1- S 2 2 , . .• , n - 1 )

respecrivement, et en tenant compte de (7 .3 ) on tire

d
r,1 4 1 , „ / p t o  ni-1 n - 1 -  A i- • •• • - A

E ••• m ( - 1 ) " + - B , t m ; n

I n
=0 

X CIL ./ 3 , . . • • .j ••-./ j
" L n  -  i t - • • • •  -A m

 5 7 4 + 1

X  Un '  •  •  1 1 ' I I a l t •  •  •  a J . + 1

Nous voyons ainsi que

i ° P  (al ,• d ;  1)1 , • •  ,  i t )

. --- a '+ • - • + d + b l+ • • • + b '
in n - 1 I n -  1 - At -• • • • - A 2z _ n

1 ) ' »I rj 1

m,n..1 X1=1 A
71 -  1 1

1,

X  Ci '
■ - / j ,  •  •  •  • i •••-••, j

7

1• • • a 1)11. • - b .Ai 7 1 - 2 1 A -
91 - 1


