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Sur la forme de Darboux généralise III.

Par

Jôyô KA N ITAN I

(R e ç u  le  19, Ju in , 1956)

Etant donnés les deux formes H i j a  mi, (i, 1: 1""- n;
H = det I  0 ,  Hill= Hi y =0 (1=1, • • • , n ) ; w h("=a4 d x J) , nous
pouvons déterminer uniquement une connexion l ' o y i  ( a ,  9 =0, 1,
• n +1; r„a; =8 ; a, 1%)+1 =11, j , P1=11/1;i ,
=0,N , — N , )  qui fait correspondre  à  une courbe quel-
conque C dans l'espace R „ engendré par le point (x ',•••, x") une
courbe / ' (le développement de C )  dans l'espace projectif S„,, de
telle sorte qu'il existe une hypersurface V, qui a un contact du
quatrième ordre avec les développements des courbes issues d'un
point xf de 1?„. La condition pour que l'hypersurface V „ ait un
contact du sixième ordre s'écrit

(I) H ix ,. - 11,,p.,i+H„,(Mi,, - 1■11„,.) +H  i t( M i, — N i.)

— H.,„,(Mi i — Ar1 1 ) — H Nil) =0

(II) (Ma— /V,),„,—

+ Nis) +

+21 -1il N,„.-211, N i=0

(III) 1  „, R R .181,„= 0 .

On désigne par ; j  la différentiation absolue par rapport
(0.1= 0  d x i, où la forme H i i (o' c o i  est prise comme forme fonda-
mentale.

Supposons que la matrice

(

• • Q'
9N (Q) —  ................................

Q' 1?„„12 • • • Q'

soit du rang n - 2  (le cas où le nombre du rang de cette matrice
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est n - 1  est déjà examiné dans le premier mémoire : Sur la forme
de Dardoux généralisée In).

Nous pouvons faire

R,1„,=0

R2k,..„= P le j  R  1 J in  •

Nous avons alors

H1 = 0  ( f ,  g = 1 ,  2 ; q=3 , • • •, n ) ,

la matrice

)(R1312 • • • R13n-1 .n
9.11i =  .......................

étant du rang n - 2 .  Supposons que l'équation

/4 —  P • • • f i . '
D(p) —  ...................

12P •••

admette les racines distinctes p„ • -• ,p „ , d'ordre 2„ •••, les détermi-
nan ts D (m ) é ta n t  d u  r a n g  n — 2— h,. L a  c a s  o ù  e >  3 , 14=2,
est examiné au second mémoire : Sur la forme de Darboux géné-
ralisée II»

1. N ous allons nous occuper m aintenant du cas où.  e =2,
14= 2 , ( s = 1 , 2 ) . Nous pouvons faire alors

Pi,

1?2,„,=0 (a=3, •••,h, +2),

( i=k +3 , • • • n  ;  P  P 2 )

Portons les dans

R„,„,+HI,,R, 01 „,+1-IZR.,„1,, - 0

(f , g=1, 2; q=-3, •••, n ) .

Il vient

1) Ces Mémoires, tome 28 Math., p. 226 (1954).
2) Ces Mémoires, tome 29 Math., p. 229 (1955).
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H =O , H =  aga H 21, H4 = 1 a,' II 2:22 ,

(1. 1 ) 1 14 =1 8; H , 1 4=1 8 , k  (1111+ PIL),

(P) 2111i+ p(1111 - 2111!) + (IIA - 2H21) =0,
(a=3, ••• , h1 +2 ; k =h 1 +3, •••, n; q=3, •••,n).

Supposons d'abord que

4111;(HA-2H2 )  — (H1 -2114) 2 0 ,  H 2 - 2 I -I21 O.
Dans ce cas d'après le raisonnement du n° 4 du second mémoire

nous pouvons faire

H,-1-14 , H,';' =0 , H 21=0

(q=3, •••, n ; a=3, •••, 14+2; i=h 1 +3, •••, n).

Portant ces valeurs dans

11,,(1,1?1 ,1„, + H f :R 1„,+ Hf 7,R„01,„= 0

H ,°  R1 0 1 „,±14.I? 2 0 10 ,--1- 1111R101 „,=0

(f= 1 , 2  ; a,b=3, •••,h 1 +2 ; i , j=h 1 +3, ••-,n)
nous obtenons

H2,1= 0  , HZ= 0  , H „Z— -- a 2 I I 1,1. + a bq II „1 , 11,1= ô .„9  H i l -1-- a; Hi; .

Des équations

HZR1 01„,±14R ,,,,,+14R„a ,„, - 0  ( f =1 , 2),

il vient

(HA —2H2 )  (HZ—a: 3,0 I--L )

—  iJI (HZ — ia  H2 )  R201„,=0 ,
d'où

.
Portant cette valeur dans 1-/ =0 , nous obtenons

11„=H11=HA =0 (a, b=3, • • •, h, + 2 ;  i=h, +3, •••, n)
et, par suite,

H , = 0 (q = 3, •••, n).
Si ( 0 2114 —2H21, il vient d'ailleurs

H„•?,=d.„i
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et, par suite, grace à. H = 0 ,

1-12=-H0 !=H „=0 (a=3, •••, 14+2),

H = O (g -3 ,  .•-•, n ), 1? ‘„,„,=0 .

Maintenant des équations

HZR„, 1„,=0 , HZRbol.+2H,z7,Ra„,„,=0
,

R 1„,±11„7,R,,c 1 ,„+1-1«,,IR„,1„,-= 0

M i R a a 1 „,+21-IZR i a,„,= 0

1-1,7i R a ,„,±1-1:1?» ,„+11;t R i a ,„,=0

H i7R,01„,= O, M R i a ,„,-E2H,;R i 0 1 „,= 0

nous pouvons tirer, proche en proche,

H„;z =0  ,  H 0 '0 , , H a :,2 =0 ,

, H , = 0 , ,

14=0 , H ,4=-0 , .
En résumé, nous avons

1-14=0 (p , q=3, •••,n; a=1, •••, n),

et, par suite,

H„2=0 .
D'autre part

Or H 21 0 ,  car si fi,1= 0, moyenant H,= O, on aurait M =
contrairement à l'hypothèse que I-14-2H 2 0 .  Il faut donc que

11 =0 (a=3, •••, h, + 2  ;  P = 3 ,  • • • ,  n).

De même on déduit

(i=h, + 3 ,  • • • ,  n; p = 3, • • • ,  n).

I l vient donc
1122p = H p 1 .

D'autre part

H2a2 = FIA IL/2 11.2i 
11-

4 •
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Il faut donc que Il résulte ainsi H =0  contrairement
l'hypothèse.

Si (p) 2.111 =H2:1-21-1,1, en posant

=  114 - 1 1 21 = 1 (P) 211.1 = 11) (111i — Hi )

et en tenant compte de H 1:=0 , 1-1 =0 nous pouvons déduire

1  H 1 1 . =  n — h ,  7  , 7 1
2 n + 1  p n+1 p 2

1  H ‘ih 1 +1  7  , n  h , 7  .
2 - -  n+1 n +1

Portant ces valeurs dans les équations

H,,(11A — H)=11,2114,
1111111 +1112(114-1-111) -1122.1111=- 0

H 2 2  1-12 =11„2 (H2t: —  H21),

qui viennent resppectivement des systèmes équations

H 2 2 ,=1110H2?2=H,211A , H , , -- -- 112,Hr12+H22114,

11,12=11,11111+11 M, 111,1=11111?2+11,,111,
H 2,„— H„,H2.22 , 11,2=H22H,Z+11,aH21

nous obtenons

P1 1 ,2— H, t)111,---- 1112,
De même, nous pouvons déduire

111111 =I12

Il résulte ainsi H =0  contrairement à  l'hypothèse.
2. Supposons ensuite que

—2.11,1-= O , 1111 — 2H1O .

Les équations (1. 1) deviennent alors

H = O = (p , q= 3, • • • , n),

H = ' H 1 , ,

pH 1 +H1 =2H1

H1.7— 7
p
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(a=3, •••, h, + 2 ;  k =h, + 3 , •••, n).

Nous pouvons faire

, , H 1=112 2,.

Portant ces valeurs dans 112°,: =0, H,an =0  nous obtenons

(0- = 1, •••, n), H = = O ,

1 4 = 0  (p, q = 3 , ••• , n),

n— h1-1 
 o H 1 1 '

2 H , _  h , + 2   ion -4
n+1 2(n+1) •

Les équations
,

R 2 0 j , „

(f =1 , 2)

donnent maintenant

111=i)„/H,,I+a,,9  H„; , H 2 =0 ,

HZ= a," (115',+ 011;)+i35
9 (11,1+ pH,1) (q=3, •-•, n),

s i k( H 4 + 1  H 5 4 ) + 8  j k ( H 2 + 1
t) 1'

(i, j, •••, n)

tandis que l'équation
HZR201„,+1127,R,01.+HfiR001„,=0

donne
11 =ak 1 1 .

Il vient donc
Hag= (n +1 )H ,=0

et, par suite,
l i j= 0  ( q = 3 ,  • • • ,  n ) , 1 1 =0  (c =1 , ••• , n ) .

Nous avons donc
11 ,22 = H I.H 21= 0

=1120 H,?,=11,,„H4 , d 'où  H,=-0 ,
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.111 ,2 =1120H,7=112,111;
d'où H 1 2 =0 ,

H,—H,.1127,= 0

=H 0 0 H ia2 =H „2 H ,, d'où H , 2 = 0

—Hi.H2`;=11, 2 1121-= 0

=11, 0 H,I=M 2 H, 22 ,  d'où 0

Il résulte ainsi 11= 0 contrairement à  l'hypothèse.
3. Supposons maintenant que

41/4 (HA —2H2-1) = (H 1 — 2H 1 ) 54  0.

Dans ce cas si l'on pose

0- 11," — H4

il vient d'apres (1. 1)

, 1 1 2 - 2 H 2■= - 0 - p.
1'

Portons les dans 1-127, =0, H i g = 0 .  Il vient

h 1 ± 1   ut , H 2 " — h ' œ t
n+1 2(n+1)

n— h,n  +  h, +2 
n+1 2 (n + 1 )  •

Nous pouvons faire

H =  0 , 0 ,

Les systèmes des équations

11„,=-H11A , ,

H112 =1 -121H11+HH11 , H,21— H,,H+11,211,!

donnent maintenant

11„= i0H, 2 ,

De la même manière que n° précédent, nous pouvons déduire

1-11=8,m 2 +,3„9 H ,  H 2:,=0 ,
H i kj  -a.,k H, 1, + a i k H 1 , H 11=0 .

Des équations
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( f 1, 2)

il suit

1)(H — a „o — „.° (H„7. — d,' H2D = 0

ce qui nous donne

H4= (3,:z 11,1 , Hu! = H2̀;.:
Donc, grace à H ,= 0 , il vient

H = 0 ,  H Z =0 .
Puisque

H ,=  H,,9 fl , H2e=11,2112;2t H2a1121 y

H  12a  = I f  ± 11,2114 , Hla2 = 1191111, 112„ H11

, 112,2=11,214;2i

H 1 2 1 = 11,,11, -
2
1,  H = 112,1111

il vient
11.2. , 1121— tei •

Il résulte ainsi 11=0 contrairement à l'hypothèse.
4. Supposons enfin que

H i ; (X —211,1) =1(11 11-2M )  =0 .

Puisque 0 , la dernière éqation de (1 . 1 ) donne

H 1i = 0 , — 2H9 ;=0 .

Donc, comme conséquence de 11 =0, 114=0, il vient

= = = 0 (0- =1 , • • • , n)

et, par suite,

H Z=0 (p, q=3, •••, n).

Portons les dans

11„7,Rf a i „,± Rb o ,„, ± HA R „ „1„, = 0

R f o é „, 11.71R R101„,= 0,

1.1,1 ± Hf ,R i „1„, ±  H )  1?„0 1 „,= 0

(f=1, 2 ; b=3, •••, h1 + 2 ; j=h, d-3, •••, n).

Nous avons
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H al,=  1 1 + a bq H„1 , ,

H =  i q (14 + + a ; (1-1,1+,011,2 ),

H =O , H 4+ i0H ,= 1 -14

(q=3, •••, n).

Donc, m o y e n a n t H27, — 0 nous pouvons déduire

H1;1 _  n— h,-1 2 H 2 ___  ±  22
n+1 n + 1 `

n—h,  
1

H 4  H :  h , + 1   4 1 , 2

n+1 n+1

de sorte que nous aurons 0 (0-, 7, p=1,
(q=3, •••, n )  sont tous nuls.
Si l'un au m io n s  de 1 4  (q =3 , ••• ,n ) , par

pas nul, les équations

H 22„ =  H : 1 0  I -4=0 H„T 2=H„HA —   h,+2 
n+1

H=-1130H27=0 H„,=11,2 h, +2  11
1
2/K

1

n+1
donnent

H22=0 , 1121 = 0 .

Nous avons donc

H 2 „ —  h'
 + 2

  Ho. pHA
n+1

—  2(n— h,-1)  r i  r i  2H 8,32 =1/2, 11,g=•-2H ,H $1—  
n+1 I I  23 0  I 13

ceux qui nous donnent
H 2 3  -  0

et, par suite
1127,..,=11,10 H 27,= 0  (p =3 , • •-, n)

D'autre part nous avons

H23p 1 4 9  H 4  h ,  + 2  H o

n+1

51

•••, n )  lorsque les

exemple, HA  n'est
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Il résulte donc 112 0 - 0  ( Œ = l,  • •  •  ,  n )  et, par suite, H = 0  contraire-
ment à  l'hypothèse.

Nous pouvons ainsi conclure que si les H„, p  ( i f ,  r,  p=1, • • • , n) ne
sont pas tous nuls, il ne peut pas arriver que e=2, (s=1, 2).

Lorsque e=1, 2 1 =h 1 , en faisant m=0, nous obtenons
R2 0 1„,=0 (c=1, •••, n).

Dans ce cas la forme de Darboux (*0) se reduit à  l'un des
trois types suivants :

11
°Tf• (1112a + t ° 2 ) (

3
H 0  ( 0 0  ( OT ( n + 2 )  (H 0 ) 1 + ( )2 ) 2 )

II„,, (117 (OP = H m  (W1)3, I112 0
H a t } ,  al  (t) T  (O r' I f  ( (03 ) 3 , H .12 = 1122 = 0' .

5. Nous allons nous occuper ensuite du cas où l'une au
mioins des inégalités h, <2. est vérifiée. Nous pouvons supposer
alors que h 1 <À .

Les équations
(5. 1) H1 - 0  (f, g=1, 2 ;  i = 3, • • • , n)

sont aussi vérifiées dans ce cas.
Nous pouvons faire pl =O. Les coefficients p2 de l'équation

R  A lm =
j = 3

peuvent se mettre sous la forme
h \j h, h,' h," 11;')

(0...0 1...0 0 ...0 0...0 0
h 1 1 10.• .0 0 - • • 1 0••0 0

1 0 0
0 • 0
(0 — 0•••0 1 0 .. 0

h ' '
I jo

 0  ....0-•1 0 .•• 0
0

0 0.-0 0
( 0 0 0 • • • 0

10 1 0 0...0
0 0

, 2 • • •
P

de sorte que l'èquation dont nous venons de mentionner se ramène
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R22/nt = • • • R.! h i  4-2 Inz =

R2 11, + 3 17,1 =  
R 1

 1 h 1 ( - 1 )  + 3 /nt,

R2 pt,l+h1(.3 ) + 2 Lyn 
= R1 1.4.1-7,1(8 -1 ) +h 1 (S) +2 i l l t

Ai+3 em= P2R1 xi-Ea

(1?2 „,„,=p e R,„,„i; si h ,= Àe

11?3„,m-- = Pe Rinim+ R 1  n-,M ,  si h, <À,

(P1 =h 1 +  ••  •  4 - h r” , s=1 , ••• , r,
VI= h i+  +h i', hi > hi' > ... > hIT ) >1 )

6. L 'éq u tio n

1-1:2 R, G,„ 2111: R 2 „, = 0 (i = 3, •••, n)

s'écrit, grace à (5. 1)

I12!2 Rin„, + (21121 —  a! 114) R,k 1„,= 0 (k  = 3, •••, n).

Faisons-y i =À, + 2 .  Il vient d'après (5. 2)

=0

de sorte qu'on a

(21g— a i
k i l j )  .1? v a „, =0

ce qui nous montre que

H21=18,'H-4 (i=3, ••-, n ; k =h , +3, •••,n),

en particulier,

H 2 11.2'•• •

L'équation

1-1;j: R I I  R2o,„, =0

devient maintenant

— 8 [111D Ricom (111- 8 i° H 1 ) R 3 1 , =0

Faisons-y i = 2 , +  2 , nous obtenons

)41'7:= 11'4 •
Nous avons donc

(5. 2)



54 re,y6 Kanitani

(H 21-18 i'H2)R 1.1.+ (I I  8 ;3 H,F2)R2,,,,=0
(a : 3— >h,+2),

d'où

(b =3, •••,

(6 . 2) I g = l a i 'i H 2:22 1 (d= h,' +3, • • • ,

J-/;1 = 8 ," 1 / , ( i= 3 , ••• , n; u=h,l-h,' +3, • •• , n),
en particulier,

H1H  , si r >  1
L'équation

H  R ic ,„,+211,7R10,„,=0
s'écrit

(6 . 3) 8  H i l)R,„/„„ = 0

Faisons-y i = 2 ,  + 2 .  Il vient

, si 7  > 1

de sorte qu'on a
h i-F h t ,  a

(6. 4) E (2Hf, —  H,)R , a ,„,= 0  ,  si r >  1
o =3

7. Supposons d'abord que r >  2. Dans ce cas en faisant
h,d- h,' h ,"  +3  dans (6 . 4 )  nous obtenons

et, par suite,
I R =  I -  I ,

1 1 4 =1  H2:-] , 1 1 .21= 1 M

(i, = 3, •••, n).

Portons les dans Hjg=o, 1-14--=-O. Il vient

H,7=-H17=11,27,-=0 (0- =1, • • • , n) ,

H, = 112,;' ------ 0  (Cr =1, • • • , n ; i = 3, •--, n) .

L'équation

H' R0 1,,,  Hac% R i a l t o  ± Haaj R i „,„-= 0

s'écrit maintenant
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(7. 1) (Hri—  ; a ; 112j)R i ,„+112,Rj ,,„,+.14R,,,„.= O.

Faisons-y d'abord i=j---2 ,+2. Il vient

1-12
1 = 0 , H AX11+422,). +2 =  2-FIZA1 +2

Faisons ensuite j=; 1 +2, Il vient cette fois-ci

Hi'l;;2=11221
de sorte que l'équation (7 .1 ) devient

(M I -8;114-8,a H, ) R „,=0
ce qui nous donne

H a j k1121+8„k112j (i, j=3, •••,n; k =h, +3, •-•, n).
De même, de l'équation

11,7j R 1 0 1„.+TIZR o i ,„+Ilri R i N „,.---0
on déduit

=  2 1 4 1 A ,+2 = 2 1 1 22 A 1+2

i À)!1+4.-22 =  H 11=  1 1 22i ( i +  2),

(H,1— a r H i l—a i ' l l i pl?,,,,+H112 1„,+H,J1?,1,=0
(a: 3-->h1 +2)

Faisons-y d'abord i=j=h,+h,' +3, et puis j=h,+h,' +3,
+111 + 3 .  Il vient

H,',„+ ,„,„3 =0  , IR =0 .
Nous avons ainsi

H = a i kH+8,kH,li  (i, j, k=3, • •-, n)
et, par suite,

111 =H 2=-0 ( I T  r= 1, •••,n),
H=0 (i, j, k=3, • -•, n)

grace à H 1g=0.
L'équation

H inj R,,,,,„„+H ;k R „,+HL R ,„„,=0
s'écrit maintenant

1 1 :11,1R  k!lnt +  H II 1!

+HZRIaln, +H1 R,21,, =H « O.
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Faisons-y d'abord i=j=k =2 ,+2 , et puis j- - k -2 ,1 -2 , 21+2,
et enfin +2 ; j ,  j À1 + 2 .  Il vient

(i, j= 3 , ••• , n).

En somme, nous avons (o-, 7 ,  p=1, •••, n).
Même quand = 2 ,  si e > 1  en faisant i = n  dans (6 . 3 ) nous

obtenons H 11- 0  de sorte qu'il viennent, par le raisonnement préce-
dent, 1-10 0 ( 0 - , 7 ,  p =1 , ••• ,n ) .

8. Lorsque r = 1  (2 1 =h 1 +h 1') ,  e > 1  nous avons

R = 0 ,  • • •  R 2 111+2

R2 hi+3 h  
—

R E ilm , • • • R 2I 1ne R I h i +2 1 ,1 1  I

R2 Al+3 / n t  - - r 2 R 1  1 1 + 3  In .

11
,
22= 0 ,  1-14=iH,g,

( i - =3 ,• • • ,n ; b * =V +3 ,• • • ,n ) ,

1-14-18.,"H,,:i+M+A -87 4- h‘H ,=0 (6=3, •••, h 1
1 +2),

(i=3 , •••,n ; r=2 1 +3 , ••• ,n ) .

Si H 1 =0 , nous avons d'après (6 . 3 ), (8 . 1)

H21=1 ail =  11
21

( i ,  = 3 ,  • • •, n).

Il en résulte, comme nous l'avons déj à démontré, que H = 0
• •-, n).

Supposons ainsi que H O. L'équation (6 . 3 ) donne alors

(a=3, •••, 14+2 ; n),

(b=3, •••, h,' +2 ; i=3 , • • • , n ) ,
1  I?„,„,= (2H,:22—H,)R1,.,, ( r= 2 1 +3, • • •, n).

Il faut do-r-IC' que

e= 2 , 2 2 = h, ,

Nous voyons ainsi que, si nous laissons à côté le cas ou H o „ = 0
(p, cr, 7 = 1 ,  •  •  •  ,  n ) ,  nous n'avons que les deux  cas pourvu que e >1 :
le  cas (e=3, 2„=h 8 )  dont nous avons déjà étudié au second mémoire,
et le cas oit (e=2 , h ,<2 „ h 2 =2 2 ). Le cas dernier pen t être regardé
comme limite du cas premier lorsque p2--->o1.


