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§  1 .  Introduction — Nous nous occupons ici principalement de
l'opérateur différentiel elliptique  à  coefficients indéfiniment déri-
vables.

B. Malgrange a démontré dans sa thèse [6] l'existence d'un
noyau élémentaire pour l'opérateur différentiel elliptique petrowskien
(voir la définition au § 5) à  coefficients analytiques. Un peu plus
avant, A. Grothendieck [4] avait remarqué qu'il y a une dualité
entre l'espace des solutions d'une équation elliptique homogène
dans un ouvert et l'espace des solutions de l'équation transposée
dans l'ouvert complémentaire. A. Grothendieck a supposé l'exist-
ence d'un noyau élémentaire pour l'opérateur différentiel et une
propriété des solutions de l'équation homogène. Tous les deux
auteurs n'énoncent leurs résultats que pour l'opérateur elliptique

coefficients analytiques. Mais d'après des efforts de N. Aronszajn
[ 1], L . Nirenberg [8], et dernièrement A. P. Calderón [3], on est
arrivé de trouver une vaste classe d'opérateurs différentiels
coefficients non analytiques qui satisfont aux hypothèses de Mal-
grange et Grothendieck. Je vais faire une remarque  à  ce fait et
je proposerai deux conditions qui sont un peu plus fortes, mais
plus maniables que celle de Malgrange. Malgré le résultat re-
marquable de A. P. Calderón, on est encore loin de résoudre
complètement le probleme du prolongement unique des solutions
de l'équation elliptique (voir la définition au ,§ 4) à  coefficients
indéfiniments dérivables. Je pense qu'au moins, en ce moment, il
n'est pas inutile d'envisager ces conditions pour les opérateurs
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différentiels à  coefficients indéfiniment dérivables. Aussi je dé-
montrerai l'équivalence de la propriété de Runge bien connue et
de la propriété du prologement unique des solutions de l'equation
aux dérivées partielles homogène dont l'opérateur possède un noyau
élémentaire à droite.

§  2 . Un rappel sur des noyaux

1. Noyaux. Nous utilisons couramment des notations dans
la théorie des distributions par L. Schwartz. (par exemple, g :
l'espace des fonctions indéfiniments dérivables. : l'éspace des
fonctions indéfiniment dérivables à  support compact, ED': l'espace
des distributions, g' : l'espace des distributions  à  support compact.)
Par le théorème des noyaux, une application linéaire continue de
M dans T' peut être définie par une distribution à. deux variables
qu'on appelle noyau. Un noyau E sur R" x R" est dit régulier si
l'application de 5) dans qu'il définit se prolonge en
une application continue T---). E .T . de g ' dans T ' e t s i *— .E.*
applique D  dans g. Alors pour le noyau régulier, la formule de
transposition <q), E.qr> = <E'yo, ,fr> pour (p, lp G D,  E ': la trans-
posée de l'application E, reste valable quand on remplace 99 (ou *)
par une distribution à  support compact T .  S i E  est un noyau
régulier, et indéfiniment dérivable sur le complémentaire de la
diagonale, alors E  sera dit très régulier et la formule de trans-
position reste valable pour 99, * qui sont deux distributions
support compact dont les ensembles de singularité ne se rencon-
trent pas, (c'est à. dire que sur tout ouvert, une des deux distri-
butions soit indéfiniment dérivable).

2. Noyaux élémentaires. Un noyau est dit noyau élémentaire
gauche (res. à. droite) de l'opérateur différentiel P si pour tout

EP9)..,q)E M, on a . S i  E  est en meme temps un noyau(PE (P 97)
élémentaire à  gauche et à droite de l'opérateur  P : T ' ,  il est
dit noyau élémentaire bilatère de P.

§  3 . Des conditions pour l'existence d'un noyau élémentaire
bilatère très régulier pour l'opérateur différentiel elliptique.

Nous considérons ici toujour l'opérateur différentiel sur R".
B. Malgrange a démontré l'existence d'un noyau élémentaire

bilatère très régulier pour l'opérateur elliptique au sens de Petrowski
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sous la condition (c) comme suit. (désormais, nous utilisons le mot
"elliptique" seulement au sens de Petrowski donc nous supprimons
le mot petrowskien.) Pour tout compact K ,  on dit l'enveloppe
réciproque de K , designant K , le plus petit ensemble fermé qui
possède les propriété suivantes

x- ck; „,, E 13/1C K  entraîne pc K
(ici P  est le support de Pp, est celui de ,u)

La propriété (c)
On dit que l'opérateur différentiel P possède la propriété (c)

si, pour tout K  compact dans R ", K  est compact et l'application
P:e s t  b i u n i v o q u e .

Cette propriété est assez commode pour la construction d'un
noyau élémentaire, mais elle n'est pas très maniable de la vérifier
pour l'opérateur différentiel à coefficients variables. Alors nous
examinons deux autres conditions un peu plus fortes mais plus
concrètes que (c).
La propriété (c1)

Nous dirons que l'opérateur P possède la propriété (c,) s'il
possède la propriété suivante :

"Si une distribution u E  6 ' est une solution de l'équation
Pu =0 dans un voisinage d'un hyperplan qui soit un hyperplan
d'appui du support de u, alors il existe un autre voisinage de cet
hyperplan où u s'annule identiquement."

On voit bien que pour un opérateur hypo-elliptique, l'unicité
du probleme de Cauchy "faible" dans R " pour toutes les direction
entraîne la propriete (ci ). L'unicité du probleme de Cauchy "faible"
veut dire que l'équation homogène Pu = 0, avec les données
initiales sur tout un hyperplan, a au plus une solution dans un
voisinage de cet hyperplan.

PROPOSITION 1. La propriété (c l ) pour un opérateur dif férentiel
im plique la propriété (c).

PROPOSITION 2. S i l'opérateur diéfférentiel P  possède la pro-
priété (c.), alors quel que soit un com pact K , K  est contenu dans
l'enveloppe convexe fermé de K.

Nous allons faire la démonstration sous une condition plus
faible que (c1 ). On verra au § 5, qu'il y a des opérateurs en
dehors du cadre de l'ellipticité, qui satisfont à la condition (C2)
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suivante mais pour qui on ne sait pas démontrer la propriété (c1 ).
Définition .

On dit qu'un ensemble est strictement convexe à un point p
de cet ensemble s'il admet un hyperplan d'appui à  ce point p tel
que cet ensemble ne rencontre l'hyperplan qu'A ce point p.
La propriete (c2 ).

Nous dirons que l'opérateur P possède la propriété (c2 )  s'il
satisfait à  la condition suivante :

"Si une distribution u  est une solution de l'équation Pu = 0
dans un voisinage d'un point de son support, et si le support est
strictement convexe à ce point, il existe un autre voisinage de ce
point où u  s'annule identiquement."

PROPOSITION 3. Si l'opérateur différentiel hypo-elliptique P Pos-
sède la propriété (c,), on a P - CF(K) Pour K  compact quelconque
dans R n. (Ici r(K) est l'enveloppe convexe fermée de K)

Démonstration. On suppose que pour 99 E  S ', PP  C compact
fixé K, on démontrera que yon 17(K ). Supposons le contraire, c'est

dire qu'il y ait un point p  de q,  qui n'appartient pas à r (K ).
Alors, comme I:(K) est l'intérsection de toutes les boules fermées
qui contiennent K , donc il existe une boule fermée B  qui ne
contient pas p  et qui conient r(K), dont le centre sera désigné q.
Puisque q) est compact, les homothéties de la sphère de B de rayons
suffisamment grands n'ont pas de point commun avec P .  En
faisant diminuer ces rayons, on trouve la première qui touche (p.
Posons p ,  ce point de rencentre, on trouve que p, E (7) e t  99 est
strictement convexe à  p ,  dans B  qui est un voisinage de l'hyper-
plan d'appui à p ,  de 45 où  q ,  est une solution de l'équation ep = O.
Donc s'annule identiquement, ce qui est une contradiction. Alors
on peut dire que KC Iwo. Comme l'enveloppe convexe fermée
d'un compact est compact, k est compact, c'est à dire que P possède
la propriété (c), parce que P.95 =q) entraîne q) (/) par la meme dis-
cussion ci-dessus.

Maintenant, on peut énoncer le théorème d'existence d'un
noyau élémentaire bilatère très régulier pour l'opérateur différentiel
elliptique à  coefficients indéfiniment dérivables, qui satisfont à  la
condition (c2 )  dans R .  Evidemment (c2 )  est plus faible que (c1).
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On verra des conditions pour les coefficients qui assurent (ci)
ou (c2 )  pour les opérateurs elliptiques. Mais aussi il y a des opé-
rateurs non elliptiques qui satisfont à la condition (c2 )  (quelques
opérateurs hyperboliques.)

On peut démontrer en plus, sous la même condition, une pro-
priété de R unge "faible" pour les solutions de l'équation homogène.

THEOREM 1 (M algrange)
Sous l'hypothèse de (c) pour l'opérateur transposé P ' de P  l'opé-

rateur différentiel, qui possède un noyau élémentaire d gauche, semi-
régulier à droite sur R ", quelque soit ouvert relativement compact f2,
il ex iste un autre ouvert n ' relativement compact dans R n  qui contient
12, qui possède la propriété suiv ante: S oit f  ES (1 '), e t  P f= 0  sur

f  est lim ite dans 6(12) de fonctions gES(Rn) et vérif iant P g= 0
dans R".

(REMARQUE) Au cas de l'opérateur elliptique, il n'est pas néces-
saire qu'on suppose l'existence d'un noyau élémentaire, parce que
la propriété (c) déjà garantit son existence.
Démonstration

Puisque l'existence d'un noyau élémentaire à gauche semi-
régulier à droite est supposée, l'application  P ' ;  6 ' est un
isomorphisme topologique (dans), alors P '6 ' est fermé dans g',
donc, si v E 6 ', v E f2 orthogonal à  toutes les solutions de l'équation
Pu =0 dans R n , pE PT  ,  c'est à dire qu'il existe une fonction

E 6' telle que = P',f.t. Posons (2' un ouvert qui contient (2, alors
[6(12 12', (parce que (

2 est com pact.) Donc <v, g>=0 pour
toutes les solutions g  dans Il' de Pg= 0, parce que <1), g > =

P g > = 0 .

COROLLAIRE
S i l'opérateur P ' elliptique satisfait d la condition (c,) ou (c2),

pour tout ouvert convexe I l ,  une solution f  de P  f  =0  dans 12 peut
être approchée par des solutions g i  d e  Pg i = 0  dans R n .

Démonstration.
Il suffit de démontrer que la restriction de f  à un ouvert f2,

relativement compact tel que soit contenu dans '12, est approchée
par g , pour la topologie de 6(12k) ,  ce qui est justement la consé-
quence du théorème parce que n  est un ouvert convexe donc

c r(12), donc le corollaire est démontré.
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Le théorème qu'on a démontré est justement la condition pour
l'établissement du théorème de la dualité de Grothendieck (Grothen-
dieck [4 ] §  3  proposition 3).

Alors on peut vérifier la dualité entre l'espace des solutions
de l'équation elliptique homogène dans un ouvert relativement
compact dans R ", et l'espace des solutions de l'équation homogène
transposée dans un voisinage du complémentaire de l'ouvert, pour
l'opérateur différentiel elliptique qui possède ainsi que sa trans-
posée la propriété (c1 ) ou (c) et qui sont à  coefficients indéfiniment
dérivables.

§  4 .  La propriété de Runge et la propriété du prolongement
unique.

Sous l'hypothèse de l'existence d'un noyau élémentaire à droite
semi-régulier pour l'opérateur différentiel P , on peut facilement
démontrer l'équivalence entre la propriété bien connue de Runge
et la propriété du prolongement unique. D'abord, précisons-les.

Nous dirons que l'opérateur P  possède la propriété du pro-
longement unique s'il possède la propriété suivante (A)
La propriété (A).

Quelque soit un ouvert 12, si u est une solution de l'équation
P u = 0  dans 12, s'annulant identiquement dans un overt f2, c 12, dans
R ", u est identiqum ent nulle dans n.

Nous dirons que l'opérateur P  possède la propriété de Runge
s'il possède la propriété suivante :  "S i f /  est un ouvert dans R n

tel que ,î2  (la réunion de 12 et tous les composants connexes com-
pacts du complementaire de 12) &gale à 12,  toute f  E ig(n) et véri-
fiant P f=  0  est limite de g , qui sont des solutions de l'équation
P g i -=  0  dans Rn.
THEOREME 2 .  S i l'opérateur P ' transposé de P  un opérateur différ-
entiel hypo-elliptique, qui possède un noyau élémentaire d droite, la
propriété de Runge pour P  est équivalente à  la propriété du pro-
longement unique pour l'opérateur P'.
(REMARQUE) P. D. Lax l'a démontré pour l'opérateur elliptique de
2nd  ordre. Il me semble que sa méthode est applicable pour
l'opérateur d'ordre>2, mais notre démonstration est très simple.

D'abord nous démontrons à partir de la propriété de Runge
la propriété (A). Par l'observation de L . Nirenberg (voir P. D.
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Lax [5]), il suffit de démontrer que si une fonction u E M(R) est
une solution de l'équation ru = 0 dans le complémentaire d'un
compact K = k et K  soit contenu dans l'intérieure du support de
u, u O dans CK.

Posons v = ru, v E l(R n), v  K , alors y est orthogonal aux
solutions f  de l'équation Pf= 0 dans  R " , parce que <y , f > =
<u, P f > -= O. D onc par la  propriété  de Runge il est aussi
orthogonal à  g, solution de Pg= 0, dans un ouvert quelconque qui
contient K = K , E n particulier, pour toutes les fonctions qi E D(R)
telles que leurs supports soient contennus dans le complémentaire
de K = k, E.(p= g  est une solution dans un ouvert qui contient
K = k , qui ne contient pas le support d'une fonction cp, donc y
est aussi orthogonal à  g , c'est à  dire que <y , g > = <y , E p > =
< u ,  ( p >  O. Ce qui signifie que u est identiquement nulle dans
le complémentaire de k. c. q. f. d.

L'inverse est presque tout démontré par la proposition 3, parce
que la propriété (A) implique evidemment (c1 ), (c,), alors on peut
voir facilement k=k (qu'on a introduit ici). Alors dans le coro
llaire du théoréme 1  on peut remplacer P(1 -21 ) par 1-2, et aussi un
ouvert convexe par n'importe quel ouvert 12 tel que 1 2  --=-- h .  La
propriété de Runge sera alors démontrée.
COROLLAIRE. S i P  est un operateur elliptique à  coefficients indéfini-
m ent dériv ables, alors la propriété de R unge e s t  éqivalente à  la
propriété du prolongement unique.
Démonstration.

On sait que l'opérateur elliptique possède toujours un noyau
élémentaire à droite, (toujours semi-régulier à  gauche par la hypo-
ellipticité) dans un ouvert 1 2 dont le diamètre est suffisamment
petit, alors, comme la propriété du prolongement unique est une
propriété locale, donc la démonstration ci-dessus est justement
applicable en prennant un ouvert  1 2  suffisamment petit au lieu de
R". Pour la démonstration du sens invers, il suffit de remarquer
que la propriété (A) implique (c) (c1 ) (c 2 ) , par suite, garantit l'exis-
tence d'un noyau élémentaire très régulier bilatère.

§ 5 .  Divers exemples.

D'abord, énumérons les opérateurs pour lesquels on est
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assuré de prouver la propriété du prolongement unique. (C'est
dire (A).)

Naturellement, par le théorème d'Holmgren, les opérateurs
elliptique à coefficients analytiques, en particulier, a coefficients con-
stantes, ont cette propriété. Après Holmgren, Carleman a prouvé
cette propriété pour les opérateurs elliptiques dans R 2  à  coefficients
indéfiniment dérivables, dont les polynomes caractéristiques n'ont
pas de racines multiples complexes. En 1956. N. Aronszajn [1] a
réussi de la démonstration pour les opérateurs elliptiques générales
de 2nd ordre. Finalement, 1958, A. P. Calderón [5] a établi une
généralisation complète du resultat de Carleman. Il a trouvé un
théorème remarquable qui assure cette propriété pour les opéra-
teurs elliptiques dans R" à  coefficients indéfiniment dérivables
dont les polynomes caractéristiques n'ont pas de racines multiples
complexes dans le domain complexe avec deux cas exceptionnels.
Mais pour les opérateurs d'ordre>2, de caractéristiques multiples,
on ne sait que très peu de choses en ce qui concerne la propriété
(A).

Tandis que pour les conditions (c1)  et (c,), on a trouvé quel-
ques types de conditions de coefficients de l'opérateur différentiel.

L . Nirenberg a trouvé diverses conditions pour l'unicité du
probleme de Cauchy pour une direction. Nos conditions (c,), (c2 )
sont indépendantes de la direction. Alors, il faut discerner des
conditions qui sont invariantes par le changement des coordonées
par l'application linéaire de R"--)•12" non-singulière. Maintenant
nous noterons un opérateur différentiel sur R" écrit de la manière
suivante.

1 aot i  a6., 1  a.-P  =  P(x, D) =  E aa(x)
I., i a X 1  a x 2 i

I a I -= +  a 2 + + a n

a„ ••• , an

On dira le polynome caractéristique de P(x, D), le polynome
suivant :

P(x, =  E  ' ( X ) C 6 e7 .1
101

On dit l'opérateur P  elliptique (au sens de Petrowski) si et
seulement si P(x, x  E /2" entraine -= 0 pour r é e l .  A lo r s
la condition de A. P. Calderón [5] pour un opérateur elliptique P
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est que P (x , )= 0  n'admet pas de racines multiples pour E U '
= 1  xERfl.
La recherche de L . Nirenberg montre que, pour les opéra-

teurs P  de "Constant leading term", c'est à  dire P(x,)----. 13 e .
S'il satisfait à  la condition de A. P. Calderón, alors, l'opérateur P
possède la propriété ( c ) .  P  n'est pas nécessairement elliptique.

S. Mizohata [7] a trouvé aussi une condition pour l'opérateur
P  elliptique qui assure la propriété (c1). Il a  demontré que si P
est un operateur elliptique d'ordre 2m et si P (x , )= - P 0  (c'est
dire, "Constant leading term".) et si P ne contient pas des opéra-
teurs de dérivations d'odre r, m +1.<r<2m , alors P  possède la
propriété (c1). Il y a aussi des opérateurs elliptiques d'ordre>2,
du type spécial qui sont assurés d'avoir la propriété (A). Mais il
n'y a pas de théorie générale.
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