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§0. Introduction

Soit £ un ouvert borné de R" A frontiére I' une hypersurface de
classe C=. Supposons que £ soit situé localement a un seul cOté de
I Nous considérons, dans £, un opérateur différentiel elliptique
L(x; D,) dégénéré au bord ayant l'expression

(0.1) Lu(x)=L(x; D)u(x) E’%P"(x; D) {o(x) " u(x)},

oll p(x) désigne la distance du point x& & jusqu’a la frontiére I', et
pour chaque 2 (0<h<k), P"(x; D,) soit un opérateur différentiel
d'ordre <(m—h) a coefficients de classe C~(£), et en particulier,
soit P°(x; D,) elliptique d’ordre m (au sens ordinaire) uniformément
sur 2. Donc, cet opevateur L est d’ordrve m de la différentiation,
et d’ordre k de la dégénévessance, on les m et k sont supposés
deux entiers tels que

(0.2) 0<<k<m=2b avec b: entier=1.

Tout d’abord, nous avons besoin d’éclaircir la partie principale de
cet opérateur L. Dans un compact fixe quelconque dans l'intérieur
de £, L est évidemment elliptique d’ordre m non dégénéré, donc sa
partie principale est

(O 3) -L(i]nt. u(x) ___p(x)kP"O'(x; Dx)u(x)’
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tandis qu’au bord, il serait mieux de penser que 'sa partie principale

est
k
(0. 4) Lg»mu(x) :lgu n/:—h(x; D.r) {ﬁ(x)k—hu(x)},
ol les Pn_.(x; D.) (0<h<k) désignent les sommes des termes d’order

exactement = (m— i) dans les opérateurs P*(x; D.).

Etant donné un opérateur L de la forme (0.1), qu'est ce que
nous avons comme problemes bien posés dans le cadre de L*(£)?
C’est une question, encore vague, qui nous intéresse.

Voici un probléme bien posé traité par Monsieur M. S. Baouendi
(12] et [3]). Il a considéré un opérateur

0.5) Lu(x)=—3

0
i j=1 696,

{au(x)p(x) %u(@} +e(x)u(x),

ol il a supposé que les a;;(x)(€C=(2)) forment une matrice réelle
hermitienne strictement définie positive sur 2, et que ¢(x) (a valeurs
réelles) satisfasse aussi a une certaine hypothése de la positivité.
Dans ces conditions, il a défini un espace hilbertien

©.6) V- {u<x)eL2(g); Volx) 0% e 1), 1gjg,n},

0x;

et une forme sesquilinéaire sur Vx V

0.7 Llu, vl Ez Sga,-,-(x)p(x) gg : %dx + Soc(x)u(x) 2D dx.

Alors, cette forme sesquilinéaire L[u, v] devient V-coercitive, et 1'on
voit que l'opérateur L défini par (0.5) est un isomorphisme de V sur
son dual V’. Le théoréme d’existence et d’unicité lui-méme étant
ainsi simple, M. Baouendi a conentré ses efforts & démontrer ’hypo-
ellipticité de L. Dans cet exemple, la situation que (m, k)=(2,1)
n’a pas d’importance. Pour un (m, k) général (avec m: pair), nous
pouvons considérer le méme genre d'opérateurs en y attachant une
forme sesquilinéaire analogue a (0.7), et, nous obtenons un théoréme
d’existence et d’unicité (sauf I'hypoellipticité).
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Ceux qui étaient importants dans le travail de M. Baouendi se
résument en deux points suivants: Premi€rement, sa position du
probléme était variationnelle, et ceci était méme essentielle pour avoir
la régularité. Et, deuxiémement, aucune condition aux limites n’inter-
venait dans le théoréme d’existence et d'unicité. C’est-a-dire, selon
la premiére étape de son résultat sur la régularité, L’opérateur L
défini par (0.5) était un isomorphisme de l'espace hilbertien

W={u(x)e H'(2); o(x)u(x) € H'(2)}
sur L*(Q).

Maintenant, nous nous demandons si les probléemes variationnels
sont-ils seuls” problemes bien posés par rapport aux opérateurs ellip-
tiques degéneéres.

Comme il est connu, dans la théorie des opérateurs non dégénérés,
il y a deux catégories des théories: l'une est celle des problémes
variationnels (de Vishik-Sobolev), et I'autre est celle des problémes
aux limites généraux (d’Agmon-Douglis-Nirenberg [1] et de Schechter
[7]). En revenant aux opérateurs dégénérés, le résultat cité plus
haut de M. Baouendi appartient & la premiére catégorie.

Alors, existe-t-il une analogie avec les problemes aux limites
générax aussit pour les opérateurs elliptiques dégenéreés?

Nous pourrions chercher une telle analogie méme dans le cadre
de L? avec 1<p<Coo. Mais comme la premiére étape, nous en cher-
chons une dans le cas p=2. Pour fixer les idées, nous écrivons
I’équation
(0.8) L(x; Dou(x) =f(x),

ol L a été défini par (0.1). Quand on donne une fonction f(x) du
deuxiéme membre dans la classe L*(®), il sera raisonnable, pour le

moment, de chercher une solution #(x) dans l’espace’ fonctionnel
0.9) Wr@={u(x)e H*(Q); p(x)'u(x)€ H"(2)}.

La premiére difficulté que nous rencontrons, c’est /a question des
traces. Etant donnée une u(x)< W (L), nous n'avons que (m—k)
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traces {rou, -+, Ymua#; au sens ordinaire (si m =4k, il n’existe rien).
La deuxiéme difficulté est de déterminer le nombre des conditions
aux limites. Dans le cas non dégénéré (k=0), nous avons pu poser
exactement b=m/2 conditions. Mais, dans le cas présent (dégénéré),
nous ne pouvons plus copier une telle formulation a cause du nombre
des traces qui existent. Ces deux difficultés ont donc des rapports
intimes l'une l'autre. Pour éliminer ces difficultés, nous allons faire
une simplification brutale de l'opérateur L.

D’abord, nous écrivons #+1 au lieu de # (donc #=0 dés main-
tenant). Remplacons 2 par le demi-espace

(0.10) R '={(x, t)eR""; t>0}.

Alors, la fonction p(x) ci-dessus devient maintenant ¢, Et, nous
supposons que les P* (0<h<k) dans la formule (0. 1) soient a coeffi-
cients constants. En somme, nous obtenons un opérateur L simplifié

comme suit:
(0.11) Lu(x,t)=L(t; D, D)u(x,t) ——-’Z:})P"(D,., D)t u(x, 1)),

Bien que l'opérateur réduit (0.11) soit “proche” de celui général
(0.1) dans un certain sens au voisinage de la frontiére, nous ne
pouvors faire autrement que d’admettre que nous ayons perdu beau-
coup de généralités. Mais cette réduction a été nécessaire pour
lauteur qui a désiré utiliser la transformation de Fourier non seule-
ment en x mais aussi en f. Donc, dés maintenant, nous nous con-
centrons a l'opérateur L du type (0.11) en pensant qu'il montre une
modéle de 'opérateur général défini par (0. 1).

Maintenant, la réponse a la question des traces est bien claire.
Nous écrivons W au lieu d’écrire W (R’*"). Alors, chaque élément
u de W a exactement m traces {r,u(x)}72%3%, ol les ru(x) avec
0<g<m—k—1 sont ordinaires, mais les r,u(x) avec —k<g<—1
sont des quantités globales:

Diu(x, +0), si —k<g<m—Fk—1;

0.12 a = y
012 {<—1>“‘Sot-v—1u<x,t>dt, st —hsg<-l.
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Et nous voyons facilement que
(0.13) reu(x) € H =+ WD(RY), pour —k<g<m—k—1.

Ce qui demeure encore difficile est la question des conditions a
poser sur ces traces {r_u(x), , rmuau(x)} (notons son transposé
par % (x)). Dans la théorie d’Amon-Douglis-Nirenberg et de Schechter,
il s’agissait d’'une condition algébrique qui s’exprimait, ‘“Les opérateurs
au bord, qui définissent les conditions aux limites, recouvrent L.
Nous appelons cette condition celle de Shapiro-Lopatinski (en bref,
de (S.L.)). Dans le cas présent (dégénéré), nous pouvons enfin
formuler une condition analogue, appelée aussi celle de (S.L.), en
utilisant la théorie de Fuchs pour les opérateurs différentiels ordin-
aires. Et, comme conséquence, nous verrons que le nombre des
conditions aux limites & poser est aussi égal & b=m/2. Mais la
détermination de ce nombre n’'était pas banale, au moins pour 'auteur.
Le tiers de ce mémoire y est consacré.

Le résultat principal de ce mémoire est l'estimation a priori
énoncé comme le Théoréme 2 dans le paragraphe 6 (voir l'inégalité
(6.20)), ol nous trouvons une analogie visible avec l’estimation a
priori connue dans le cas non dégénéré (on peut poser k=0 dans
(6.20)). Nous pouvons en tirer la conclusion suivante: Autant que
nous nous bornions aux opérateurs du type (0.11), nous avons l’esti-
mation a priori et un certain théoréme d’existence et d’unicité des
solutions sous certaines conditions en plus. Et, méme la représen-
tation des solutions par des noyaux est possible. Ce sont tout a fait
analogues au cas non dégénéré.

Ce qui reste a faire est de généraliser cette estimation a priori
au cas d’opérateurs généraux du type (0.1) définis dans un ouvert
quelconque £ de R". Apparemment, nous ne pouvons plus traduire
I'inégalitée (6.20) mot a mot au cas général, parce que nous devons
changer la définition (0.12) des traces d’ordre négatif. Alors, dans

ce mémoire, nous ne discutons rien sur cette généralisation.

Nous expliquons la relation entre les paragraphes de ce mémoire.
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Le §1 a pour but de définir 'espace fonctionnel W;. Dans le §2,
nous traitons les opérateurs du type (0. 11) mais d’une seule variable
¢, et nous posons la condition “indicielle” sur L et la condition (S.L.)
sur les conditions aux limites. Le Théoréme 1 énoncé dans ce §2
est le plus fondamental. Nous démontrons le Théoréme 1 dans le
§3 sous la réserve des trois propositions importantes. Nous traitons,
dans le §6, les opérateurs du type (0.11) de (n+1) variables (x,?),
ol le Théoréme 2 est le plus important dans ce mémoire comme
nous avons déja expliqué. Le Théoréme 3 n’est qu'un corollaire du
Théoréme 1. Donc, ces §§1, 2, 3 et 6 forment la ligne principale.
Les autres paragraphes, §4, §5 et § Appendice, sont auxiliaires. Ce

sont consacrés a démontrer les trois propositions utilisées dans le §3.

§1—8§2—§38—3§
/ N\

§4—§5 <——3%A

6

Le présent mémoire a été écrit pendant le séjour de l'auteur a
la Faculté des Sciences de Paris sous la direction de Monsieur le
Professeur J. L. Lions. L’auteur désire lui exprimer sa reconnairrance
profonde pour son encouragement. L’auteur remercie aussi a Monsieur
D. Fujiwara qui a minutieusement examiné le manuscrit au prix de
beaucoup de temps.

Le résultat concernant des opérateurs d’'une seule variable a
été annoncé dans |9].

§1. Espaces de Sobolev avec poids W}

Désignons €, R et R, les ensembles des nombres complexes,
réels et positifs respectivement. Etant donné un entier positif #,

notons par R’*!' le demi-espace de R"*' défini par
(1.1) R ={(x,1)= (x4, -, x.,, 1) ER"™; {=>0}.

Soient L*(R""), L*(Ry') et H'(R}) (r: entier=0) l’espace des
fonctions #(x,¢) de carrée sommable sur R""', celui sur R} et
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I'espace de Sobolev habituel d’ordre » sur R’*' respaectivement. Ce
sont tous espaces hilbertiens sur €. Le complété de D(R) dans
H'(R*") est noté par Hy(R."). La transformation de Fourier <&:
L*(R)—L*(R) en une seule variable est définie par

(1.2) FO—FF(=FFD1=\" Fet,

et celle en plusieurs variables est définie analoguement.
Etant donnés, en général, deux entiers 1 et u tels que 0=<u<4,
nous définissons un espace vectoriel complexe W2 par

(1. 3) Wr={u=u(x, t)e H(R"); t*u(x, t) H'(R)}.
W2 est un espace hilbertien muni de la norme suivante
(1.4) lotllwa= {llue e, ) 1 F-ncrrers + |24 (e, £) [cmn o} 2

Soit #=u(x,¢) un élément quelconque de W.2. Il existe alors
les 4 fonctions en x que nous appelons les traces de %
lim D/u(x, t), pour 0<j<A—u—1, si i>u,
(1.5) gpu(x)=4q"° -
(—1)"'“8 7 u(x, B)dt, pour —p<j<—1, si p=1,
0
oiu D,=7'9/0t. Ce sont des fonctions en x définies presque partout

dans R’". Nous écrivons par # (x) le i-vecteur formé par ces traces:

r-utt(X) u-,(x)
(1.6) 77(.%')5 rau(x) - u(x)

rot(x) o (%)
TA—n—1 u (x) / u)\—u—-l (x)

Nous voyons facilement que l’application #(x,#)—# (x) est linéaire
et continue de l’espace W} sur le produit des A espaces comme suit
A-up-1
(1.7 1 HYw iR = H¥"*(R") X --- X H'"(R").
i=-m

D’autre part, nous pouvons démontrer la caractérisation suivante

de I'espace W2 plus précise que la définition (1.3):
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(1.8) Wir={ulx, )P (R); t*u(x, ) H* (R N HE(RYD}.

Il est aussi facile a voir la continuité de l'inclusion W2c W2 lors-
que x>0. Nous remarquons encore que l’espace D(RY) est dense
dans WX

Ensuite, I'espace L*(R%*') (a fortiori l'espace W) s’identifie
avec un sous-espace vectoriel de L*(R""") par le prolongenent par 0
en dehors de R.*' de chaque élément. Nous écrivons cette identifi-
cation par u(x, t)—#(x, t):
(1.9  u(x,D)e (R —i(x 1) (€ L2 (R™)) = {”(x’ £, si =0,

0, sinon.

Soit donc #(x,t) un élément de W} avec u=1. Alors, les traces
ro(x) (1<h<u) d’indices négatives s'écrivent encore

(1.10)  you(x) =Dy {F[a(x, )]} .o, pour 1<h<p, si p=1.

Nous pouvons également considérer les mémes espaces W} lors-
que #=0. Dans ce cas, la variable x n’intervient plus. Ce sont des
fonctions #(¢) d’une seule variable { définis analoguement a (1. 3).
Leurs propriétés sont aussi analogues a celles en plusieurs variables,
la seule différence est que les traces y;# sont tous nombres complexes,
donc que I’application #(¢)—# est linéaire et continue de W} dans C*.

Les propriétés des W} énumérées dans ce paragraphe sont pres-
que toutes faciles A vérifier sauf la caractérisation (1.8). Pour voir
celle-ci, il suffira de nous rappler, par exemple, le fait suivant: Dans
le cas d’'une seule variable ¢, 'application v(¢)—t"'v({) est linéaire
et continue de Hj(R,) dans H;'(R,), ol r est un entier positif
quelconque. Pour le démontrer, nous pouvons référer l'inégalité »°
330 de Hardy-Littlewood-Polya [5].

§2. Résultat pour les opérateurs d’une seule variable t

Les opératures L que nous traitons dans ce mémoire sont d'une
seule variable ¢ sauf dans le paragraphe 6. Nous nous trouvons, dans

ce paragraphe, dans la situation suivante. Nous considérons un opé-



Problemes aux limites généraux 283

rateur différentiel ordinaire L=L(¢; D,) defini sur la demi-droite R,
ayant la forme
k
2.1 Lu(t)=L(t; D)u(t) EE{‘:P"(DD " ud)},
ou D,=i"d/di, et

(i) Les P*(D,)(0<h<kE) sont des opérateurs différentiels ordin-
aives d’ordre =(m—h) a coefficients constants complexes:

m—h

(2.2)  P"(D)=2pDi, (p;€C pour 0=h=k et 0=j<m—h),
ji=0

et les m et k sont deux entiers donnés lels que

(2.3) 0<<k<m (avec m : pair ou impair);

(ii) Parmi eux, P°(D,) est un opérateur elliptique d’ordre m avec
pa=1, donc, le polynome P°(c) ne s’annule jamais sur R;
(ili) Soient m, et m- les nombres des zéros du polynome P°(r)
situes dans les demi-plans Im. >0 et Im.<<0 respectivement. On
a alors m=m,+m-. Le cas m,=0 ou m_-=0 est permis.

Dans ces conditions, nous pouvons regarder 'opérateur L comme
une application linéaire continue de W;" dans Wi{=L*(R,). Et, de
plus, I'application #(#)—# est linéaire continue de W} dans C”, ol
# a été défini par (1. 6), c’est-a-dire,

r+U U
— T-lu . 3 oo .
(2. 4) u= , sl O<<k<<m; et = , si 0<<k=m.
ot
Tm—-k—‘lu T—lu

Deuxiémement, nous pouvons considérer la transformée de Fourier
ey pay
L=L(z; D,) de Vopérateur L:

25  L=L(; D)=3P"@(~D)™, ol D,=i"d/ds.

Si k>m, nous introduisons, de plus, (m—k) polynémes {Q,(<)} 7™ ":

ko m+h—k

26 Q=33 ni ("5 s e osg<m— k-1

h=0 j=h+qg+
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Les Q,(r) sont dordre <(m—k—1—q) (0<g<m—k—1).
Le lemme suivant est facile a vérifier, par un calcul direct pour

u(®)eD(R,), et par passage a la limite pour u(¢) € W quelconque.

Lemme 2.1: Si u()e W, nous avons alors

m—k—-1
~ > Tau'Qq(T)» si 0<k<m;
2.7 L(; DHFia(e)—F(Lu) (r)=9 =°
0, si O<<k=wm.
Nous pouvons maintenant poser un probléme aux limites que
nous allons résoudre dans la suite. Il s’agit de trouver des solutions
u(t)e W de I'équation différentielle

(2.8) Lu(t)=g(), pour g(t)e L*(R,) donnée.

Lorsque m, =0, c’est de rechercher si 'opérateur L applique W) sur
L*(R,) ou non. Mais si m,>0, 'opérateur L seul ne suffit pas pour
déterminer la solution unique de 1'équation (2.8) dans l'espace W.
Dans ce cas, on se donne encore une application linéaire & de C” sur

C" (c’est-a-dire, une (m, X m)-matrice), et un probléme se pose par
(2.8) et par une condition linéaire sur i :
2.9) Bu =b, pour beC" donné.
Autrement dit, lorsque m,>>0, le probléme est posé par le couple
{L,%}.

Voici le probléme aux limites exact:

Probléme aux limites:

Cas m,.=0: Etant donnée une fonction g(t)e L*(R,), chercher une
solution u(t) e W;" de l'equation (2.8);

Cas m,>0: FEtant donnés une fonction g(t)eL*(R.) et un m,-
vecteur be C"+, chercher une solution u(t)= W, satisfaisant a
(2-8) et a (2.9).

Cette formulation du probléme aux limites est déja classique
dans la théorie des équations elliptiques non-dégénérées (Voir, par
exemple, Schechter [7], Agmon-Douglis-Nirenberg [1], et Hormander
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[6]). Dans cette théorie classique, il s’agissait d’une condition sur
B (lorsque m,>>0), dit de Shapiro-Lopatinski. Pour le probléme
présent, nous pouvons également formuler une condition analogue que
nous appelons aussi celle de Shapiro-Lopatinski. Nous allons éclaircir
cette analogie sous une condition supplémentaire sur L. Mais, avant
de le faire, il sera probablement utile de nous retourner un peu sur
ce que nous avons fait dans la théorie classique.

Un opérateur elliptique non dégénéré correspond a notre L avec
k=0. Alors, sa transformée de Fourier f n'est qu'un polyndme
P°(z). Regardons la formule (2.7) et détournons, pour le moment,
les mémes notations en pensant que £=0. Les équations (2.7) et
(2. 8) nous donnent tout de suite

() Fa(e) = P (HFLO) + S Q).

Dans cette formule (a), le premier membre se prolonge comme une
fonction holomorphe dans le demi-plan inférieur Im.z<<0. Donc, pour
que l'équation (a) soit vraie, il faut et il suffit’ que son deuxiéme
membre soit aussi holomorphe dans Im.t<<0, plus précisément, holo-
morphe & chaque zéro du polynéme P°(r) situé dans le demi-plan
inférieur Im. r<C0. Pour fixer les idées, nous posons g=0 dans la
formule (a). Et designons par E le sous-espace vectoriel de C” formé

par les vecteurs (_J)=”luo, o, Unay (T se lit “le transposé de ---)
tels que

m=—1
(b) P°(z)7*>lu,-Q,(x) soit holomorphe dans Im. r<<C0.

q=0

Nous voyons que l'espace E est de dimension #m,. Alors, pour avoir
une solution de I'équation Lu=0 et de Bu =b pour n’importe quel
vecteur b& C™, il faut et il suffit que l'application & restreinte a £

soit du rang exactement m,, c'est-a-dire, que
(c) BE=C".

Cette derniére condition (c) était manifestement la condition de
Shapiro-Lopatinski sur B dans le cas non dégénéré.
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Nous revenons maintenant au cas #>>0 qui nous intéresse. L’opé-
rateur f n’est plus polynOme, mais un opérateur différentiel d’ordre
k a coefficients polyndmes. Regardons encore la formule (2.7) et
considérons la fonction <& (r) comme une solution de cette équation
différentielle par rapport 4 r. La recherche sur l’holomorphie de
Fi(r) dans Im.t<<0 n’est autre chose que 1'étude de l’opérateur
i(r; D,) au point de vue de la théorie de Fuchs. Sous cet .aspect,
il faut remarquer tout d’abord que les points singuliers de f(r; D,)
sont tous les zévos du polynéome P°(z) et r=oo

Nous commengons par définir un polyndéme @,(p) d’ordre % en p:

wn o I'(e+1)
(2. 10) Qo(ﬂ) zp m+h—/¢z I—v( hi].')_

Alors, 1’équation
(2.11) 0,(p) =0

. . . . ’ o~ .
peut €étre nommée [l’équation indicielle de l'opérvateur L au point
r=o0, La condition suivante posée sur ses racines est naturellement
une hypothése sur les coefficients de L:

Condition (I) sur L: Les racines {p;}i.. de l'équation @,(p) =0
satisfont aux deux conditions suivantes:
(I-1) Les parties réelles des p; sont toutes <<(k—m—13%
(I-2) Si k=2, aucune des difféerences p,—p; (1<I<<j<k) wn'est
entier (en particulier, chaque racine p; est simple).

Sous cette condition, en correspondant a chacune p; (1<j<k)
des racines, nous pouvons chercher une solution de 1'équation

(2.12) L(z; D)u(x)=0
ayant la forme suivante dans un voisinage de 7= oo

(2-13) Uy (o) =r"W7(1/c), pour 1<j<k,

N

oll Wy (&) est une certaine fonction de ¢ holomorphe au point &¢=0
avec W7 (0)=1. Et le systéme formé par ces £ solutions de 1’équ-
ation (2.12) est un systéme des solutions linéairement indépendantes



Problemes aux limites généraux 287

(au sens wronskien). De plus, la Condition (I-1) ci-dessus garantit
un bon comportement de ces solutions et de leurs dérivées au point

T=009,

Sous cette Condition (I) sur L, nous pouvons démontrer l'exis-
tence d’une application linéaive R de C" dans lui-méme (c’est-a-dive,
une matvice carvée d’ovdre m) déterminée par L. Nous verrons,
dans le paragraphe 3, que R est une projection (R*=R) du rang
m,, et dans le paragraphe 5, qu'elle joue un role essentiel dans
létude d’holomorphie des solutions de [l'équation (2.12) a chaque
zéro du polynome P°(z). Mais, pour le moment, nous admettons
I'existence et ces propriétés de la matrice R. Ceci nous permet enfin
de formula la condition de Shapiro-Lopatinski sur 9B, lorsque #,>0:

Condition (S.L.) sur &, lorsque m,>0: [l existe une appli-
cation linéaive 9 de C"+ dans C" (c’est-a-dive, une (m X m,)-matrice)
telle que
(S.L-1) BD=Uidentite sur C", et que
(SL-2) RID=249.

Cela posé, nous énoncgons le theoréme d’existence et d’unicité qui
sera démontré dans le paragraphe 3:

Theoreme 1: Supposons la Condition (I) sur L. Alors,
Cas m,.=0: Lapplication u(t)—Lu(t) est un isomorphisme de W

sur L*(R,);

Cas m,>0: Lapplication u(t)—{Lu(t), B} est un isomorphisme
de Wy sur L*(R,) XC", si la matrice P satisfait a la condi-

tion (S.L.).

Remarque 2.1: Le mot “isomorphisme” signifie celui algébrique
et topologique. Donc, sous les hypothéses du Théoréme 1; il existe
deux constantes positives C; et C. telles que l'on ait

(2.14) Clllullwz'éllLullzmSCzHuIIww, si m,=0;
(2.15) Cullullwe=Il Lut|| e+ 1| Bk || v ZCollwllw, s m,=>0,
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m

quel que soit u= W;". Ces inégalités correspondent naturellement &
I’estimation a priori dans la théorie classique sur les problémes aux
limites généraux elliptiques non dégénérés.

Remarque 2.2: Nous notons une propriété de I'opérateur L
concernant 1’homothétie par rapport a la variable {. Nous écrivons L
sous la forme suivante:

(2.16) Lu() =z Li(t; D)u(d),

oli les L’ (0<j<m) sont définis comme suit en utilisant la formule
(2.2):

min, (k,m—j)

(2.17) L'{¢; Dou(t)= ;,Z Doeis DIt u (2}, pour 0 j<m.
=0

Maintenant, nous effectuons une homothétie {—s:

(2.18) s=2af, ou 2>0 est une constante fixe quelconque.

Etant donnée une fonction quelconque #(f) définie sur R,, nous
I’écrivons par v(s) comme la fonction en s: u(¢)=v(s). Nous avons

alors
(2.19) Li(s; DYyv(s)=a"""Li(t; D)u(t), pour 0=j<m.

Ceci nous éclaircit que la Condition (I) sur L est invariante par
I’homothétie en ¢, car elle est une hypothése posée seulement sur L°
(voir la formule (2.10)). Cette petite remarque est trés importante
et utile, lorsque nous étudions des opérateurs en plusieurs variables
au moyen de la transformation de Fourier par rapport aux variables
tangentielles. Cette étude sera faite dans le paragraphe 6. Nous
pouvons dire que le Théoréme 3 dans le paragraphe 6 n’est qu’un
corollaire du Théoréme 1 ci-dessus.

Exemple 2.1: Il sera mieux de citer un exemple le plus simple
possible. Considérons le cas ol m=2, k=1, m,=m_=1 et 'opérateur
L est défini par

(2.20) Lt D)u@)=(Di+1) (tu(t)) +2iD,u(t)
=t{—u’"{)+ult)}.



Problemes aux limites geénéraux 289

Dans ce cas, nous voyons que P°(r)=r7*+1 et que @,(p)=i(p+2).
Donc, la Condition (I) sur L est satisfaite. Si I'on calcule la matrice
R suivant la construction dans le paragraphe 3, nous aurons sa forme
concréte:

1/2 1/2]

(2.21) £R:|:1/2 1/2

R est évidemment du rang 1. Alors, il fait et il suffit de poser une

seule condition aux limites sur % qui s'écrit
(2.22) .@ﬁ?—ag u(t)dt+ pu(0) =un nombre donné,
0

oll les & et § sont des constantes complexes sur lesquelles la Condition
(S.L.) se traduit

(2.23) a+B+0.

Et, le probléme aux limites se pose comme suit: Etant donnés une
fonction g(¢)e L*(R,) et un nombre complexe b quelconques, chercher

une solution #(¢) € W vérifiant 1’équation différentielle

H—u"()+ult)y=g({) sur R,, et

(2.24) -
aS u(t)dt + pu(0) =b.

0

Alors, il existe la solution unique qui s’écrit

(2. 25) u(t) = S:G(t, $)g(s)ds+b-K(1), ol

G(t, s) = {2s(a+B)} " {(a+Be I+ (a—R)e" —2ae™'}, et,
(2. 26) { 1 .

K(t) :—;_T:—B‘e

Nous reprendrons le méme exemple a la fin du paragraphe 5.

§3. Démonstration du Théoréme 1

Dans ce paragraphe, nous introduisons d’abord un systéme fonda-
mental {éj(r, 6)}%5.1 des solutions de 1’équation (2.12). Ses propriétés,
que nous allons utiliser pour démontrer le Théoréme 1, se résument

en Propositions 3.1 et 3.2 qui suivent. A l'aide de ces constructions
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préliminaires, nous pouvons résoudre I’équation (2.7) par rapport a
Fi(r), et nous pouvons aussi définir la matrice R dont nous avons
prévu l'existence dans le paragraphe 2. La Proposition 3.3 est I'une
des plus importantes dans ce mémoire, mais nous réservons sa preuve
pour le paragraphe 5, parce qu'elle est trés longue et qu’elle n’est
pas le sujet principal du présent paragraphe. Et, nous passons
directement a la démonstration du Théoréme 1.

Nous commengons par définir le systéme des solutions fondamen-
tales. Soit ¢ un paramétre réel. Désignons par {éj(r,a)}jf:l le systéme
des solutions uniques des équations différentielles

3.1 {2(“ DT)éf(T» ¢)=0, pour rER,

A 1<j<k.
Di'ei(x, 6) |._u=0%,  pour lglgk,} pour 1<j<C

Pay
Comme L(r; (D.) est a coefficients polynOmes et que tout point
2 . P . . y . =~ .
réel est point régulier (point d’holomorphie) de L, les fonctions

é’Aj(r, o) (1=j<k) sont holomorphes en deux variables (r,s) dans
un voisinage de RX RCC xC.

Ensuite, étant donnée une fonction ¢(r) (polynéme ou de classe

A
L*(R)), notons par E¢(z) la solution unique de 1’équation

(3.2) {2(“ D) (E¢)(x) =(s). presque partout <€ R,}

D= (Eyp) (0) =0, pour 1<I<k.

s
Cet opérateur ¢(v)—>E¢p(r) est représenté par un noyau:

(3.3) Eo@) = (-1 55D o (0)do

A ay
En utilisant ce systéme {&;(r,0)}%.1 et cet opérateur E, nous

définissons ensuite m fonctions l/J\',,(r) (—k<q<m—Fk—1) en posant

~ £.(5,0), si —k<qg<—1;
3.4 U,(d)={A
G4 (x) {EQa (z), si 0Zg<m—k—1, lorsque k<<m.

P e
Et, nous définissons encore une fonction <{/(¢; F) dépendante

—_
linéairement a un m-vecteur FeC™ comme suit
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m—k—1 A\

@35 D =3 RO, pour F="{Fu - Fuya).
Nous utilisons de plus des notations suivantes:
3.6)  E=F"EF, et, V(t; F)=F (D P,

ol & désigne la transformation de Fourier en #, et &~ son inverse.

Alors, I'équation (2.7) se résoud tout simplement comme suit:

Lemme 3.1: Soit u(t)e W' quelconque. Nous avons alors

O s — @I @+ Do @), ou onre)

at)=E((Lu) ) () +V(¢; ),
oi le vecteur w =C" est celui defini par (2.4).

Maintenant, nous introduisons une convention. Etant donnée, en
général, une fonction f(¢) définie sur R, désignons par f,(¢) sa res-
triction sur R,. Nous écrivons aussi par f,(¢) le prolongement par
0 de f,(¢) en dehors de R, (ce prolongement a été écrit comme
(f+(®))" suivant la notation du paragraphe 1).

Cela posé, nous énoncons les deux propositions suivantes démon-
trées dans le paragraphe 4. Elles garantissent que chaque terme dans

m

la formule (3.7) restreint & R, appartient 4 l'espace W}".

Proposition 3.1: L’application g(t)—(EgZ).(t) est linéaire
continue de L*(R,) dans W

Proposition 3.2: L'application F—CV (t; F) est linéaire con-
tinue de C™ dans W

Au cours des preuves de ces propositions, la Condition (I) sur L dans
le paragraphe 2 sera utilisée comme une hypothése essentielle pour
obtenir une bonne estimation des ﬁq(r) et de leurs dérivées, lorsque
7 tend vers +oo ou —oo.

Dés lors que nous admettons la Proposition 3.2, nous pouvons
enfin définir la matrice R en posant

(3.8) 9%?7= (V. (; F))”, pour I?E C" quelconque,
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ol l'opération — est celle définie par (2.4). Nous allons voir tout
d’abord que cette matrice R est une projection. Regardons les formules
(3.4) et (3.5), d’oti lon voit que la fonction LCV(r, F) n’est qu’un
polyndme pour tout F eC", donc que LV (¢; F ) est une distribution
ponctuelle & support l'origine £=0. Ceci montre que

(3.9) (LEV),(t: F)=0, pour tout FecC™.

Et nous appliquons (3.7) a u(¢) =V, (¢; F ye W} de sorte que nous
avons

(3.10) <V, (¢; F)=CV(I,‘; £RF)=CV+(L‘; RE), pour tout FEC”‘.

Les deux extrémités de cette formule opérées par R sont égales.
Donc, R*=R, et la matrice R est une projection.
La proposition suivante sera démontrée dans le paragraphe 5 en

utilisant le résultat du paragraphe Appendice.

Proposition 3.3: Le rang de la matrice R est égal a m,,
c’est-a-dirve, au nombre des zéros du polynome P°(z) situés dans le
demi-plan supérieur Im.=>0.

Ensuite, si 'on restreint chaque membre de la formule (3.7) a

R,, on voit facilement le lemme suivant grice a (3.10):
Lemme 3.2: Soit u(t)e W' quelconque. Nous avons alors
(3.11) a(t) =(E((Lu)™), () +V(t; Ru).

Nous passons maintenant a la démonstration du Théoréme 1.
Nous commengons par 1'unicité.

Démonstration de 'unicité: Soit #(¢) une solutione W' d
I’équation (2. 8) avec g(¢) =0, et de (2.9) avec b=0 lorsque m+>0.
(a) a(t) =V (t; Ru).

Il suffit donc de voir que R =0.

Soit d’abord m,=0. Alors, par la Proposition 3.3, R=0 (la

matrice nulle), donc, évidemment Rz =0.
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Soit ensuite m,>0. Nous nous rappelons de la Condition (S.L.)
supposée sur B. Premiérement, B est du rang m.,, parce que, quel
que soit xEC™, x=PBDx appartient 4 l'image par B de C".
Deuxiémement, la matrice 9P est une projection: (DRB)*=(DB).
Troisiémement, l'image de C” par 9B s’identifie avec RC”. [En
effet, on a d’abord, 9BC"C RC", car RIDB=9DPB. Ensuite, d'une
part, on a rang (9DB)<m,. Dautre part, B(DB)=(HD)B=29,
d’oll 'on voit que m,=rang (B)<min.{rang (B), rang (DB)} =rang
(94%). En somme, rang (998)=m,=rang (R), donc on sait que
DABC"=RC"] Avec ces préparations, nous revenons a la formule
(a). On a d’abord # =QRu, et celuici appartient 3 DBC", il existe
donc un F eC" tel que Zt):ﬂQZZ:Q.CBE Effectuons & a chaque cOté:
.‘Bt_t)z.@}_?). Mais, Bu =0 par hypothése. Donc, .CBI_': =0. Ceci implique
enfin que R% =6).

La démonstration de l'unicité est ainsi terminée.

Démonstration de ’existence: Les équations (2.8) et (2.9)
(seulement si m,>0) se consistent des deux problémes suivants.
Le permier est de résoudre 1’équation homogéne

(3.12) {L"(”:g(t% pour g(t)€L*(R,) donnée quelconque,
. avec la condition B =0 lorsque m,>>0.

Et, le deuxiéme est de résoudre l'’équation suivante seulement si

m,. >0

(3.13) {Lu () =0, et,

Bu =b, pour be C™ donné quelconque.

Si m,=0, alors I'équation (3.12) seule (sans condition sur %) se
suffit.

Proposition 3.4: Posons, pour g(t)e L*(R,) quelconque,

(E2).(), si m,=0;

(3.14) Gg(t)= {(E§)+(t)—CV(t; DBEZ ), si m,>0.

Alors, la fonction u(t) =Gg(t) est la solution unique de I'équation
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(3.12) dans lespace W. Lapplication G est linéaire continue de
L*(R,) dans W} (et surgective lorsque m,=0).

Preuve: La continuité de G : L*(R,)— W/ est évidente par les
Proposition 3.1 et 3.2. La surjectivité dans le cas m,=0 1'est aussi
par la formule (3.11), oi R=0. Comme nous avons déja établi
l'unicité, il suffit de vérifier 1'équation (3.12). D’abord, nous avons
L(Gg) (t)=g() presque partout ¢t R, grice a la définition de 'opé-
rateur E et 4 (3.9) (remarquons que 9=R9D). Ensuite, nous avons

(Gg)”=((ED)—DB(EZ).)™
d’oll I'on a B(Gg)>=0, parce que BD=Iidentité sur C™. C.Q.F.D.

Proposition 3.5: Soit m,>0. Etant donné beC™ quelcon-
que, posons

(3.15) K(; b)=CV(t; Db).
Alors, la fonction u(t)=K(t; b) est la solution unique de I'équation

(3.13) dans Uespace Wy'. L'application K(t; -) est linéaire continue
de C™ dans W.

Preuve: La continuité de K est diie a la Proposition 3.2. La
nullité de LK(¢; b) sur R, suite de (3.9). Et de plus
(K(;0)>=RDb= Db,
d’oli I'on a B(K(-; b))>=b. C.Q.F.D.

La démonstration de 'existence dans le Théoréme 1 est déja faite
lorsque #m,=0 par la Proposition 3.4. Lorsque #,>0, nous avons
également vu que la solution unique W;" des équations (2. 8) et (2.9),
c'est-a-dire, de
(3.16) Lu(t)=g(t) et Bu=b
s’écrit briévement comme suit

(3.17) u(t)=Gg(t)+K(; b).

Le Théoréme 1 dans le paragraphe 2 est donc complétement établi.
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Remarque 3.1: Nous pouvons appeler les opérateurs G et K
(lorsque m,>>0) l'opérateur de Green et le noyau de Poisson respec-
tivement par l'analogie avec ceux correspondants dans la théorie
classique des problémes aux limites généraux du type elliptique non
dégénéré. L’opérateur de Green G est un isomorphisme de L*(R.)
sur W/ lorsque m,.=0. Si, par contre, m,>0, I'opérateur de Green
G est un isomorphisme de L2(R,) sur un sous-espace vectoriel fermé
de Wy, dit le domaine de {L, B}, défini par

(3-18) DL, By ={ut)e Wy Bu=0}.

§4. Démonstrations des Propositions 3.1 et 3.2

Il s’agit maintenant d’estimer les fonctions {§,~(r, 6)} 4.1 définies
par (3.1) et leurs dérivées d’ordre<% par rapport a r. Nous sommes
intéressés surtout A leur comportement 4 +oo et a —oo. Nous

précisons d’abord ce que nous devons estimer. Posons
(4.1)  Ni(r,0) = | D!,(z,6) |, pour 0<p<k—1 et 1<j<k.

(Les k-€émes dérivées |D§§,~(r, o) | sont estimées par ces N%(z, 6) avec
0<p<k—1 & l'aide de I’équation (3.1)). Alors, pour obtenir la
Proposition 3.1, nous devons estimer les Ni(r, 6) (0<p=<k—1) pour
(v, 06) qui parcourt les ensembles 5, et 3_, ol

(4.2) {2+={(r, ) ER?; 0<o<r<loo}, et,

5 ={(r,0) ER?*;, —oo<r<s<0}.

(Voir la représentation par noyau (3. 3) de 'opérateur E\ ). Et, pour
établir la Proposition 3.2, nous devons de plus estimer les N%(z, 0)
(pour 0 p<<k—1 et 1<j<Fk) lorsque ¢ parcourt R. Pour effectuer
ces estimations, nous allons tirer le meilleur parti possible de la
Condition (I) sur L posée dans le paragraphe 2.

Comme nous avons déja remarqué dans le paragraphe 2, r=oo
est un point singulier régulier de l'opérateur f(r; D,), c’est-a-dire,
il existe un systéme {U7(z)}}-, des solutions linéairement indépen-
dantes (au sens wronskien) de l'équation /L\u(r) =0 ayant les formes
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4.3) Uz (o) =" W7 (1/r), pour 1<j=k

avec de certaines fonctions 9¥7(¢) holomorphes dans un voisinage de
=0, disons |¢|<<1/R (avec un R>0 convenable). Les fonctions
n’ont aucune singularité logarithmique grice a la Condition (I-2).

Posons encore
(4.4) p;=Re.p;(<(k—m—1%), grice a la Condition (I-1)),
pour 1<k,

Voici deux estimations fondamentales:

Lemme 4.1: Il existe les deux constantes C, et C, positives
independantes de (r,s) telles que l'on ait
(1°) Pour 0= p<k—1 et pour tout (r,s)E3,J3_,

, (sl + D" & 2] +1 )%,
(4.5) Ni(r, 0)<C; (J<[+1)* ,:Z=1<|o'|+1) ’

(2°) Pour 0 p<k—1, 1<j<Fk et pour tout r=R,

(4.6) Ni(e, =C, 33| el + 1)

Preuve: Soit s R quelconque fixe. Nous avons alors un sys-
téme des contantes {c;(s)}},-; dépendantes a s tel que, pour tout
1=j<k,

N k
4.7 &i(r,0)= gc,»,(a)‘U}” (v), lorsque >R,

N\

et nous avons une formule analogue également pour r<<— R, mais
avec des c¢;;(s) problement différentes. L’inégalité (4.6) est une

conséquence immédiate de cette expression. Soit ensuite (r,s)E3,US_
. quelconque tel que |[¢|>R. Alors, les coefficients c.(s) 1<I<E)
dans (4. 7) sont calculées par la formule de Cramer et par la condition
initiale (3.1). Ce sont fonctions rationnelles des {U7(s)}'.1 et de

leurs dérivées d’ordre<{(k—1), et nous les estimons
(4.8) lew(a) | <Cte.|s|" ", pour |¢|>R et 1<I<k,

indépendamment de 4, d’oll I'on a (4.5). C.Q.F.D.
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Démonstration de la Proposition 3.1: Il suffit de démontrer

les continuités au sens suivant:
(4.9) (el + 1) *D2(Ep) () || iem=Csllo (D) | xcr>,
pour tout ¢(r)e L*(R) et pour 0 p<k—1,

avec une constante indépendante de ¢. En tenant compte de la formule

(3.3), nous posons

(el 1)+ *ary .
(4.10) NGy 6>={°$g"l{ P NG, pour ()€ 5,03
0, pour (r,0) &2, U3-;

et définissons un opérateur N par
(4.11) 0@ =No@ = | NG o()ds

Si, alors, le support de ¢ est contenu dans R, ou bien dans R_= {r<0},

le support de Ng est aussi contenu dans R, ou dans R_ respective-
ment. Les situations étant les mémes dans ces deux cas, nous allons

voir seulement l'inégalité suivante:
(4.12) [Nt ysrocr <Aoo,

Celleci et l'estimation analogue comme opérateur dans L*(R.) mon-

trent la validité de (4.9). Posons maintenant

éo’l(r/a)p§+”"*, pour (r,0)E3,;
(4.13) N(z, 0)= {"1

0, sinon.

Alors, (4.5) dans le lemme précédent implique l'existence d’une con-
stante C, telle que l'on ait

(4.14) N(z, 6)<CiN,(z+1,6+1), pour tout (r,s)ER,XR,.

Et le noyau N,(r, 6) vérifie la condition de Hardy-Littlewood-Polya [5]
n°319, c’est-a-dire,

S:Nl(l, 6)o *ds<loo
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grace a la Condition (I-1) (voir (4. 7) ci-dessus). Ainsi, nous avons
démontré (4.12), et donc, établi la Proposition 3. 1. C.QF.D.

Maintenant, nous nous mettons & démontrer la Proposition 3. 2.
Nous désirons la réduire a l'inégalité (4.6) et a la Proposition 3.1
justement établie. Pour faire cette réduction, nous avons besoin d’'étu-
dier quelques propriétés des polynémes Q,(r) (0<¢<m—k—1) définis
par (2.6) lorsque 0<<k<Im. Ces propriétés sont elless-mémes intér-
essentes, et, elles seront utiles dans le paragraphe 5.

Etude sur les polynéomes @,(z) (0<¢<m—Fk—1) lorsque 0<<k<<m:
D’abord, nous introduisons de nouveau un opérateur ]l/l\(r; D)
Py
ayant la forme analogue a L(r; D.) comme suit

(4.15) M(T D.) = 2 Zr o (—D)*,

h=0 j=0

oll 7,€C pour 0=h<k et 0<j<m—h.

Les 7% sont supposés constants. Si l'on compare cette (4.14) avec
les (2.2) et (2.5), on voit que les opérateurs T et M sont identiques,
si 7i=p" pour tout (%,j) possible.

Analoguement aux @,(r), nous définissons les (m— k) polyndmes
{S,(z)}7="* en posant

(4.16)  S,(0)= z z i (h;l-q> R

pour 0<g<m—Fk—1,

(voir (2.6)). Nous définissons encore (m+1) polyndmes en p par

_ k k—h ihr(p+ 1) .
(4. 17) wj(p)ﬁll:mlx.(zo,k+j m)rm+h ki T’(p—h-i- 1) ’ pour Ogjgm.

Parmi eux, #,(p) s’identifie & @,(p), si la condition suivante a lieu:
(4.18) Tm-w=7pun_s, pour tout 0=<h=<k.

Les deux formules suivantes se montrent par un calcul direct:

(4.19) ]ﬁ(r; D.,)r":rp+'""‘2m§(f;(p)r'j, pour tout pEC.
o



Problemes aux limites généraux 299

m—k—1-gq

(4. 20) S,(z) =g 1 gnhtoe = 7,(—1—q)7

LA | kg
=7""M(z; D)t + i D mips (— 1) TE,
8-0

pour 0<g<m—k—1.
Le lemme suivant sera utile dans le paragraphe 5:

Lemme 4.2: Supposons la Condition (I) sur L et la condition
(4.18) sur . Alors, le systeme {S,()}7=4"" engendre tous les
polynomes dovdre=(m—k—1) en . En particulier, le systéeme
{Q.,(0)}22¢7! le fail aussi.

Preuve: Soit 0<qg<m—k—1. Alors, S,(r) est d’ordre au plus
(m—k—1—¢q). Mais, par (4.20), le coefficient de "*'* dans le
S,(¢) est égal & i'¥(—1—¢q)=i"'0,(—1—¢q) qui n'est jamais nul
grice a la Condition (I-1) sur L. Donc, (S,(r) est exactement d’ordre
(m—k—1—¢q). C.QF.D.

Maintenant, nous prenons comme M un opérateur particulier tel

que
(4.21)  M(c—i; D.)=L(<; D.),

c’est-a-dire, que ﬁ(r; D,)=f(r+i ; D).
Alors, la condition (4.18) a lieu, et par conséquent, pour tout 0=gq
Sm—k—1, le polyndme Q,(r)—S,(r—1) est d’ordre<<(m—k—1—q),
donc nous avons

m—k—

Q.(r)= > lsts(r—i), pour 0<g<m—k—1,

(4.22) avec les constantes 1,, (0<¢q, s<m—k—1) telles que
1, si s=gq,
0, si s<q.

En utilisant les formules (4. 20) et (4. 22), nous avons les suivantes:

(4.23)  Q.(x)=£,(x)+ L(e; DD@,(x), pour 0<q<m—k—1,

~

ou
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m—k—1 k+s

gq(r)zi_l Z xasawmﬂi—k—s(_l—s)<7_i)—1_3’
(4.23) { o
W, () = > T2, (c—1)7*, pour 0<q<m—k—1.

Nous pouvons écrire encore
4.25) B9 =B+ @(0) ~ B DI (0) £, 0,
pour 0<g<m—Fk—1.
Posons enfin
4.20)  gMO=F(&®] et wO=F (@],
pour 0=¢<m—k—1.
Ce sont des fonctions a support R, sur lequel elles sont des polyndmes

en ¢ multipliés par ¢, Donc, les g, et les w, appartiennent a W)

(Nous nous rappelons du fait que
sst+1
F(z—2)] =Zs—'t’e“‘ Y(t), pour s=entier=0,
Tt .

ol Y(t) désigne la fonction de Heaviside.)

Ces considérations sur les {Q,(r)}72¢ ' simplifient la preuve de

la Proposition 3.2 qui suit.
Démonstration la Proposition 3.2: Soient l/f,,(r) (—kZqg<m
—k—1) les fonctions définies par (3.4), et posons
.20 UM =G @D, pour —k=<q<m—k-1.
Tt
Soit d’abord 0<Ck<<m, et considérons les U,(¢) pour 0<q<m—k—1.
Par (4.25) que nous avons justement démontrée,
k
(4.28) U (t)=(Eg.) () +w,(t)— EDL'I@G(O)- U,
pour 0<g<m—k—1,
ol les w,(t) sont déja dans W, et les (Eg,),(t) le sont aussi grace
a la Proposition 3. 1. Donc, pour établir la Proposition 3. 2, il faut et

il suffit de voir que les U,(¢) avec —k<q<—1 appartiennent & W,
Selon les notations au début de ce paragraphe, nous posons
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(4.29) N,(z) =max.{(|| +1)"**Nj(z, 0); 0=p=k—1},
pour 1<7<k.

Alors, il ne reste qu'a démontrer que ces N;(r) (1=<j=<k) appartien-
nent & L*(R). Mais, ceci est évident, parce que nous avons déja la
majoration (4.6) (voir aussi (4.4)).

Donc, la démonstration de la Proposition 3.2 est complétement
terminée. C.QF.D.

Avant de quitter ce paragraphe, nous voulons ajouter encore une
proposition qui sera utile dans les paragraphes 5 et 6. Clest un
énoncé sur l'analyticité de la fonction V. (%; F ) par rapport aux
coefficients p? de lopérateur L(¢; D,) (voir quelques premiéres
formules dans le paragraphe 2).

Parmi tous les p} qui paraissent dans (2.2), nous avons posé
d’abord %=1, donc celuici reste invariant. Nous laissons les pl_.
(1Zh<k) également invariants, parce qu’ils paraissent dans le poly-
néme 0,(p). Ainsi, nous ne changeons pas la Condition (I) sur L
pour éviter trop de complication. Nous partageons les autres p’ en
deux groupes: Le premier groupe est celui des coefficients du polynfme
P°(7), notons-le

-
(4. 30) P’ =(po - pu-1) EC™.
Le deuxiéme groupe est formé par tous ceux qui restent encore noté

(4.31)  pr=(phs 1<h<k et 0<j<m—h—1)eC",
ol M=k(2m—k—1)/2.

Nous pouvons faire parcourir le deuxiéme vecteur ;* dans C" tout
entier, tandis que, lorsque nous faisons parcourir le premier vecteur
; dans C”, nous devons faire attention de ne pas perdre l'ellipticité
de P°(r), cest-a-dire, il faut que les nombres m., et m_ restent
invariants.

Alors, nous nous donnons deux entiers non négatifs m, et m_
tels que m=(m,)+ (m-). Et désignons par @ le sous-ensemble de

Z
C" formé par tous les p° tels que les m, et m_ soient égaux aux
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nombres des zeros du polyndme P°(r) situés dans les demi-plans
Im. >0 et Im.r<<0 respectivement. © est donc un sous-ensemble
ouvert connexe de C”.

« <«

Dés maintenant, (p° p*) est considéré comme le couple de
(M+m) paramétres qui parcourt OXC* (cC"™). Comme nous
avons vu, l'application F‘—>CV+(L‘; F ) est linéaire continue de C”
dans W}, lorsque (fb_", ;*)E@XC’”. Nous pouvons donc considérer
cette application comme une fonction ¢V, en (<1.';°, ;*) définie sur
OXC" a valeurs dans L(C", W) (I'espace de Banach formé par
toutes les applications linéaires continues de C” dans W;" muni de la
norme d’opérateurs). Alors, I'’énoncé que nous allons démontrer sur
I'analyticité est le suivant:

Proposition 4.1: La fonction V. en ( 1;—", 1;;) a valeurs dans
L(C" W) est holomorphe, lorsque (p°, p*) varie dans O X C™.

Preuve: Par la définition de <V, (¢; F) (voir (3.4)~(3.6) et
(4.27)), il faut et il suffit de démontrer que les U,(¢) (—A<g<
m—k—1) sont des fonctions holomorphes de (fi;”, ;;") a valeurs dans
W, Nous allons le voir.

D’abord, lorsqu’on fixe € R, les [/J\,,(r) (—k=Zq<m—Fk—1) sont
holomorphes par rapport aux paramétres ( j;?, j;*—‘)E@XCM (Ceci est
une conséquence facile d'unthéoréme sur la dérivabilité par rapport
aux parameétres dans la théorie des équations differentielles ordinaires).
Ce que nous allons faire est d'élever cette analyticité ponctuelle jusqu’a
I’analyticité vectorielle dans W}

Soit D une polydisque fermée quelconque dans & XC™ et nous
fixons D une fois pour toute. Si l'on démontre I’analyticité des
U,(t)e W, lorsque ( ;b—", j;_*) varie dans D, ceci termine la démon-
stration. Pour la simplicité d’écriture, nous convenons Zy—z ((j;°, ;*)
qui désigne la totalité des paramétres en question. Chaque composant
de (1; est noté par p sans mettre aucune indice (donc p est le repré-

-
sentant des composants de p). Nous écrivons briévement “f.c.v.d.”



Probléemes aux limites genévaux 303

au lieu d’écrire “une fonction continue a valeurs dans”.
Nous allons voir, étape par étape, les continuités suivantes par
<

-
rapport & p qui parcourt D: (les mots “par rapport & p” sont aussi
omis):

(1°) FE est f.cv.d. L(LA(R),W): Ceci est dli a l'uniformité
de la constante C, dans l'inégalité (4.14) lorsque p varie dans
D. De méme,

(2% "’5; E est fovd. L(LA(R), L*(R)).

3°) U,(t) est fevd. Wi (—k<q<m—k—1): Pour —k<g<-1,
ceci est di au fait que la fonction N,(z) dans (4. 29) est majorée
par une fonction fixe L*(R) uniformément dans D. Et pour
0=g<m—k—1, ceci est le résultat de (1°), (3°) (pour g<<0)
et de (4.28), ol les g, et les w, sont f.c.v.d. W

(4°) Posons E,— —[EE"E "”é Eff] Alors, E, est f.c.v.d. L(L*(R),
Wr): grice a (1°) et a (2°).
Posons maintenant
Voo(t) = — I:EE"E oL ] ), pour —k<q<—1, et
4. 32) {
Vo) =E,g.0+(E%e) 0+ %)
—z"{pf 00 (0. UL,(8) + DI ,(0) - V., (D),

j=1

pour qugm—k—l.
Alors, les (4.28), (4.29), (1°) et (4°) impliquent que
(5°) V,,(t) est fc.vd. W' (pour —kZq<m—k—1.
Evidemment, E, et les V,, sont les dérivées formelles (c’est-a-dire,
les dérivées ponctuelles pour ¢ fixe) de E et des U, par rapport a
la variable complexe p. Mais les (1°)~(5°) montrent qu’elles sont

les dérivées au sens vectoriel. Surtout, les V, ,(f) sont les dérivées
des U,(¢) comme fonctions a valeurs dans W,". Ceci signifie I'analy-
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ticité des U,(¢) dans W)". Donc, la preuve de la Proposition 4.1 est
finie. C.QF.D.

Le corollaire suivant sera important dans les paragraphes 5 et 6.
Et c’est pourquoi nous avons démontré la Proposition 4.1 ci-dessus.

Corollaire 4.1: La matrice R est une fonction holomorphe
en (P° ji;*) dans O X C™".

Preuve: En effet, la matrice R est égale a l'application ¢V,

e L{(C", W) suivie par l'opérateur —< L( W, €C"). Donc, R est
une fonction holomorphe en (p°, p*) a valeurs dans L(C", C™).

C.QF.D.

§5. Démonstration de la Proposition 3.3

Dans le paragraphe précédent, nous avons étudié des propriétés
de la fonction C(//\ (z; I? ) lorsque r varie tantdt sur I'axe réel tantOt
dans un voisinage de r=oo. Dans ce paragraphe, nous allons regarder
la méme fonction lorsque r varie dans le plan complexe C tout entier.
Mais, comme les singularités qui restent a analyser sont des zéros
du polynéme P°(zr). Ces zéros sont tous points singuliers réguliers
de l'opérateur 2\(1-; D,) au point de vue de la théorie de Fuchs.

Nous allons démontrer, au début, deux lemmes concernant 1'injec-
tivité de I’application I? —CY (¢ F—) ), et, la nullit¢ de F lorsque
Ca(r; F ) est une fonction entiére. Ensuite, nous établissons la Pro-
position 3.3 sous I'hypothése que tous les zéros du polyndme P°(z)
soient simples, ol nous utiliserons essentiellement la Proposition A. 1
(voir le paragraphe Appendice) basée sur la théorie de Fuchs. Et
enfin, nous débarrasserons cette hypothése de la simplicité des zéros,
et nous finirons la démonstration de la Proposition 3.3 en utilisant
la Proposition 4.1. Donc, le raisonnement le plus compliqué est
renvoy€ au paragraphe Appendice.

Nous nous rappelons d’abord de plusieurs définitions dans le

A\ e
paragraphe 3. Premiérement, la fonction €V (z; F) est holomorphe
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en r sur I'axe réel dans le r-plan complexe. Deuxi€émement, la fonc-
—
tion CV (¢, F) appartient a la classe L*(R). Nous avons les deux

lemmes suivants:

Lemma 5.1: Supposons que <V (t; F )=0 (comme elemem‘ de
L*(R)) pour un certain FEC"‘ Alors, on w'a que F 0

Preuve: Nous avons, par hypothése, @y (v; F )=0. Cette nullité
est vraie pour tout = sur R, & cause de la continuité de cette fonc-
tion. En opérant i\(r; D,), nous avons 2@ (3 F )=0 partout sur
R. Celleci signifie que F,=0 pour tout g tel que 0=¢<m—k—1
A cause de l'indépendance des @,(z) (voir le Lemme 4. 2). En reven-
ant a la nullité de Ca(r; ;‘), nous avons F,=0 pour —A<g<-—1,
parce que les EAi(r, 0) (1=<j<k) sont indépendantes. C.QF.D.

Lemme 5.2: Supposons que P (z; F) soit une fonction entiére

- > >
de © pour un certain FeC". Alors, on n'a que F=0.
A\ —->
Preuve: En général, ¢V (r; F) n’admet que les (m+1) singu-
larités au plus, les zéros du polyndme P°(zr) et r=oco., Mais main-
tenant, les zéros de P°(¢) sont, par hypothése, points d’holomorphie.
Il s'agit seulement du comportement a linfini. Supposons que nous

ayons établi 'estimation

(5.1) | U,(0) | <Clz|™, pour tout —k<q<m—k—1,
lorsque |t| =R,

ol les C et R soient de certaines constantes positives suffisamment

P —>
grandes. Alors, ¢{/(z; F) en question devient une fonction entiere
qui tend vers 0 lorsque r— oo, donc, identiquement nulle. Ceci montre

o> -

que F=0 grice au Lemme 5.1. Il suffit donc de voir l'inégalité
(5.1).

Choisissons un R>>1 tel qu’il n’existe plus aucun zéro de P°(z)
dans |z|zzR. Alors, (5.1) est vraie pour —k<g¢<—1 a cause de
la Condition (I) sur L. Maintenant, nous allons vérifier (5.1) pour
0=q=m—k—1.
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Toujours grace a la Condition (I) sur L, le polyndéme @,(p)
n'admet qu'une seule racine intégrale au plus. Il faut distinguer les
deux cas suivant s’il n’exite aucune racine intégrale ou s’il y en a
une.

Supposons d’abord qu'il n’existe pas de racine intégrale de
0,(p)=0. Alors, pour chaque ¢ (0<¢<m—k—1) fixe, ’équation
différentielle z\u(r) =@,(z) admet une solution de la forme
(5.2) o 0,(1/7)

ol v,(¢) est une fonction holomorphe convenable au point £=0, c’est-
a-dire, v,(1/7) est holomorphe & r=oo. La fonction de (5.2) est
donc majorée par l'ordre de |r|™* a l'infini, et la différence entre elle
et E\Q,,(r), qui est une solution de 1'équation 2u(r)=0, est majorée
par l'ordre de |r|™'* comme nous avons déjd vu. Par conséquent,
(5.1) est vraie, dans ce cas, aussi pour 0<q<m—k—1.

Supposons, au contaire, qu'il existe une racine intégrale, soit
p=—S, oll s soit un entier =(m—k-+1) a cause de la Condition
(I-1). Notons qu'aucun —s+j n’est racine si j est entire positif ou
négatif.

Donec, nous pouvons trouver une solution #,(r) de I'équation
/L\u(r)=0 de la forme

(5.3) u,(r)=c"w(1/7),

avec une certaine fonction holomorphe w(¢) en ¢ au point ¢£=0 telle
que w(0)=1. Fixons maintenant un ¢ (0<m—k—1). Alors, nous
pouvons trouver une fonction v,(¢), qui est holomorphe en ¢ au point
=0, et une constante complexe C, telles que la fonction

(5.4) 0,1 /) +C,u.(c) -logr,

soit une solution de 1'équation /ltu(r) =@Q,(r). Cette fonction de (5. 4)
est d'ordre |r|™' a l'infini, et la différence entre elle et E\Qq(r) est
d’ordre |7|7"*. Enfin, l'estimation (5.1) est aussi vraie pour 0<q
<m—k—1. Le lemme est ainsi démontré. C.QF.D.

Nous avons besoin encore d’un lemme suivant qui est une inter-
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prétation de la Proposition A.1 dans le paragraphe Appendice.

Lemme 5.3: Supposons que les zéros de P°(r) soient tous
simples. Il existe alors une (m_XxXm)-matrvice C, et une autre
(m, Xm)-matrice C_ satisfaisantes aux conditions suivantes:

(a) C/o(r; F ) est holomorphe dans le demi-plan Im.r=<0, si et
seulement si C, ;‘) =0;

) C@(r; F) est holomorphe dans le demi-plan Im.r=0, si et
seulement si C’_}—?_‘> =0; et,

() rang (C.)=m_, et rang (C.)=m,.

Preuve: Supposons d’abord l’existence de certaines matrices C,
et C- répondant aux (a) et (8) dans l’énoncé. Alors, nous avons
automatiquement la condition (y) remplie. [En effet, il est naturel
que range (C,)<m_ et que rang (C)<m,. Si la somme des rangs
était au plus (m—1), il ex1steralt alors un vecteur F (iO)EC"’ tel
que C, F 0 et que C_ F 0. Donc, CV(T F ) serait une fonction
entiére. Ceci est impossible grice au Lemme 5.2.] 1l suffit donc
de voir l'existence et les conditions (a) et (8). Maintenant, nous
allons le faire a l'aide de la Proposition A. 1.

Soient {r,}n-1 tous les zéros de P°(r), ol l'on suppose que
(5.5) Im.7,>0, si 1=p<m,, et que Im.7,<<0, si m,+1=p<m.

Pour 4 fixe (1=,<m), désignons par #, le nombre des solutions
linéairement indépendantes et holomorphes au point r=r, de I’équation

(5.6) L(r; DDu(c)=0.

Ce nombre #, est égal & (k—1) ou bien a % selon la Proposmon A. 1.

Nous nous rappelons de la définition de la fonction CV(r; F ) (la
N\
formule (3.5)), ol les U,(z) étaient de solutions de 1'équation (5. 6)
si —k<g<-—1, et de solutions des équations

5.7 T(e; DYu() =Q,(x) pour 0=<qg<m —k—1,
lorsque O0<<k<<m.
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Ce que nous allons faire, c’est de trouver une condition nécessaire et
suffisante sur le vecteur ;' pour que C/O(r; Z‘ ) soit holomorphe au
point r=r,.

Soit d’abord #,=k—1. Dans ce cas, notons par U*(r) une solu-
tion non nulle et non holomorphe de 1’équation (5.6) & r=r,. D’autre
part, pour tout g tel que 0<q¢<m —k—1 (seulement si k<<m), I'équ-
ation admet une solution holomorphe, notée par #,(r), & ce point.
Alors, il existe de certaines m constantes {C4}2=%:' telles que la
différence
(5.8) Di; FH-"S R =S CIF V()
soit toujours égale & une solution holomorphe de (5.6) (a r=<7,) in-
dépendamment de ]—7) =C”. Donc, la fonction Ca (z; I—': ) est holomorphe
a r=r,, si et seulement si le vecteur ?'" satisfait a une seule condition

m—k—1

(5.9) > CiF,=0.

=

Soit ensuite #,=k. Dans ce cas, toutes les [/]:(r) (—k=Zq<-1)
sont holomorphes & r=r,. D’autre part, il existe une fonction ¢(r)
holomorphes & ce point telle que 7",(¢) =1 et que '’équation fu(r)
=¢(r) admette au moins une solution, notée par 9*(r), non holo-
morphe a ce point (oul I, est la fonctionnelle linéaire qui parait dans

la Proposition A.1). Alors, la différence
AN —> m—k—1
(5.10) V(e F)= 5 M@ FIW* (o)

est toujours égale a une solution de (5.6) donc holomorphe a r=-<,.
Alors, si 'on pose

. 11) ci= {n(Q.,), si 0<q<m—k—1,

nous avons vu que la fonction Ca (z; F ) est holomorphe & r=r, siet
seulement si 1—“)‘ satisfait 4 une seule condition (5.9), ot les C* sont
définies, a cette fois, par (5.11).

En utilisant ces constantes C! (1=<u<m, et —k<q<m—k—1),
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nous définissons les C, et C- comme suit

Cnrt Cogn - e Oty

(5. ]_2) c+= cee vee oo ves oes ;

i C’—'Zk+1 C::—k—l

1 1 e oo 1

-k —k+1 m—k—1
(5.13) C-=

m.y ms oo e my

—k —k+1 m—k-1

Ces matrices vérifient les conditions (@) et (8) dans le lemme.
C.QE.D.
Démonstration de la Proposition. 3. 3:

Dés lors que nous avons établi le Lemme 5. 3, la démonstration
est presque terminée dans le cas ol ce lemme est utilisable. Nous
commencons par ce cas.

Supposons que les zéros de P°(c) soient tous simples. Nous
définissons les deux sous-espaces vectoriels E, et E. de C™ en posant

E,—{FeC": C.F=0), et
(5. 14) { = +5 =0, €
E —{Fec" C.F-0).

Alors, nous avons vu juste maintenant que

(5. 15) {C'” =FE,+E_ (somme directe),

dim.(E,)=m,, et que dim.(E_)=m_.
Et de plus, nous avons une autre décomposition en somme directe
(5.16) C"=RC"+ (I—-R)C", ou I désigne l'identité sur C”,

car R est une projection. Donc, si I'on démontre que RC"SE, et
que (I-R)C"<E_, ceci implique, en tenant compte de (5.14) et de
(5.15), que

(5.17) RC"=E,, et que (I-R)C"=E_.

Et cette derniére (5.17) termine la démonstration.

- -
Soit maintenant F&C” quelconque. La fonction U/ (¢; RF)
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(resp. <V (¢; F RF)) est un élément de L (R) a support dans R,
(resp. R.). Donc, la fonction CV(r .‘RF ) (resp. & (z; F QQF )) est
holomorphe dans le demi-plan Im.<Z0 (resp Im. z=>0). Elle I'est
aussi sur I'axe réel. On voit donc que RFEE et que (/— R)FEE_
quel que soit ;EC’". Nous avons ainsi les inclusions désirées
DC"CE, et (I—R)C"CE._.

Supposons maintenant que les zéros de P°(c) ne soient pas
nécessairement simples. Cest-a-dire, on suppose que le discriminant
d= d(p°) de P°(¢) soit nul par hasard, ot 'on écrit p° (po, ey Doy)
comme A la ﬁn du paragraphe 4. Le discriminant d( p”) est un
polyn6me en p“ donc, p° appartlent par hypothese, a la variété
algébrique V= { p eCc; d( p“) 0}. Evidemment, p° est situé dans
O défini aussi dans le paragraphe 4. Mais, comme V est une hyper-
surface dans €7, V°NO est dense dans ©. Et sur V'O, nous avons
que rang (R)=m, et que rang (/—R)=m_. Donc, par I'analyticité
de la matrice R en Z" sur O, nous avons que rang (R)<m, et que
rang (J—R)<m_ méme sur VNO. Et, en effet, on a les égalités,
parce que la somme directe (5.16) reste vraie aussi sur VNO.

La démonstration de la Proposition 3.3 est ainsi terminée.

C.QF.D.

Exemple 5.1: Nous nous retournons sur ce que nous avons
construits dans les paragraphes 3 et 5 dans le cas de l'opérateur L
défini dans I'Exemple 2. 1 pour mieux comprendre le rble de la matrice
R (voir la formule (2.20)). Nous avons d’abrod Q.(r) =@,=1 et

: _d+1
(5.18) &i(r,0)= A1l

Pas e -
Les fonctions C{/(r; F) et CV(¢; F) s'écrivent précisément comme

suit:

(5.19) D(e: )=+ 1) (Fa—iFy0), et,
L (G FatF), S0
(5. 20) Yt F)={

%'(F_I—Fo), si 1<0,
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d’'oll I'on voit la forme (2.21) de la matrice R. Les sous-espaces E,
et E_ de C? définis par (5.14) deviennent donc

E,—RC = {F—(F., F)eC* F.=F)}, et
(5.21) {+ R {F=(F,, Fy)&E }, e

E.—(I-R)C'= {F=(F, F)EC*; Fi=—Fy}.
Nous avons trivialement
Si FeE,, D(c; F)=—iF./(c—):
(5.22) { holmorphe dans Im. =<0,
Si FeE., V(r; F)=iF./(c+1):
holmorphe dans Im.r=0.

§6. Résultat pour les opérateurs a (n-+1) variables («,t)

Désignons par R’ le demi-espace comme dans le paragraphe
1: RY'={(x,)EeR"XR,}, ol n=1. Les premi€res # variables
x=(x,, -+, X,) et la derniére ¢ sont appelées tangentielles et normale
respectivement.

L’opérateur L=L(¢; D,, D,) que nous considérons dans R%*" est
défini comme suivant:

(6.1) Lu(x,t)=L(¢; D, D)u(x, t) E’%P"(D,, D)) {t"u(x, 1)},

ou (D.,D)=("8/0x,, ---,17*0/0x,, 1 10/01t), et,
(i) Les P*(D,, D)) (0<h<FE) sont des opérateurs différentiels
d’ordre <(m—h) a coefficients constants complexes:
m—h m—h—j

(6~ 2) Ph(Dn Dl) :2 Z pfaD‘:D: y

F=0  lal=0

(PhaEC pour 0<h<k et 0<|a|<m—h—j),

o m est un entier pair=2 lié avec un autre entier k de sorte
que

(6.3) 0<<h<Zm=2b, ou b est un entier=1;

(ii) P°(D., D,) est un opérateur elliptique d’ordre m=2b, c'est-a-
dive, en designant P)(D,, D,) la somme des termes d’ordre m
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de P°(D,, D,), il existe une constante C=1 telle que

(6.4) CHle] + [ D= Pas, o | ZC el + <D
pour tout (¢,7)R"™;

(iii)) Pour £¢(#0)e R" quelconque fixe, I'équation P(&,:)=0 en ¢
admet exactement b=m/2 racines dans chacun des demi-plans
Im. >0 et Im.c<<0 (Si n=2, cette condition est automatique-
ment satisfaite grdce a (ii) ci-dessus.)

Nous pouvons comparer ces définitions et notations avec celles
au paragraphe 2. Nous considérons cet opérateur L(¢; D,, D,) comme
une application linéaire continue de W) dans L?*(R%*') (voir la para-
graphe 1). Mais comme m,=m_=b, l'opérateur L seul ne suffit pas
pour poser un probléme aux limites. Il faut le compléter par certaines
b conditions linéaires sur # (%), oll # (x) désigne le m-vecteur formé
par les traces de u, c’est-a-dire, selon la notation au paragraphe 1, il
s’écrit
(6.5 ®(X)=T{ou(x), o ymaann(x)}EH" (R x--- x HY}(R").

(“T” désigne la transposition)

Comme ces b conditions aux limites, nous nous donnerons une (b X m)-
matrice B d’éléments des opérateurs différentiels par rapport aux
variables tangentielles x. Certainement, nous pourrions les définir
par une matrice d’éléments pseudo-différentiels en x. Mais, ce ne sera
qu’'une généralisation non essentielle. Il faudra ensuite formuler la
condition de Shapiro-Lopatinski sur cette & tout a fait analoguement
au paragraphe 2.

Le résultat le plus important dans ce paragraphe est le Théoréme
2 qui donne l'estimation a priori. Et, le Théoréme 3, un résultat
sur l'existence et 1'unicité, sera obtenu du théoréme précédent par
la méthode de descente.

Pour étudier notre opérateur de (#+1) variables (x,¢), il nous
conviendra de le réduire a celui d’'une seule variable ¢ sur lequel nous
avons déja la conséquence précise. Ce procédé de la réduction se
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consistera, grosso-modo, de deux étapes: premiérement, de la trans-
formation de Fourier par rapport aux variables tangentielles: x—¢,
et ensuite, de I’homothétie: f—s=¢|&|. Et, nous obtiendrons une
estimation concernant la partie principale de {L, B}.

6.I. Position du probléme aux limites

D’abord, nous définissons la partie principale L°=L°(¢; D,, D,)
de l'opérateur L. Soit 0<<h<Fk désignons par P,_.(D,, D,) la somme
des termes d’ordre exactement (m—h) de P"(D,, D,). Alors, 'opé-
rateur L° est défini comme suit

6.6)  LuCx =Lt Do, Dyulx, =3 Piy(D., D) t-u(z, D).

Analoguement au cas d’une seule variable, nous avons besoin
de poser la Condition (I) sur L suivante: Pour chaque 0<h <k, le
coefficient de D/~" dans l'opérateur P"(D., D,) a été noté par ph_..
(voir la formule (6.2)). Posons donc

— 5 k—h “h T'(p-l—l) .
(6.7) 00(0)—'1'2_0pm+h_k,02 TOo—h+1) (voir (2.10)).

Condition (I) sur L: Les racines {p;}}-, de l'equation ®,(p) =0
satisfont aux deux condition suivantes:
(I-1) Les parties réelles des p; sont toutes<<(k—m—%);
(1-2) Si k=2, aucune des differences p—p; (1=ISj<k) west
entier (en particulier, chaque racine p; est simple).

Mainenant, nous effectuons la transformation de Fourier par
rapport aux variables tangentielles x:

(6.8) u(x,t)—a(gt) =SRnu(x, De*dx; pour u(x, t)e Wp.

Alors, 'opérateur L° se transforme en l'opérateur différentiel ordinaire
en ¢ dépendant aux #z paramétres &= (&, -*-, &) E R" comme suit

(6.9 o®—=L'(t; & DYo() =3 Ph (&, DY U*0(D}.

Etant donné un £(#0)€E R", nous désignons
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(6.10)  @=(wy, -+, w,), o0 w,=&;/|&|, pour 1<7<n.

Lorsque & parcourt R”, w parcourt la sphére unitaire S*' de dimen-
sion (#—1). Associé a cette transformation &--w, nous définissons
un changement de variable: #-»s de R, sur lui-méme comme suit

(6.11) t—>s=t|¢|.

Alors, nous voyons une propriété d’homogénéité de L° suivante: Soit
v(f) une fonction quelconque définie sur R,. On peut la regarder
comme une fonction w(s) de s, oll { et s sont liées par (6.11):
v() =w(s). Alors,

(6.12) L'(s; o, DYw(s) = |&|*"L'(¢; &,D)v(d).
Ces changements de variables (6.10) et (6.11) et la formule (6.12)

seront constamment utilisés dans la suite.

Pour chaque ¢ R" fixe (#0), nous pouvons appliquer toutes les
constructions dans le paragraphe 3 & l'opérateur différentiel ordinaire
L°(¢; ¢, D,). Surtout ce qui est importante est la matrice R(&):

gz—l:,—l' (5) -(R—m—k (f) oo £R—»,m—k—1 (5)
(6.13) R(&) =
.(Rm—k—-u—k(f) ﬁm—k-l,m—k-l (5)

C’est une matrice carrée d’ordre m dont les propriétés se résument
en deux points:

(1°) R(&) est une projection C"—>C™ du rang b=m/2;

(2°) Pour tout (q,7v) (—k=q, r<m—£k—1), le (q,r)-éléement
R,.(&) de R(&) est une fonction holomorphe de & (sauf a
lorgine), homogene de degrvé (q—v): R,.(6)=|&|""R,.(0).

(Le point (1°) est dli & la Corollaire 4.1. L’homogénéité de R (&)

set garantie par le Corollaire 4.1. L’homogénéité de ses éléments

peut étre vérifiée, si I'on remonte a la construction de la fonction

C/(>(z-; E‘) ) dans le paragraphe 3 en tenant compte de la formule

(6.12).)

Nous passons maintenant a définir la condition aux limites. Soit
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B(D,) une (bXm)-matrice qui s’écrit

QI,—k(Dr) Ql,l—k(Dr) —@1,,"—;,—1(D,)
(6.14) B(D,)=

Qh,—k(DJ -@b,l—k(Dx) —@b,m—k—l(D.r)

vérifiant la condition suivante:

(iv) Pour chaque (j,q) (1<j<b et —k<q<m—k—1), B,,(D.)
esl un operateur differentiel d’ordrve<<(m;—q) en x & coefficients
constants complexes, ou les m; (1=j7="b) sont de certains entiers
donneés tels que

(6.15) —k<m,<m—k—1, pour 1=<j=<b,

et, si m;—q est negatif, alors B,;,(D,) correspondant est égal,
par deéfinition, a lopérateur nul.

Alors, cette matrice B(D,) peut étre considérer comme une appli-
cation linéaire continue

m—k—-1

b
(6.16) de II H*(R") dans IIH""(R"),
k j=1

-
quel que soit ¢ réel.

Enfin, nous pouvons poser un probléme aux limites par le couple
{L(t; D., D)), $(D,)} comme suit:

Probleme aux limites: Etant donnés une fonction f(x,t) et
un b-vecteur de fonctions ¢(x)="(p,(x), -+, p(x)) tels que

617 fGnDELRY) ef que o(x)E 1L H"rA(RY,
chercher une solution u(x,t)€ W de I'équation difféerentielle
(6.18) L(; D, DHu(x,t)=f(x,1) dans R*", et

(6.19)  BDIU (%) =¢(x).

Cette position du probléme aux limites est une analogie de celle
dans la théorie classique des équations elliptiques non dégénérées.
Et, nous allons formuler une condition sur B(D,), dite de Shapiro-
Lopatinski, pour que B(D,) recouvre L(t; D., D,) selon le langage
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d’ Agmon-Douglis-Nirenberg [1].

Pour chaque (7,¢) (1=Z/7<b et —k<qg<m—k—1), désignons par
F,(D,) la somme des termes d’ordre exactement (#;—¢q) dans 1’opé-
rateur B;,(D.). Et nous formons une matrice, notée $B°(D,), comme
dans la formule (6. 14) (avec les B, ,(D,) remplacés par les %5 ,(D,)).
Soit $°(¢) la matrice obtenue par la substitution D.—¢. Le (J,¢q)-
€lément de celleci est un polynéme homogéne en ¢ d’ordre (m;—q).

Alors, la condition de Shapiro-Lopatinski se pose comme suit:
Condition (S.L.) sur B(D.): Il existe une (m Xb)-matrice
D), dont le (q,j)-element est une fonction de & homogéne de
degrée (q—m;) pour —k<q<m—k—1 et 1<jZb, telle que
(S.L-1) B(&)D(&) =l'dentite sur C*; et que,
(S.L-2) RE&D(E&)=D(£), a tout point £(#0) de R

6.II. Estimation a priori
Nous allons démontrer, dans ce 6.1I, le théoréme suivant:

Théoreme 2: Soit L(t; D,, D,) un opérateur défini par (6.1)
satisfaisant a la Condition (I). Supposons qu'une matrice d ope-
rateurs B(D,) definie par (6.14) vérifie la Condition (S.L.). Alors,
il existe une constante positive K=K (L, B) telle que U'inégalité
(6.20)  |lulx, Owy=KA{IL{E; D., Dou(x, 1)|lxrr

+ |1 B(D)Y (x) ”,I’i DR
+ 1@+ D ulx, ) [|recrn )

soit vraie pour toute u(x,t)e W;.

D’abord, il nous conviendra d’introduire les semi-normes suivantes
définies sur W;”: Nous posons

6.21) M) =" +Dulx, et pour 0Sh=k;
6.22)  Niw= > DD u(x )y, pour 0=h=k.

Hl=m+h—

Alors, nous pouvons vérifier facilement les relations suivantes entre
ces semi-normes et les normes des W/} (0<<h<k), ol la fonction u
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est toujours prise dans W', et les plusieurs constantes C,, C,, --+ sont

universelles (indépendantes de #):
(6.23)  Ni(w)=C,{N.(u)+M,(w)}, pour 0=h=Fk;
(6.24)  Colullwrt <Nis(u) + Mo () ZCsllug]lwrs,  pour 0=h=k.

Nous faisons encore une convention d’écriture: Etant donné un b-

vecteur de fonction

o(5) = (), s () € Lm0 (RO,
nous écrivons
(6.25) Co()=lloCOllf e
Alors, I'inégalité (6.20), qui est notre but, équivaut a la suivante:
(6.26)  Nu(w) <C{l| Lutll erery+ (B )+ Mo (w)}, pour tout us Wy
avec une constante C,>0 indépendante de #. La démonstration de

cette derniére inégalité se fait par les deux étapes suivantes:

La premiére est d’obtenir la majoration
6.27)  Ni(@ZCi(| Lull serry+(B%Y)), pour tout us Wy,

ol {L’ A"} est la partie principale du couple {L, B}. Et, la deuxi€éme
est d’établir le fait suivant: Quel que soit ¢e=0, il existe une con-
stante C;=Cq(e)>>0 telle que l'on ait

(6.28)  |[(L—Lull s +((B—B)u Y<eNy(u) +Co M, (1),

indépendamment de ue W;". Si l'on admet ces inégalités (6.27) et
(6.28), il en résulte 'estimation désirée (6.26) en prenant un >0
tel que Cse<<l. Et, ceci finira la démonstration du théoréme.

Preuve de (6.27): Etant donnée une u=u(x,t)e W quel-
conque, soit (& t) sa transformée de Fourier en x (voir (6.8)).
Par le changement de variable {—s défini par (6.11), nous la con-
sidérons comme une fonction »(& s) de variable s ayant & comme

parameétres:

(6.29) v(g, s)=a(&t), oli s=t|&] avec £(#0)ER".
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Pour —kA<q¢<m—k—1, nous désignons par y,2(&) (resp.r,v(&)) le
trace d'ordre ¢ de #(& t) (resp.v(é,s)) comme fonction de ¢ (resp.
s). Nous avons alors

(6- 30) Tqﬁ(5)=l$|"rqv($),
pour tout é(#0)ER" et —k=q<m—k—1.

Ensuite, nous nous rappelons de l'application é—~» de R" dans S"*!
définie par (6.10) et de la formule (6.12), d’oli nous avons les deux
églités qui suivent

(6‘ 31) ”L0<t; E) Dx)d(é.v t) ”L?(RO
=|&|"* DL (s; w, D& $) | .y -
(6.32) %‘. [&] b B (&), (8) ] = | €] "'""'“'”;} | B ()7, 0(E) ],

ol la somme par rapport a (j,q) parcourt tout couple d’indices telles
que 1=7<bh et —k<g<m—k—1. Pour avoir (6.32), nous avons
aussi utilisé I’homogénéité: B,(&)=|¢&|"7P,(w). De méme, nous

voyons que
(6.33) Zlel™ I Di(tacs, D) llwn,= &1 ”éj”Di(skv(& S ey«

Avec ces préparations, nous allons maintenant utiliser le Théoréme 1
pour le couple {L'(s; o, D,), ¥’ (w)}, ol les paramétres o varient

dans la sphére unitaire S*' (compacte). Donc, nous avons l'inégalité

(6. 34) IE:(J)“DS(SW(S’ N2 n=C:{|L*(s; 0, D)v(&, $) 12k
+ %I%q(w)rﬂ)(e) [},

oll la constante C,>>0 ne dépend ni de v(& s), de » ni de [&|. Elle
est une constante uniforme par rapport aux parameétres £(#0)& R".
Cela est une conséquence de la régularité remarquée dans la Proposi-
tion 4.1. L’existence d'une telle constante C, uniforme est trés
importante. Dés lors que nous l'admettons, la preuve de (6.27) est
presque terminée. En vue des égalités (6. 31) (6. 33), nous obtenons,
par (6.34),
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(6.35) élel "Dyt (8, D) |z =C{IIL°(¢; & D) a (&) |l e
+ 3[R B (O a ()]}

Alors, la norme dans L*(R") par rapport a & du premier membre est
équivalente a4 N,(#) dans (6.27), tandis que celle du deuxiéme
membre est majorée par le deuxiéme membre de (6.27), oll nous
avons utilisé la restriction (6. 15) sur les m;. L’inégalité (6. 27) est
maintenant établie.

Preuve de (6.28): La forme concréte (6.1) de l'opérateur L
implique d’abord

(6.36) (L= LOullar h<Co Bt Dl sy,

ici, la terme correspondante a h=4Fk disparait si m=k. Alors, la
définitions des N,(u#) et des M,(u), 'inégalité (6. 23) et la fait bien
connu sur la majoration des dérivées intermédiaires nous donnent
l'estimation suivante: Quel que soit 6>>0, il existe une constante
positive Cy=C,(9) telle que l'on ait

(6.37)  II(L—L"ullzcery=0Ny(u) + Cy(8) My(u), pour tout uc Wy
Ensuite, estimons (((_‘B—_‘B")z—t)(x))). La restriction (6.15) sur
les m; nous donne la majoration suivante:
m—k—2
(6.38) ((B—B)u(x))=Cy 3 llreu () || wrt-e-ciog,y .
Les quantités du deuxiéme membre sont estimées de la maniére
suivante:
Si 0<q<m—Fk—2, alors,
(6. 39) et (2) | mr- 2y Cys {|lttll sm+rcarry + Mo (u0) }.
Si 1< <k, alors,
(6. 40) lr—sue () || amrrimcm gy SCoa (|l 18| =1 gnr iy + Vel m=r=scrnets}

Remarquons que, si m=4, la norme de # dans H"** de (6.40) doit
étre lue la norme dans L% Donc, dans ce cas aussi, nous avons une

majoration du type (6.37), c'est-d-dire, quel que soit >0, il existe
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une constante Cy3(9) =Ci3(8)>0 telle que l'on ait
(6.41) ((B—-BHu(x)Y<o6N,(n) +Cys(0) M,(u), pour tout uc Wy.

Alors, pour avoir (6. 28), il ne reste qu’a poser 6=¢/2 dans (6.38)
et (6.41).
Le Théoréme 2 sur l'estimation a priori est complétement établi.

6. III. Un théoréme d’existence et d’unicité

Dans le Théoréme 2, nous avons supposé les Conditions (I) et
(S.L.) sur le couple {L, B}. Mais, en réalité, ce sont des conditions
qui restreignent seulement sa partie principale {L°, $°}. Donc, ce ne
sont pas encore suffisantes pour avoir l'existence ou Il'unicité des
solutions. (Dans la théorie classique (non dégénérée), la situation
était analogue.)

Maintenant, nous énongons un théoréme d’existence et d’unicité.
Celui est obtenu par la “méthode de descente”. Bien que ce théoréme
ne soit pas assez général, il nous donnera encore une analogie avec
la théorie classique d’opérateurs non dégénérés.

Soit {L(¢; D., D)), B(D,)} un couple défini par (6.1) et par
(6.14). Nous substituons, dans ce couple, les dérivées tangentielles
D, par &, Nous obtenons ainsi le couple {L(¢; & D,), B(&)} formé
par un opérateur différentiel ordinaire en f a coefficients polynémes
en & et par une (bXm)-matrice d’éléments polynémes en & Ce
couple n’est plus homogéne en (f, &) (par exemple, nous n’avons plus
I’égalité du type (6.12)). Pour le faire homogéne, nous y ajoutons
encore un parameétre.

Nous considérons certains (#+1) paramétres &= (&, &y, -++, &,)

liés avec €= (&, -+, &) de la maniére suivante:
(6. 42) £,=¢;/C, pour 1=j<n.

Soient maintenant P"(D,, D,) (0<h=<lk) les opérateurs qui paraissent
dans L (voir (6.1)). En désignant par P"(& ¢) les polynbémes cor-
respondants, nous posons, indépendamment des notations dans les
paragraphes 1~5,
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(6- 43) Qh<c’ T) th(CO; Cl: R cuv T) :CSI—,‘P}'(CI/CO’ R Cﬂ/C% T/CO)’
pour 0=<h=<k.

Alors, chaqué Q'(¢, ) (0<h<FE) est un polyndme homogéne de degré
(m—h) en (&,7) ((n+2) variables). Et, posons, pour définir un
opérateur M,

(6.44) M(; e, D)v(t) ng"(C, D) {t"v(t)}, ou encore,

(6.4 M(t; D., D)oz ) =33 (D., D) {#=0(z D),
Oﬁ 2= (Zo, 21, ey Z,,), et Dz= (Dzny Dzn ttYy Dz,,). Alors, M(t; Dz? Dt)

est un opérateur dépourvu des termes d’ordre inférieur.
Nous faisons la méme substitution 4 la matrice B(¢): En écri-
vant B;(&) le (4, ¢)-€lément de B(¢), nous définissons

(6- 45) CJ'J(C) =Ciﬂ(CO) cb °t Cn) :C:J"j_qgiv(cl '}:0’ R Cﬂ/cﬁ)
pour 1<j<b et —k<qg<m—k—1. ‘

Et nous définissons la matrice C(¢) (resp. I'opérateur C(D,)) de
sorte que son (7, g)-€lément soit C;,(&) (resp. C;,(D.)). Alors, C(D,)
est aussi une matrice d’opérateurs dépourvus des termes d’ordre
inférieur.

La correspondance entre {L({; D., D,), B(D,)} et {‘M(t; D., D),
C(D.,)} est biunivoque. Si nous supposons la Condition (I) sur L,
nous avons exactement la méme Condition (I) sur M. Si nous
supposons la condition au point (ii) (au début de ce paragraphe) sur
M, celleci se traduit & une condition sur L comme suit: Il existe
une constante C=1 telle que

(6.46)  C'(Je]l + e+ D" P& 0 | KCU e+ Il + D)7,
pour tout (& r)ER™,

Cette condition sur L est strictement plus forte que celle au point
(ii), et de plus, elle implique la condition au point (iii) sur les
nombres des racines. Nous pouvons construire la matrice carrée,
notée par S(¢), correspondante a4 R(£), pour cet opérateur M.
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Maintenant, si I’'on suppose la Condition (S.L.) sur C(D,), celle-ci est
strictement plus forte que la Condition (S.L.) sur $B(D,). Nous
appelons cette condition plus forte comme ‘“la Condition ((S.L.))
sur B(D,)”.

Voila, toutes les hypothéses dont nous avons besoin pour le
théoréme d’existence et d’unicité:

Théoréme 3: Etant domné un couple {L(¢; D., D,), B(D.,)}
défini par (6.1) et par (6.14), supposons la Condition (1), (6.46)
sur L et la Condition ((S.L.)) sur B(D,). Alors, 'application

u(x, t)—{L(t; D., D)u(x, t),B(D)U (%)}

est un isomorvphisme (algébrique et topologique) de v osur
1

LZ(R';:Q-I) X HHm—-k—m]--(ll2)(Rn).
ji=1

Démonstration: D’abord nous considérons les paramétres & et
¢ comme s’ils sont tout & fait indépendants. Le méme calcul que
I'on a fait pour obtenir I'inégalité (6.35) nous montre qu’il existe
des constantes positives K; et K, telles que

6.47) K3 3¢ DI aE ) s
SIM(E; & D) Dot SIE1 92| Co(Oro (@) |
<K, 335 E DI a0 D) s,

ol u(x,t) élément quelconque de W/, (& t) est définie par (6.8),
et notons que K, et K, sont indépendantes nonseulement de # mais
aussi de & et de ¢. Nous posons maintenant

(6. 48) CE(COy Cl) "’ycfr)=(1y51""y$n)y

et prenons les normes dans L?*(R") par rapport a ¢ de toutes les
termes de (6.47). Alors, le premier et le dernier membres sont
équivalents & la norme de # dans W/, tandis que le deuxiéme membre
est équivalent 2 la norme de {Lu, Bu} dans l'espace produit indiqué
dans 1’énoncé du théoréme. Ceci montre l'équivalence entre les
normes de u et de {Lu, Bu}. La surjectivité de cette application
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u— {Lu, @ﬁ)} se voit par une construction explicite de la solution de
I’équation (6.18) et (6.19). Cette construction est faite, d’abord,
pour le couple {M(¢; &, D,), C(&)} selon ce que nous avons déja fait
dans le paragraphe 2 (voir les Propositions 3.4 et 3.5). Et puis,
nous remplagons ¢ par & suivant (6.48), et enfin, nous effectuons
la transformation réciproque de Fourier &é—x.
Ceci nous montre la surjectivité. Donc, le théoréme est établi.
D.Q.F.D.
6.1V. Un exemple

L’exemple que nous allons citer est 'un du cas ot m=2et k=1.
Nous définissons L par

(6.49) L(¢; D., D)u(x, t)Et{Df+Z:‘.1Df,+ BVu(xt)=t(1—Dulx,t).

Evidemment, c’est la généralisation aux plusieurs variables de l'ex-
emple traité a la fin du paragraphe 2 (et du paragraphe 5). Comme
b=1, nous pouvons poser une et une seule condition aux limites, ol
le nombre m, doit étre égal a 0 ou bien a —1 a cause de la restric-
tion (6.15). En correspondant & ces deux cas, nous avons les deux
types suivants des conditions aux limites: Si l'on pose m,= —1,

(6.50) @_lu(x)zg'”u(x, 1t
0
et, si 'on pose m,=0,
(6.51) Bou(x)=u(x, +0)+ (EIIB,D,,+Bo)S”u(x, t)dt,
i= 0

ol les B; (0<j<m) sont de certaines constantes complexes. L’opé-
rateur B, satisfait automatiquement i la Condition ((S.L.)), tandis
que nous devons choisir les (8, convenables pour que B, défini par
(6.51) le fasse aussi.

Alors, les deux problémes aux limites se posent comme suit:

Probléeme (A): Etant données une fonction f(x,1)s L*(R.)
et une autre fonction o(x)= H¥*(R") quelconques, chercher une
solution u(x,t) € W} satisfaisante a l’équation différentielle sui-
vante:
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HD+ D2+ V(s ) =f(x,£), et
(6.52) {” =
S u(x, t)dt=¢(x).

Probleme (B): Etant données une fonction f(x,t)e L*(RY)
et une autre fonction y(x)e€ H'*(R") quelconques, chercher une
solution u(x,t)e W de léquation difféerentielle

HD + D+ Lu(x, ) =f(x, 1), et
(6.53) { o .
u(, +0)+ (338, D,,+ )| uCx, Hydt = ().

Soient ¢= (&, &, -+, &) (#(0,0,+-+,0)) (#+1) paramétres réels.
Nous définissons le couple {M(¢; ¢, D,), Ca(8)} (wa=—1o0u 0) d’opé-
rateurs d'une seule variable ¢ dépendant aux paramétres:

M(t; &, Do) =t (Di+ 3383 o(8),
(6.54) { - )
C’_I(C);EC-J))EJ‘_W, et 00(5)71—‘—2‘0”4‘%3;62’—19-

Nous introduisons le nouvelle variable s et transformons ces opé-
rateurs:
(6.55)  t=s=t]], o €] =(SeH">0, v(O)=u(s),
M(t; &, D)v(t) = |C|s{Di+ 1} w(s);
(6.56) N N " e,
C(Q)v =18 "raw, et Ci(Qv :Tow+§Bil—Cj—|r—1w-

Alors, la matrice S(&), qui correspond a R(¢), est de la forme

1/2 ICI‘I/Z]
lcl/z 12 &

Donc, la Condition ((S.L.)) sur @, se traduit comme suit:

(6.57) S0 =[

Il existe une constante ¢>>0 telle que

(6.58) { "
lZﬁiC,—l—llgc, pour tout £E R, |¢] =1 et &,=0.

Maintenant, nous avons les Problémes (A) et (B) réduits aux

équations:
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6.52) (@) s(-w/()+w(s)=g(), et | wis)ds=o.
(6.53)  (b) s(—w’(s)+w(s))=g(s), et
w(+0)+ 562 w(s)ds =
=] e
Les formes explicites des solutions de ces problémes réduits (a) et
(b) ont été données dans le paragraphe 2 (voir (2.25), (2.27)).
En revenant aux Problémes (A) et (B) originels, nous avons les

formes concrétes des solutions (I'existence et 1'unicité ont été granties
par le Théoréme 3.):

La solution du Probléme (A):
u(x, t)=S:GA(t, s; 2) % f(5, D)ds+ Kat; x) % o(x);
La solution du Probléme (B):
u(e, 0=\ Gult 53 %) 1 Fls, s+ Kot 2) % ()3
ol » signifie la convolution par rapport a x dans R”, et, les noyaux
Ga(t,s; %), Gyt s; x), Ka(t; x) et Ky(t; x) sont définis de la

maniére suivante: Définissons d’abord un noyau «(f; x) et deux
opérateurs 4 et T (en variable x):

(6.59) c(t; x)=F [exp{—1t(|&]*+1)V?3}], pour t>0;
(6. 60) A=F (|2 + 1DV F]; et,

T=A?‘1[{Ziﬂ,~$,~+ﬁo+(l$IZ+1)”"}“ETE].
Alors, les noyaux en question s'expriment

Gallys; 1) =2 k(1 —s|; ©)+xlt+5; 2)—2(t: 2)],
(6.61) { 2s
K. (t; x)=4(t; x);
Golt,s; )= 24kt —s|; )+ (1—2T)e(t+s: %)
(6.6) 2s
—2(1—T)x(t; )],

K, (t, x)=Tk(t; x).
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Non seulement pour l'opérateur L défini. par (6.49), mais aussi
pour tout probléme aux limites (6.18) et (6.19), nous pourrions
également expliciter son opérateur de Green et son noyau de Poisson
sous les hypothéses du Théoréme 3.

Dans le Probléme (B) ci-dessus, nous posons B;=0 (0<{j<ln).
Alors, le résultat est l'isomorphisme suivant:

(6.63) {EA—=D; ro}: WimL*(RY) X H(RY).

D’autre part, I'isomorphisme du cas non dégénéré est le suivant (bien

connu):
(6.64) {(A—=4); ro}: H(RID~=L*(RY) X H*(R").
En interpolant ces deux choses, nous avons les isomorphismes inter-
médiaires:
(6.65)  {(1*(1—4); yo}: [HA(RYY), Wia~L* (R x H' 7 (R,
ol 0<<a<l, et,
L (R, Wila=(f(x,); (L+0*f(x, He H' (R,
t*D.; D, f(x,t), t*D,;D, f(x, 1),
t°Di f(x, t)e L*(RY), 1=j, I=n}.

§A. Appendice. Une Proposition de la théorie de Fuchs
A. L

Soit L= i\(r; D.) l'opérateur différentiel ordinaire défini dans le
paragraphe 2. Supposons que tout zéro du polynéme P°(zr) soit
simple. Nous allons traiter les deux équations homogéne ou non

homogéne suivantes:

(A. 1) L(e; DDu(x) =0, et

(A.2) L(z; D)@ =o(o).

Soient {r,}..1 tous les zéros de P°’(r). Pour x fixe (1<pu<m), notons

par #, le nombre des solutions linéairement indépendantes et holo-
morphes de 1’équation (A.1) au point r=r,.
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En divisant par P°(r) chaque c6té de (A.1), nous voyons que
le point r=r, est un pble au plus d’ordre 1 des coefficients de D}
(0<h<k—1) de l'opérateur P°(z)"'L(z; D,). Donc, ce point est
point régulier (point d’holomorphie) ou bien point singulier régulier.
Et, selon un théoréme de Perron, nous avons le lemme suivant (voir
Bieberbach [4], p. 171):

Lemme A.1: Le nombre ¥, est égal a (k—1) ou bien a k.

Nous passons maintenant 8 1'équation non homogéne (A.2).
Etant donnée une fonction quelconque ¢(r) holomorphe au point
r=r,, nous nous demandons si I’équation (A.2) admet au moins une
solution holomorphe & ce point ou non. Le moyen habituel de ré-
pondre a cette question est d’essayer de déterminer une solution par
la méthode de séries formelles.

Alors, le résultat principal de ce paragraphe se résume en une

proposition suivante:

Proposition A.1: Soit v=+, (1= u<m) un zéro quelconque de

P(z).

(a) Si #,=k—1, alors, l'éequation (A.2) admet toujours une solu-
tion holomorphe a ce point quelle que soit ¢(r) une fonction
holomor phe;

(B) Par contre, si #,=k, il existe une fonctionnelle linéaire ¢(z)
—I.(p) telle que léquation (A.2) admette une solution holo-
morphe a ce point si et seulement si I'.(¢)=0, ou la fonction-
nelle T ,(¢) est de la forme suivante:

(A.3) =269 (),
ji=0 T

avec un certain entier M=0 et de certaines constantes com-
plexes c,; (0j<M) telles que c.=1.

Tout ce qui suit dans ce paragraphe est consacré a la démonst-
ration de cette proposition. Et ceci nous fournira aussi une démonst-
ration du Lemme A.1 ci-dessus.
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A. Il

Comme la situation est locale, nous pouvons déplacer la point
t=r, a lorigine. Indépendamment de toutes les notations jusqu'ici,
nous allons traiter dés maintenant un opérateur différentiel L= _(z;
d/dr) de la forme suivante:

(A.4) Lu(z)= .E(r; —a%)u(r) =u®(r) + T—lgpk-h (D)u® (),

ol % est un entier positif, les #* désignent les dérivées de # d’ordre
h (0<h<k) comme d’habitude, et les coefficients p*(r) (1<h<k)
sont des fonctions holomor phes données au point =0 ayant les séries
tayloriennes

(A.5) P"(r)=%j—1'p?r", pour 1<h=<k.
Les équations en question sont les deux suivantes:
d _
(H) £(s d—)u(r) 0,
T
d .
(NH) .E(T; —d—>u(f)=f (p(r),
T

ol, dans 1'équation non homogéne (NH), ¢(¢) est une fonction holo-
morphe quelconque au point r=0. Notons par # le nombre des
solutions linéairement indépendantes et holomorphes de 1’équation
homogéne (H) au point r=0. Les questions sont de savoir exacte-
ment le cas #=k—1 et le cas #=~F, et en méme temps, de chercher
de condition sur ¢(r) pour qu’il existe une solution holomorphe de
I’équation (NHY.

Nous définissons tout d’abord une infinité des polyndmes {7;(p)}; s
en variable p (indépendante de 7):

A6 F=r I om0, o =k-1-p

_ ey r(o+1) e+l

pour j=1,2, -
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Ces polynOmes sont introduits pour que nous ayons

(A.8) .C'(r; H‘%)r":r""’ %ﬂ?fj(p)ri.

Ensuite, nous développons la fonction donnée ¢(r) dans (NH) et

la solution cherchée #(z) en séries tayloriennes

(A.9) o()=3]

@i
!

, et u(r)=> Lf{r".
g j=0 71!

0 J
Alors, si les deux séries de (A.9) satisfont & (NH), nous devons
avoir les égalités successives suivantes:

k=1
(A.10) ,2(, P uy=¢o, et

. i+l k=1 j+1 o—h
(A.11) (]+k—$)u,-+.+§,§)< ! )p,-ﬂ-BuBM:cpm,

B+h<lj+k

pour 7=0,1,2, -

Ces formules (A.4)~(A.11) sont toutes fondamentales dans les
raisonnement qui suivent. Nous traitons d’abord le cas: k=1 et puis
le cas: k=2

Dés maintenant, nous faisons une convention d’écriture: Etant
donnée une fonction ¢(z), nous disons en bref, “{s.h.; ¢} est vraie”
au lieu de dire qu’il existe une solution holomorphe de 1'équation
(NH) pour cette fonction ¢(r), en pensant {s.k.; ¢} comme une pro-
position.

Dans la suite, nous aurons plusieures séries formelles du type
(A.9) ou bien d’'une fagon analogue modifiée. Pour chacune d’elles,
nous devrons garantir sa convergence absolue dans un cercle centré
a lorigine. Nous omettons toutes les vérifications des convergences,
mais, ce sont effectuées sans exception par la méthode habituelle de

séries majorantes.

A.II1.

Nous nous bornons dans ce A.III au cas ou k=1. Dans ce cas,
nous avons ¥,(p) =p—¢&, et les égalités (A. 10) et (A.11) deviennent
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(A.10), —&Uy=¢y, et
i1/
(A11), (-, + g(%)ueﬁ}—ezw» pour j=1,2,3,

Nous distinguons les trois cas suivant la valeur de &:

{Cas (a): ¢=0; Cas (b): &£=entier>0; et,
Cas (c¢): les autres cas.

Cas (¢): Quelle que soit ¢(r), nous pouvons déterminer tous
les u; par (A.10), et par (A.11), de la maniére unique. Et, (H)
admet une solution de la forme #(z) =<*v(r) avec une certaine fonc-
tion holomorphe v(z). Donc, #=0, et {s.h.; ¢} veste toujours vraie
pour wimporte quelle .

Cas (a): Soit ¢(r)=0. Alors, en posant #,=1, nous avons
tous les #; (j=1) déterminés par (A.11), de la maniére unique.
Et, pour ¢(r) générale, (A.10), et (A.11), sont possibles si et
seulement si @,=0. Donc, #=1, et {s.h.; ¢} est vraie si et seule-
ment si I'(p)=¢,=0.

Cas (b): Soit d’abord ¢(z)=0. Posons #,=0 pour tout 0<j
<¢&—1 et us=1. Alors, les u; (6+1<j) sont fixés de la maniére
unique. Donc, #=1. Soit ensuite ¢(r) générale. On fixe les u;
(0<j<¢—1) uniques par (A.10), et (A.11),. Chaque u; (0<j
<¢—1) est une combinaison linéaire des ¢, **, ;. En posant j=¢&
dans (A.11),, nous devons avoir

-1

A12)  ror=e5(5) pstston o) =0,

B—0

pour que {s.k.; ¢} soit vraie. Si l'on a I'(¢)=0, alors les autres u;
(¢+1=<j) sont déterminés encore par (A.11), pour u: fixe quelcon-
que. Donc, #=1, et {s.h.; ¢} est vraie si et seulement si I'(p)=0,
o I est definie par (A.12),

Nous avons ainsi terminé le cas: k=1, et vérifié la Proposition
A. 1.
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A.1V.
Nous passons maintenant au cas ol £=2. Nous posons d’abord
(A.13) Do= (P}, -+, P EC*

-
Lorsque le vecteur p, n’est pas nul, nous définissons un espace affine

E(c) contenu dans C* dépendant & un nombre complexe c:
k=1

(A 14)  E()={(th, -, i) EC*; S pt"us=c} (voir (A.10)).
=0

s
Comme p,#0, E(c) est de dimension (£—1), et il est un sous-espace
vectoriel de C* si ¢=0.
Maintenant, nous avons besoin de distinguer les trois cas sui-
vants:
- -

Cas (d): p0=0(:(0v"') 0)); -

{Cas (e): ¢&=entier=k (donc p,#0);

Cas (f): les autres cas.

Cas (d): Le point =0 est un point régulier. Donc, #=F, et
et {s.h.; ¢} est vraie si ¢o=0. Soit donc V(r) la solution holomorphe
de (H) caractérisée par la condition initiale

(A.15) V9=(0)=¢;, pour 1<j=<k.
Alors, pour ¢(r) quelconque donnée, 'équation (NH) admet une
solution

u(r) =0 V(r)logr+w(z),
ol w(r) est une fonction holomorphe convenablement choisie. Donc,
=k, et {s.h.; ¢} est vraie si et seulement si I'(¢p)=¢,=0.

Cas (e): Soit ¢(r) quelconque, et fixons un (#,, -+, #s) € E(g0o).
Si ¢=*%, nous pouvons passer tout de suite d I'égalité (A.11) avec
7=0. Mais si £, nous déterminons les #; (A<j<<&—1) par (A.11).

Ce sont de certaines combinaisons linéaires de (#o, -, #,,) et de
(@1, =+, @jtr1) (R<j=<¢€—1). Posons maintenant j=¢&— % dans (A.11).
Ceci nous donne une relation linéaire entre (%o, **-, ¢4—1) et (g1, -+,

_14+). Nous pouvons l'exprimer sous la forme
@:
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k=1
(A.16) ,'Z_Oq”"" 1y =@s-re1— o (@1, *** @),
ol le vecteur
(A.17) a=(q, - Hec
est déterminé par les p} (1<h<k, j=0), et I, est une certaine
combinaison linéaire des (¢, ***, ¢s-+). Nous posons provisoirement
k=1
(A.18) E'={(us, ", ms1) € E(0); 23¢""u,=0}.
=0
Il faut donc distinguer les deux cas suivants:
- -
Cas (e;): ¢ est linéairement dépendant a p,,
donc, dim. E'=k—1;
Cas (e.): 3 est linéairement indépendant de ;,,
donc, dim. E/'=k—2.

Cas (e;): En choisissant une base quelconque de E’, nous
obtenons un systéme de (k—1) solutions linéairement indépendantes

et holomorphes. Et la k-€me solution s’obtient en posant (#,, *-+, %)
=(0, ---,0) et #:=1. Donc, #=~k. Soit ensuite ¢(r) générale. Nous
prenons un (%o, -+, ) E E(p,) et déterminons les (us, -+, t:y)

comme ci-dessus. Alors, par (A.16), nous avons
(A. 19) r((p) E(Pe—kn_ro(‘/’l» tty (pg_,,)—a((p():O,

si {s.h.; ¢} est vraie, oll a est la constante telle que ¢g=ap,. Donc,
=~k et {s.h.; ¢} est vraie si et seulement si I'(p)=0 avec I' définie
par (A.19).

Cas (e,): En correspondant & une base de E’, nous avons un
systéme de (k—2) solutions linéairement indépendantes et holo-
morphes. Et la (k—1)-éme solution est obtenue en posant aussi
(#to, *+, 41)=1(0, -+-,0) et u:=1. Notons cette solution par U,_,(z).
Alors, la k-éme solution n’est plus holomorphe, en effet nous pouvons
la trouver en posant

Ui(z) = Ui (z) logr+v(z)
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avec une certante fonction v(z) holomorphe. Donc, #=%—1. Ensuite,
prenons une ¢(r) quelconque. Nous pouvons choisir un (%, **+, #s—)
e E(p,) satisfaisant a (A.16). Posons de plus #:=0. Alors, les
autres #;(¢+1<j) sont fixés par (A.11) de la maniére unique.
Par conséquent, $=k—1, et, {s.h.; ¢} est toujours vraie quelle que
soit ¢.

Nous avons ainsi terminé le cas (e).

Cas (f): Dans 1'égalité (A.11), les coefficients (j+k—¢) de
%;4+ Ne s’annule jamais pour j==0. Donc, en choisissant un (u,, - -,
1) € E(g,), nous pouvons infiniment continuer a résoudre (A.11).
Donc, {s.h.; ¢} est toujours vraie pour wimporte quelle ¢, et de
Dlus, #=k—1.

Ce dernier fait que $=%k—1 reste encore A vérifier. D’abord, il
est claire que #=k—1, car dim. E(0)=£k—1. Alors, il suffit de trouver
une solution non holomorphe de (H).

Si ¢ n'est pas entier, nous trouvons facilement une solution qui
s'écrit *v(r) (v(r) est une fonction holomorphe convenable avec
v(0)=1). Cette solution est de singularité de la puissance fraction-
naire,

Si ¢=entier<<0, alors une solution non holomorphe de (H) s'écrit
t{u,(c) logr+us(r)}, ol les u,(c) et wu.(r) sont holomorphes et
u.(0)=1.

Considérons le cas on £=k—1 et p,#0. Dans ce cas, pi=0 et
(o, =+, p6) #(0, --+,0). Donc, (o, ***, Up—s, theq) = (0, -++, 0, 1) € E(0),
c’est-a-dire, il existe une solution holomorphe V(¢) de (H) caractérisée
par (A.15). Alors, la k-€me solution s’obtient sous la forme W(<)
=V(c)logr+w(r), oli w(r) est une fonction holomorphe convenable.

Soit maintenant 0=¢=entier<k—2. Nous allons traiter ce
dernier cas par la méthode de Frobenius (pour la généralite de cette
méthode, nous pouvons référer Bieberbach [4] et le Dictionnaire
Mathématique [8]). C’était pour faire ce calcul que nous avons
préparé les définitions (A.6) et (A.7) des polyndmes {Z;(p)} 5.
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Indépendamment de la formule (A.9), nous posons

(A. 20) u(c; p) Ez ,(p)e",

~d—> a cette série formelle:

et nous opérons _[ (r; p
T

(A.21) .-£'<T; %)u(r; 0) Er*k%CU;(p)r’,

ol les coeflicients U;(p) s'écrivent, grice & (A.6), (A.7) et & (A.8):
{CU()(P) =¥(0)1s(0);
ji-1
Vi) =0(o+Du;(0) + S50+ I)rao),

pour j=1,2, -,

(A.22)

Nous voyons par hypothése: 0<¢é<k—2, que

Le polyndme #,(p+h) est divisible
(A.23) { par (p—¢&)* si et seulement si 2=0, et,
par p—¢& si et seulement si 0<h<k—2—¢;

et que, s'il existe un couple d’indices (7, 4) tel que 0<h<<j<<k—2—¢,
alors le polyndme #;.,(p+ %) est divisible par p—&.

Nous déterminons maintenant les #,;(p) par les formules succes-
sives

(A.24)  wu(p)=1, et U;(p)=0, pour j=1,2, 3, --

Les #;(p) ainsi choisis deviennent tous certaines fonctions rationnelles
de p holomorphes & p=¢. Et, de plus, nous avons

(A.25) £<r; dir)u(r: 0) =":(0),
ol le deuxiéme membre est divisible par (p—&)% Posons alors

(A.26)  o(s P)=g—:(r: o)=%aip{u;(p)r””}.

Nous avons

a2 L(s )t p>=(aip{.c(r; A Yuces o} = ;f) 74(p).
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Le deuxiéme membre de (A.27) s’annule au point p=¢, c'est-a-dire,
la fonction v(r; &) est une solution de I’équation (H). Cette fonction
posséde une singularité logarithmique au point r=0.

(Par la méme méthode de Frobenius, nous pouvons aussi traiter
tous les cas (déja faits) ou ¢ est entier. Si par exemple & est un
entier négatif, nous fixons les #;(p) également par (A.24) mais en
commengant par #,(p) =p—&.)

Nous avons complétement terminé tous les cas possibles par
rapport & l'opérateur .L(r; d/d<) défini par (A.4). Et, nous avons
achevé la démonstration de la Proposition A. 1.
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Correction: Le travail [3], cité dans [I'Introduction comme un
résultat de M. Baouendi seul, était en effet une collaboration avec
M. C. Goulaocuic. L’auteur s’excuse vivement a M. Goulaouic de cette

négligeance.



