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Résumé

D an s u n  artic le  p récéd en t ( [ 4 ] ,  p . 1 0 ) on  a dém ontré que le
chem in horizontal au dessus d 'un chem in contenu dans une variété
differentiable admtettant les homéomorphismes locaux à  l'espace p ro -
jectif à  dim ension infinie peut se déterm iner au m oyen d'un systèm e
d'équations différentielles de la même forme qu'à la variété différentiable

dimension finie. Ce système s'agit cependant des fonctions inconnues
de nom bre in fin i. C et artic le  a  pour bu t de p rouver l'ex istence de
ses intégrales.

1 .  Soient S  l'espace projectif  à  dim ension infinie, et (A i) (i E l)
une base de S .  Nous supposons que l'ensemble I  d'indices est équi-
potent à  l 'e n sem b le  (A i) ( i  E l ) ,  et qu 'il possède, conform ém ent le
théorèm e de Z erm elo , un  bon  o rdre . So it t l'é lém ent le  p lus petit
de I. En associant une fam ille des points d 'unité ( U10...i,-) ( ( j o, • ••,
sous-famille finie de I )  à  la  base (A i) (i e I )  , on peut former un repère
.( par rapport auquel un point P  de S  possède les coordonnées homo-

gèn es (x i )  ( i  I )  ( [1 ],  p . 3 ; [2 ],  p . 1 ) .  L es po in ts (A i) ( i  / )  se
nom m ent les som m ets de ce repère qu i se note a (A0) . D'après la
définition de base, on a = 0 sauf pour un nombre fini des indices i.
On appelle x0/ Ixsi ( i  / )  les coordonnées normales du point P(x ) .
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Nous désignerons désormais et sauf mention expresse du contraire
par (x i)  ( i E l )  les coordonnées normales du point x .  De plus, lorsque

•••, x-f'.(j„ < •••< /m ) sont les coordonnées normales *0 du point x,
nous conviendrons de faire x">0 de sorte qu'on ait 0<x-f°=1—

— • • • les coordonnées normales de x  étant ainsi uniquement
déterminées.

Prenons un point a . Soit /1 un nombre qui ne dépasse pas mini.

( 1±0). L 'ensem ble des points x  satisfaisant 'à l'inégalité ix1—a11<2,
se note (S," (a , ,1) et se nomme cube projective de centre a et de largeur

A. On a xi*0 pourvu que a1±0, et alors x i  est de même signe que
ai. On doue l'espace S  de la topologie où l'ensemble des cubes pro-
jectifs est une base.

2 .  Envisageons une transformation projective T  dans S  (une ap-

plication bijective S — >S qui entraîne une correspondance bijective entre
les droites en conservant la relation d'inclusion). Soit

T (A,), .

Nous obtenons alors un repère a' de sommets A l( i  E/), et de points
d'unité (io, • • • , (TI). Cette transformation T  est dite attachée
au changement de repère :1—>a'. Inversement, pour tout couple de

deux repères dans S , il existe une et unique transformation projective

attachée au changement de l'un  à  l'a u tre  ([4 , p . 3 ).
Soient ( p i 0 ) ( i j E I ;  p j i = 0  pour chaque j  sauf pour un nombre

fini des indices i )  les coordonnées homogènes du sommet Aj' par rap-
port au repère ;)t(A,). La transformation T  projective attachée au
changement de repère t—>1' s'exprime par

Px" -=V 1 p i r i (p *0 ).

Lorsque les p /  sont les coordonnées normales de Ai' cette trans-
formation est dite normale  1 (  j e  1 )) .  Si l'on désigne par
g /  les coordonnées homogènes du sommet Aj par rapport au repére

',  l'inverse T-' de T  est donnée par

ax 1= E

Lorsque la transformation T  est normale, il en est de même pour
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T - 1 et on a

_

D e plus, si les transform ations T  e t  T '  sont normales, il en est ainsi
pour la transformation composée

\ - 1 h m  l e t

& . 1 -  F

de sorte qu'on a  ( [4 ], p . 11)

(2. 1) Yr1 I P/"Pil = 1 ( jE I) .

Nous pouvons induire sur l'ensemble des transformations projectives
normales dans S  la topologie de l'ensem ble produit S '  de so rte  qu 'il
forme un groupe topologique  ([2 ], p . 10).

Pour la transformation pojective norm ale T  qui la isse invariant
le cube pro jectif e,=e (A „ 1 ), on a

= 0 (Z E F = I —  {c}) .

E lle opère sur e, comme un automorphisme. Si elle conserve de plus
le sommet A „  on a

p : = q , ' = 1 ,  p ! = q , J = 0 I —  {c})

de sorte que son équation s'écrit

E" j e  ; E =
r c

L'ensemble G, de telles transformations forme un sous-groupe de
; nous pouvons induire sur G, la  to p o lo g ie  d e  M  C ela revint

d ire  q u 'o n  in d u it su r G ,  la  topo log ie  du  p rodu it 01" où l'ensemble
d'aririvée e s t  la  frontiére d e  0.7,.

C ela étant fait,  à  chaque transfo rm ation  p ro jective norm ale p

( p j i ) E G „  il correspond une application de l'indice j E  au point
p i =  (p11 ) e tA. O r, la  topo log ie  de t r  adm et pour base l'ensem ble
des produits

J E ,

o ù  U ,  coincide avec si l'on laisse A . coté certains indices j i ,  • • • ,  j ,
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de nombre fini pour lesquels on a

= (ç- ( P i „  e) n (P1, e ( s = i ,  • . ,  1).

Ce produit est donc l'im age d'un voisinage 14 de la transforma-
tion p E G , sous l'application e défin ie par la crrespondance dont nous
venons de mentionner.

3 .  S o it  p =  ( • i) un  é lém ent (une transfo rm ation  p ro jective
normale) de  G .  P o u r ch aq u e  in d ice  j E f  ,  il existe un ensemble fini
nonvide des indices i E F  tels que p i i ± o .  S o it  i o ( p ,  j )  l'élém ent le
plus petit de cet ensemble. On peut prendre ( p . i i ) ( i * i o ( P ,  j ) ;  i , jE  I ' )

comme coordonnées de la transformation p . Envisageons ensuite une
transformation C L 'im age  (e )r est l'ensem ble des som m ets
(A i')  ( i  E  L ') du repère ;)1! tel que la transform ation C est attachée au
changement de repère A—>1!. Cela revient à  dire qu'on peut prendre
comme les coordonnées de l'application OC, celles de la transformatoin
C. O r ,  s i

E (p 5 ,  c )  fl 3,
il vient

, — .1,1<s = = 0) ,

en particulier,

0<pijoR(P. i . ) <

Nous pouvons donc prendre les C t i , ( i * i o ( p ,  j e ) ;  i ,  j a l ' )  comme
coordonnées de C.1,. En effet, cela revient à  la convention mentoinnées
p lus haut, si l'ind ice i o  e s t le  p lu s  p e tit  d 'in d ic e s  i  te ls  q u e  Cii,*0 .
Au cas contraire, en prenant o ù  e s t  l 'in d ic e  le  p lu s  p e t it  c o m m e
une des coordonnées locales, on peut écrire

Cf?, =1 — —  E

Lorsque p =  ( p i ' )  est l'é lém ent neutre (une identité) de G , on a

P f i= a i i ; = i ; —VA= < < 1

Le vecteur tangent ,1 à  G ,  en élément neutre e  s'exprime sous la forme
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- a
- - - Â j i

J i

o ù  o n  a  iti' =  0  sauf pour un nom bre fin i des couples d 'indices ( i , j)
Er x r  — 4  (I, p . 1 1 ) .  Les coordonnées normales p /  de ce vecteur
,1 sont définies par

1
,1+ 12, 1A,t1 1+ Ll

t+i

d'où

o<p/<1, E  = 1 .

A insi, l'espace T ( e )  de vecteurs tangents  à  G ,  en  e  peu t se  re-
présenter par un sous-espace de  G .  S i  p/= 1 pour tou t j E  (i.e.
0 1 i= 0  (i ± j ) ) ,  p  est l'é lém en t n eu tre  d e  l'esp ace  T ( e ) .  I l e s t  re -
présenté par l'é lém ent neutre e. Supposons ensuite qu'il existe un
ensemble nonvide des indices j  te ls  que  p i i * 0  (i + j ) .  Comme nous
l'a v o n s  rem arq u é  p lu s  h au t, il e s t  f in i: il s 'é c r it  ( j , )  ( 1 < s < / ) .  A
chaque j ,  il correspond un ensemble fini nonvide des indices i  satisfaisant

l'in éga lité  plj + 0 .  L e  nom ble le  p lu s g ran d  de  te ls  in d ices p o u r
s= 1 ,• • • ,1  se note y ( p ) .  L'élément représentatif p E  G , d u  vec teu r p
=  ( 0 )  adm et ainsi un voisinage ouvert 171, ([4], p. 5, ligne 2 de bas)
tel que O C ( C  RO fait correspondre  à  j3 ( 1 < s < / )  un point de

ap) n '13

et à  j ( * j s )  le sommet A .

1 . .0 < e p <   (IPS.1 ± 0 ) ) ,\ 2y (p)

4 .  E tant donné un élém ent (g ,L)a de G ,  env isageons, sur T ( e ) ,
un chemin p  =  ( t )  homémorphe à l'in terva lle  [ t e , t a + J (0 < ta G t , , ,< 1 ;
[4], p. 7 ) ,  tel que

p i ( t)  E  (6 j ,  E  ) (0 < e <  +  Ki; ic, = mini. (  (g ii)„j ± 0 ) )

ou bien, pour tout (gii)„±0,

(4.1)1  —  p  ( t )  = (t) 1G +1(Q ii).1

N ous allons dém ontrer, en utilisant la m éthode d'approxim ation
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successive, que le système d'équations différentielles

dg( 0  ik ( t )  g ki Io ik ig ji)
d t

aux fonctions inconnues  q , '  ( t )  ( t  e  [te , t de nombre infini admet
un  systèm e un ique des in tégra les qu i p rennen t les valeurs in itia les
(y ( i, I ' )  au point t a  ( [ 4 ] ,  p. 10; on prend le s  p jk et leurs signes

la place des coordonnées locales  2 ,k  e t  d e s  s ig n e s  6 k , car ceux-ci
proviennent des signes des coordonnées locales d'un élément  a 1 ,  assez
viosin de l'élément neutre).

Considérons d'abord l'intégrale

(0.fk (u )  ( gk i) .  —1f)Jk(u) ( g , ' ) )  d u

p ,' ( g i i ) ) d u  .

L'ensemble des voisinages 11„( ) ( t a < u < t < t , i )  où

a 

1,-=-Lr (1  „  sp )
s P <

1 . . (IP, ± 0) ),
29 (p )

forme un recouvrement ouvert du chemin L = 0  (u )  (t„, < u < t )  qui est
homéomorphe par l'hypothèse à  l 'in te rv a lle  [ta, t ]  et donc compact.
N ous pouvons en extraire un recouvrem ent fin i et donc partager le
chem in L , au  m oyen  des nom bres t a = t  i < •  •  •  < t ,  en parties de
nom bre fin i dont chacune 0 , ( u )  ( i  c < u < I  c + i )  est contenue dans un
voisinage 11,(,) appartenant à  ce recouvrem ent fin i. La superposition
des subdivisions ( I  (=  t  a) , ,, •  •  •  , t) e t  ( ta ,  ( ta+ t )  / 2 ,  t )  de l'intervalle
[ta, t ]  se note (ro( = tŒ), r,, • • •, t) . So it ni, le m in im um  des longuers

re+, — re ( c=  0, 1, • •) de ces sous-intervalles. Posons

MI 0= p e) (g , ') ( g ( r + '  — re)( r e < f e < r e , , ) •
e

O n a /174 , =  0 , s i j± j s .

Considérons ensuite le recouvrement formé par les voisinages
( t a < u < t )  où

ep')
( <   1  
\ 4 v  ( p )

mini. ( p'.,1*())),



E 16, (y ) — Pi5,1< y(p) apc.) ‹   1  
27-1-1 •

(n) (n) <   1
re+1 Z.0 2"+'

(c 0, 1, • • •) •

(4.2)

O n a de plus

(4.3)
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te ls  q u e  les  longuers des sous-intervalles 0-1(U ;(.) fl L ) soient moindre
que m0/2, et extrayons en un recoruvrement fini. Partageons le chem in
L  au moyen des nombres ta ----io' < f i '< • • • < t  d e  te lle  so rte  q u e  ce la
divise chaque sous-chem in (ro< u< ro+ 1; c =  0, 1, • ••), en  parties de
nom bre fin i dont chacune est contenue dans un  viosinage 11;(u) ap-
partenant à  ce recouvrem ent fin i. La superposition de la subdivision

(fo' ( ta ) , il ', • t )  e t  d e  (ta, (ta + t) / 4 , (ta + t) /2, 3 (ta H- t) /4, t )  se
no te (ro' (=  ta) , ri', • • •, t )  et ainsi de su ite.

Posons

( i l  ( t  ) ( g  11)a) r e ')

E ( (71..- c(1')) ( 0 ) (g  i i ) . )  (rM  —  rc (" )) (rc (n )< f

l e s  ro('), • • é ta n t  le s  p o in ts  d e  la  (n +  1)-ièm e subdivision de
l'in tervalle [ta, t ] ,  dont chaque couple de deux points adjacents détermine
un sous-chemin L e  contenu dans un voisinage 11M )  (to u t )  où

ug: ) =0:(1i5„ C(')) (o<spo)< 1  m in i. OPJ,I * 0 ) )
2(n+1>v(p)

de sorte que pour toute valeur y du sous-intervalle lim ité par ces deux
points adjacents on a

N ous ob tenons a in si une su ite  (M:f-j, 0, 1111,1, ' ,  chaquej ,n ,  •  •  

membre étant nul si j * j s .  Celle-ci est convergente. En effect, comme
chaque sous-intervalle [re(n), z-•n+),] d an s  la  (n  +  1)-ièm e subdivision se
d éco m p o se  d 'ap rès d éfin itio n , en  p arties  ErZtey, • • , [ r ZE,r(),)

r ]  p a r  la  ( n +  r  +  -ièm e subdivision, on a grâce  à  (4 . 2 ) ,  (4 . 3 )

k - 1

111/1i ,n+, — 2Vij, n1=1 E 1E (E pit (ffZig)) (g1j)a
Ct _ = 0

— (g 1 ) 0  Cr Z:•,Vc) — rZ•g))
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- Yr1 c(n)) (M a — (g i i ) a ) (rTV1 , (4 ) )1  I

k -1= 1E E IE  
S P I

I  (f. 2-(1.4)) _ p i t\  / f i .„,(n+r) „,(n-i-r)\
)  \ V  J a clt.,(c) cl,(c) J

C tt  = 0

— 9  (of c(")) — (0)a) (z-Vi — rc( '))}  I
k - 1

(ri7:.+,r()c) — r iztg )  +
C1 t= 0

< 1 k - 1
1(.,.(n+r) _

2"1
(n+r)

c ( 2 " 1  t=0
rd,(c) ) +  (z-e+)i — rc (n)))

= —
1  

( t — tr,)
2 '

(r(dnetc;) 5_r2.+,r()c),

ce qui nous montre que la suite considérée est uniformément convergent
dans [ta, t].

Nous définissons ainsi

iimMj,„=
t 

( E p i' (u) (0)„—  (g1 ) du (i, J E
7 1 - . c o a I

Posons

(4. 4) g 1 =  (g9),, + (p '  (u) (0)a—  (M a )  d u  (i*io((g)a, j) .

5 .  Puisque, en  vertu  de (4. 1) ,

Pit (u )  (gti). —

(g 1 0 ) .1 '1 0 / (u )  — (gki)ali G iic ,I

i l  s u it  d e  (4. 4)

1 " 1 — + p (u) (0)“ —  (g ji)„Idu

<1—  (g +  ( t  — ta)lci<1-1 (g /0a .

Donc, en posant

g t1,1— q1 , 11 — ,
i+i,
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on obtient

(5. 1)

En somme on a, pour j

g

tout

(5.2)I g i i , 1 1  = 1

On a aussi

(5. 3), 10.1— ( g i i ) .  I 5(t — tg ) g i< 4 E 1.1) •

(5. 3)2 =  12 I (0,1)
E / ) 11) E (g

0 j . j o

f
t 

rcidu f 2  E I (0 1 )a id u
f+io a ta

=  ( t  ta) .

D e même, on a

(5. 4)1 (v ) (u)1

<

( i * i o ;  t a < u ,  v<ta+i),

(5.4)21 g i i . i ( v )  — 0.1(u)15.- >1-2 1(g.i1).11v iv —u1 •

E n  rem p laçan t, d an s Mii,„ (n = 0, 1, • • •), ( g ,1 )a  par q 1 ( t )  nous
obtenons la suite (Mi.10, Mj,11,• • •, . . . ) .  E n  fa it d e  la  différence

-21/1.1.+r —Mj,1„ on  a , en  vertu  de (4. 2), (4. 3), (5. 2), (5. 4), e t  (5. 4)2,

k -1

111/11.1,1+1' M  . 1 c 1 =  E  { E  ( E  P i '  (r-17:g)g1,1CfM r)))
Ct = 0

— (dltcr)))) (r2,4;Vo — rZter)))

—( (fe(')) 01,1 ( (u ) ) g,, ( D) (tT+), — re )}

k —1_IE E p 41 (f. (an,-(Fe) (n,
(c)
) , ( n+r)

C1 2 = 0
d tt,(c) )

- ( p 2  ( fc(4)) J1) g1.1 (fc(')) (1T+),—rc('))

(u) (g`i)a
 ( q ,1 ) )  du
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k - 1
+ p i l

k Y t 1
E (T.(n-i-ry\ g i,1 (f.co ) /,..(71-Fr)

, 1 . ‘ d t (0 ) ) )  kg. dt,1(0) d0(e)
t=0

k - 1

— E (gi.f,i(fW:g)) —gii.i(rcm» rZtci)) 10=0

k - 1< E  E  f , , ( n + r ) _i_

c +'
, ( n )

k, d,,,(c) dt(0) ) 2„, ‘,,c-1-1 6  c J
t=0

1
k - 1

E E (z-Z:A—rZte;))
2 " 1 t =0

k - 1
t,00-1-7.) (00-1-rh )E  k ‘d t . i ( c )

,
d t (c) )21'+' 0=0

1  —  ( t  — ta ) .
2n-1

Nous définissons ainsi

Ç ( E p5' (u)gf,,(u) — (u ))  d u (i, j 1').
 I

Posons

(5.5)g , 2 ( t )  =  ( g 5 ' ) . + p51 (u)gf,i(u) — g i i  ( u ) )  d u

( i * i o( (g )„ ,i) .

6 .  E n vertu  de (5. 1), on a

V P  (u )  g 1 , 1 0 1 ) (U )

< .,(u) I p (u) —11+ Jkl <

et, par suite,

E 10,2! <1 —  ( g 5 )  + (t — t„). 1 —1 (g ii°). .

Donc, en posant

gbi°,2=1—

on obtient

1 (uP)0>o,
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c'est-à-dire

On a aussi

10,2(v) —

(i, ; ta<u, v< ta+i) •

Plus généralement, on déduit par la voie de récurrence

(6.1) gi ,„ ,(t) =  (q5 + ( E p5' (u) g i , „ , ( u )  — gii,„,_,(u)) du
ttt

(6. 2) E
( i* i .( ( g ) i„ .5 ) ) ,

= 1 , g i j o . „ , _ > i ( g i i o ) a > 0  ,

(6.3) Igif,ai — —  ta) (i, jE F  ; m =  1, 2, • • •),

(6.4) 10 (v) —gii,,a(u)1 41v

jE  r  ;  t a < U ,  V < ta + 1 ;  M. = 1 ,  2, •—) •

De (4. 4), (5. 3), (5. 5), il suit

— f  ( E  p i '  (u) (g1,1(u) — ( g l i ) )  — 0 ,1 ( u )  +  ( g j i ) a ) d u l
t a t

< ft :  ( lp  — 1 I (u — ta )+  , , , j1 p ik i ( u — ta ) ) d u

< r c i  ( t— ta 2  < 1   ( 1 2

2\ 2  /  —  1.2  \  2

= 1E Ei+io i+io

=1E (Igii

j j o

< 1  E  (gii).1(t—tOE)2  <   1   (t— taV <1  (1 2

2  i \ 2 — 1.2\ 2 1.2 \ 2

On obtient ainsi par la  voie de récurrence
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1  (  t —ta r <   1  ( 1 yn
rn! 2  )  — m ! \  2  )

E ; = 1, 2, • • •).

Donc, si l'on pose

zii,o =  (g j i ) a ,  z i b . =

la  s é r ie  E z i est uniformément convergente dans [ta, t a + ,]  de sorte
que sa somme partielle

E Zihn =gij,n0

tend vers une fonction g A t )  continue dans [ta, ta+1]. D'une manière
précise, étant donné un nombre e  positif quelconque, on peut trouver
indépendamment de i ,  j ,  t  un nombre positif N  tel que, pour n> N ,

Igij,„(t) —  g j i  ( t ) 1 < 6  .

D e plus, une fois que l'indice j  ain si que la  valeur t  soient fixés,
on a

g /  ( t )  g i . b „ - -  0

sauf pour un nom bre fini des indices i. Donc,

E  g  (t) I ----- n1L112 ( V Inn ( t )  I) = 1

g,1' (t) =  lim  gizn(t) _>-1- (g i i . ) , , > 0  .

D 'ailleurs, lorsque n>N  +1,

Ç ( E p l  ( u ) g , ( u )  —  g i b „ _ , ( u ) )  du —  
ta 

(  E p  j i ( u ) g , i  ( u )  —g j i  ( u )  d u
a I

< ft (IP.,(u) -11- + E 1 1 9 / k (u )1 •1 g1 .- i-g .'1 )d u
t . k #1

< ' 1 6  ( t— ta )< e
—  2

c'est-à-dire,

( E p  ( u ) g f , n , ( u )  —  b 1 ( u ) )  d u
I



=--

On a donc
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t
( pi' (u) g1(u) —  g (u)) du .

. t

135

(6. 5) g (t) = lim  g , .  (t) -= (g st),, + lim
t

( E - g 1)
tz.—.co a

= (g ii)„ ( p11 (u) g1(u) — (u)) du

du

(i/=i0 ( (g)„, .

7. Puisque

I P1i ( u) g 1 i ( u) - g 1 ' ( u ) 1 1 P . f i - 1 1 . 1g i i l  + 1191̀1.1gt,'I<

il vient

g j i  ( u )
(g 1 I

1 t , t )  j < X f

2 — 2

(u )g t i  (u )  — (Mal <K5

ce qui nous montre que la somme L'ipj1 ( u )  g t i  ( u )  ainsi que g  ( u )  sont
de la  m êm e signe que (g ji) a, s i (g i ')a *O . O n a donc dans ce cas

(7 .1)( t ) I +  f  I gii (u ) Idu  = I + 
r  

I E (00(u) Idu
t

t

Lorsque (g 1)„---- 0, on a

I Ig ) d u  21a

E n faisant l'usage de cette inégalité on tire

I g  ( t )  < ki ta d u <  1   (t  — 4 ) 2SL 2 2 1.2 2

et ainsi de suite. O n obtient ainsi pour tout nom bre entier

i g i r ( t ) , 1  (  t —ta r
m ! \ 2  )

Il faut donc que

xj<  t 
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g j i  (t) = 0 .

D 'autre part, les p  pouvant être regardés comme les coordonnées
norm ales d'un élém ent de G , on  a , en  vertu  de (2 . 1 ),

E I E gia ( t )o i l ( t )  I .
s

Donc, en sommant par rapport aux indices  i ( /=i0 ) ,  on peut déduire
de ( 7 .1 )

1 — g  (t) +  rt
Jt„.

— g  (u)) du

= 1 — ( g j ' O c ,  + 7— >-,1 p  ( u )e °  (11)) du

c'est-à-dire,

g  ( t )  =  (g i '° )„  +  f ' (E p j `  (u )  g o  (u) — g  (u )) du.

La dém onstration  d 'ex istence pour les in tégrales cherchées est
ainsi achevée. Q uant A  l'un ic ité , on  peut la  conclure par le  ra ison-
nement de tout A l'heure  à  la  vérification  de ce  que g31=0.
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