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Résumé

Dans un article précédent ([4], p. 10) on a démontré que le
chemin horizontal au dessus d’un chemin contenu dans une variété
différentiable admtettant les homéomorphismes locaux a I’espace pro-
jectif & dimension infinie peut se déterminer au moyen d’un systéme
d’équations différentielles de la méme forme qu’a la variété différentiable
a dimension finie. Ce systéme s’agit cependant des fonctions inconnues
de nombre infini. Cet article a pour but de prouver [’existence de

ses intégrales.

1. Soient S I’espace projectif a dimension infinie, et (A;) Gl)
une base de S. Nous supposons que ’ensemble I d’indices est équi-
potent & I’ensemble (A;) G€l), et qu’il posséde, conformément le
théoréme de Zermelo, un bon ordre. Soit ¢ ’élément le plus petit
de I. En associant une famille des points d’unité (U;,..;,) (G, -+, 2r):
sous-famille finie de I) a la base (A;) (€1), on peut former un repére
9 par rapport auquel un point P de S posséde les coordonnées homo-
génes (xY) GelI) ([1], p. 3; [2], p. 1). Les points (A, G€l) se
nomment les sommets de ce repére qui se note A (A;). D’aprés la
définition de base, on a x*=0 sauf pour un nombre fini des indices 7.

On appelle /> |x*| (i€1) les coordonnées normales du point P(x).
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Nous désignerons désormais et sauf mention expresse du contraire
par (z') (€I) les coordonnées normales du point z. De plus, lorsque
xho, oo xIn(jo<l---<jnm) sont les coordonnées normales 0 du point z,
nous conviendrons de faire z/*>0 de sorte qu’on ait 0<lz’o=1— |z
—..« —|x'»|, les coordonnées normales de x étant ainsi uniquement
déterminées.

Prenons un point a. Soit 1 un nombre qui ne dépasse pas mini.
(Ja’|#0). L’ensemble des points x satisfaisant a ’inégalité |z*—af|<2
se note C(a, 1) et se nomme cube projective de centre a et de largeur
2. On a z's~0 pourvu que a‘==0, et alors x' est de méme signe que
a’. On doue l’espace S de la topologie oii I’ensemble des cubes pro-

jectifs est une base.

2. Envisageons une transformation projective 7" dans S (une ap-
plication bijective S—8 qui entraine une correspondance bijective entre

les droites en conservant la relation d’inclusion). Soit

Ai, = 7‘ (Al) 5 U: ey = T (Uio"-fr) .

0

Nous obtenons alors un repére I’ de sommets A;"(Z€l), et de points
d’unité U i, ((Go, -+, ) CI). Cette transformation T est dite attachée
au changement de repére Y —’. Inversement, pour tout couple de
deux repéres dans S, il existe une et unique transformation projective
attachée au changement de 'un a lautre ([2], p. 3).

Soient (p,;) (7,j€l; p;/=0 pour chaque j sauf pour un nombre
fini des indices 7) les coordonnées homogénes du sommet A,” par rap-
port au repére 9[(A;). La transformation 7 projective attachée au

changement de repére (-9’ s’exprime par
pr’i: .\;_4‘ f)ji.l‘j (09&0)

Lorsque les p;’ sont les coordonnées normales de A;" cette trans-
formation est dite normale (X ;|p,/|=1(j=1)). Si l'on désigne par
q;* les coordonnées homogénes du sommet A4; par rapport au repére
AW, Pinverse 7' de T est donnée par

ox! = p g’z

i

Lorsque la transformation 7" est normale, il en est de méme pour
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T-!' et on a
;} pilast= ,; a'pi' =0,

De plus, si les transformations 7 et 7 sont normales, il en est ainsi
pour la transformation composée

TT: 2= Y p ot ™

lL,m
de sorte qu’on a ([4], p. 11)

2.1) ; | ;p/‘m:l (je).

Nous pouvons induire sur I’ensemble des transformations projectives
normales dans S la topologie de ’ensemble produit S’ de sorte qu’il
forme un groupe topologique & ([2], p. 10).

Pour la transformation pojective normale 7' qui laisse invariant
le cube projectif €, =E(A,, 1), on a

plat=1 p'=q'=0 (lel'=I-{}).

Elle opére sur &, comme un automorphisme. Si elle conserve de plus

le sommet A, on a
pi=a'=1, pl=q!=0 (el'=I—{q})

de sorte que son équation s’écrit

g (ijels #=2).

x

L’ensemble G, de telles transformations forme un sous-groupe de
&; nous pouvons induire sur G, la topologie de (8. Cela revint a
dire qu’on induit sur G, la topologie du produit B ou ’ensemble
d’aririvée B est la frontiére de ..

Cela étant fait, & chaque transformation projective normale p
= (p,Y) €G,, il correspond une application de lindice j€I’ au point
p;=(p,) €B. Or, la topologie de B admet pour base I’ensemble
des produits

11U

JEI’

ot U, coincide avec B, si I’on laisse & coté certains indices j, -, J;
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de nombre fini pour lesquels on a

Ulyz(g(an e)n% (P/,E%) (S=1,“', l)°

Ce produit est donc l'image d’un voisinage U, de la transforma-
tion pe G, sous l'application @ définie par la crrespondance dont nous
venons de mentionner,.

3. Soit p=(p,)) un élément (une transformation projective
normale) de G.. Pour chaque indice j&I’, il existe un ensemble fini
nonvide des indices i€1” tels que p,’5=£0. Soit 7,(p, j) 1’élément le
plus petit de cet ensemble. On peut prendre (p,') (5=, (p, j); i, j€l’)
comme coordonnées de la transformation p. Envisageons ensuite une
transformation £elU,. L’image (®)I’ est lensemble des sommets
(A) Gel’) du repere A’ tel que la transformation { est attachée au
changement de repére {—9’. Cela revient a dire qu’on peut prendre
comme les coordonnées de l’application @, celles de la transformatoin

. Or, si
€,€C (s, &) NB,
il vient
€5, —ph.1<e &5, =25.=0),
en particulier,
0 plaI0 — e Lo 90,

Nous pouvons donc prendre les &}, (i (p, ji); i, J€I°) comme
coordonnées de £,,. En effet, cela revient a la convention mentoinnées
plus haut, si I’indice 7, est le plus petit d’indices 7 tels que &} =~0.
Au cas contraire, en prenant ¥, ot 7,” est I'indice le plus petit comme
une des coordonnées locales, on peut écrire

Cr=1-C0— 20 1651

is=i0, 10"

Lorsque p= (p;') est I’élément neutre (une identité) de G, on a

P,i=0,4 i(p, ) =7 0<1—¢4r= 3¢, 1<e<1.

i*]s

Le vecteur tangent 1 a G, en élément neutre ¢ s’exprime sous la forme



Sur lexistence des intégrales 127

=24 L .
o1 " Oey
oi on a A,*=0 sauf pour un nombre fini des couples d’indices (3, )
el’xI’—4 (1, p. 11). Les coordonnées normales p,* de ce vecteur

A sont définies par

i 1 1 1{]{ . .
= 0T @#7),
ST SAF Y R T PV
%4 iF]

0<p, <1, Z losf=1.

Ainsi, I’espace T'(¢) de vecteurs tangents a G, en ¢ peut se re-
présenter par un sous-espace de G,. Si p,/=1 pour tout jeI' (ie.
0/=0 (G5£j)), p est I’élément neutre de l'espace T'(¢). Il est re-
présenté par [’élément neutre e. Supposons ensuite qu’il existe un
ensemble nonvide des indices j tels que 0,0 (i%%j). Comme nous
I’avons remarqué plus haut, il est fini: il sécrit () A<s<I[). A
chaque j; il correspond un ensemble fini nonvide des indices i satisfaisant
a linégalité p’ 0. Le nomble le plus grand de tels indices pour
s=1,---,1 se note y(p). L’élément représentatif pe G, du vecteur p
= (p,*) admet ainsi un voisinage ouvert ﬁ,, ([4], p. 5, ligne 2 de bas)
tel que @ (CEpr) fait correspondre a j,(1<s<</) un point de

Up=Clos ) NS (0<e, <, = mini. (195, #0)),
2y (p)
et & j(5Jj:) le sommet A,.

4. Etant donné un élément (¢,%), de G,, envisageons, sur 7 (¢),
un chemin p=¢(¢) homémorphe a I'intervalle [Z,, £,41] (0=¢,<t,,,<1;
[4],p.7), tel que

0;(0) €C(0, ) (0<e< 1 £y £;=mini. ([(9,0]540))

ou bien, pour tout (¢,%),#0,
4.1) 1-p,/(t) = k%lo;"(t)K%/c,S% 1 (95l -

Nous allons démontrer, en utilisant la méthode d’approximation
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successive, que le systéme d’équations différentielles

dg, _

i ,§, (0, B g — 10,519,

aux fonctions inconnues ¢,"(¢) (¢ € [£q, tas1]) de nombre infini admet
un systéme unique des intégrales qui prennent les valeurs initiales
9. G, jel’) au point ¢, ([4], p. 10; on prend les p,* et leurs signes
a la place des coordonnées locales 1, et des signes 0y, car ceux-ci
proviennent des signes des coordonnées locales d’un élément a;, assez
viosin de ’élément neutre).

Considérons d’abord l'intégrale
t ) .
(72 0w @10/ @1 @902

t
= [ (0t @9~ @Hau.
L’ensemble des voisinages U,y (La<u=<t<t,,,) on

Up=C(psn ) (o<t mini. (12},10) ),
2y (p)
forme un recouvrement ouvert du chemin L=¢(a) (¢,=#<t) qui est
homéomorphe par 'hypothése a lintervalle [Z,,¢] et donc compact.
Nous pouvons en extraire un recouvrement fini et donc partager le
chemin L, au moyen des nombres ?,=7,<f;<---<t, en parties de
nombre fini dont chacune ¢, (x) (,<u<f,,,) est contenue dans un
voisinage U,q), appartenant & ce recouvrement fini. La superposition
des subdivisions (7y(=¢,),%, =+, ¢) et (¢a, ((a+t)/2,¢) de lintervalle
[24, 2] se note (to(=t.), 7y, -, ). Soit m, le minimum des longuers

Tep1—Te(€=0,1,--2) de ces sous-intervalles. Posons
;,0: 2 (}; ()/l (f() (gli)a - (g/i)a) (Tc+1 - T(') (TCS?CSTE-Q»I) .

On a M;, =0, si j#j,.
Considérons ensuite le recouvrement formé par les voisinages W,

(t.=u=<t) on

— mini. (|/);,l:7&0)>’

’ ~ ’ ’ - 1
U/ =@ , o
3= (P &) (e,, <41)(P)
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tels que les longuers des sous-intervalles ¢! (W,w ML) soient moindre
que 7,/2, et extrayons en un recoruvrement fini, Partageons le chemin
L au moyen des nombres £,=7%,"<%,"<---<¢ de telle sorte que cela
divise chaque sous-chemin (¢.<u<lt..; ¢=0,1, ---), en parties de
nombre fini dont chacune est contenue dans un viosinage U,w, ap-
partenant a ce recouvrement fini. La superposition de la subdivision
E(=t), 5, t) et de (ta, (ta+28)/4, (ta+28)/2, 3(t.+28)/4,t) se
note (7, (=¢,), 7., -, t) et ainsi de suite.
Posons

Mfi,I: Zc: ( LT pfl (?c/) (glt)a - (gj‘)a) (f:?-)-l’—fc,) (Tc/S?c,Sf:H);
Mja= 23 (250, @) (09— (0,9 (r81 =) (. V=TV =zh),

les 7,™, t,;™, --- étant les points de la (24 1)-iéme subdivision de
lintervalle [Z,, ¢], dont chaque couple de deux points adjacents détermine
un sous-chemin L, contenu dans un voisinage U{3, (%) =2<<¢) o1

UM =6 (p;, €,™) (0<ep<n)<m mini. (lp;l#O))

de sorte que pour toute valeur v du sous-intervalle limité par ces deux
points adjacents on a

(4.2) 25 105, (@) =25, I<v(p) &, "<

2n+1 :
On a de plus

1

@) __ - ()
(4.3) -t M= S5

(c¢=0,1, ).

Nous obtenons ainsi une suite (M}, Mj,, -+, M} ,, ---, chaque
membre étant nul si j5=j,. Celle-ci est convergente. En effect, comme
chaque sous-intervalle [¢.™, t{)] dans la (#+1)-idme subdivision se
décompose d’aprés définition, en parties [t$&), c8&P1, ---, [c840,
88 par la (n+7r+1)-iéme subdivision, on a griace a (4.2), (4.3)

= L =(nt+r) i
{ i N~ =(n+7,
MMl =1 53 (3 (5 0! G2 0

t=0

— (9,9 (&l — &



130 Joyo Kanitani
—( ; 0;‘ (fc(n)) (glt)a _ (gjt)u) (1'51)1 _ fc(n))} l
k-1
=D D (0 @E) —2) 09 (8 — T8
— (0 @™) —p,") (9012) ¢t — 1. ™)}

k-1
ST 10, ) — 2| ((61R — 0 + | 1}

1 k-1 s . 1 ) )
< ; <2n+1 ;:] (Tn(i++1(2-)_f,(1‘a))) +§;Tf (fg+)1—fc( )))
1
_ t_ta
=t

() STEW ity T M<T W<

ce qui nous montre que la suite considérée est uniformément convergent
dans [¢,,¢].
Nous définissons ainsi

n—ro0

t
limMj .= j, (30, @@= (0,9%)du G, jel).
Posons

4 Gu= @+ [ (D0/@) @9 = @I)du (#in(@n)-

5. Puisque, en vertu de (4.1),
2130, @) (@)= @]
STH@A 1o/ @ =11+ 2 35 1@l l01< 55,
il suit de (4.4)
Dol S1= @9t [ 3213 0/ @0~ @0l

<1—(9,)a 43— t) k<1 —%(9,"). .
Donc, en posant

g;‘h:l"‘ Z |g§,1| ’
iFi,
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on obtient
(5.1) 95:1=>%(9,").>0.
En somme on a, pour tout j,
(5.2) ; lgh.1=1.
On a aussi
(5.3) 1950 — (9, =3 — )k, <} (iio; jeI').

(5.3 98— (95l =123 109, — 2 1(95.0) 1]
iy ik,

=2 U@ =15, D 1= 2716451 — (9,5l
i1, i1,

L t
<3 [ rau<i [ 31 1(0,0ldu

iFt,  Jta
=3(—t)=%.

De méme, on a

GO 105 —05.@I<| [[(Z 0/ @ @9~ @9 du
< 4 rylv—ul<tlo—ul
(i:/:io; taSu; 'USta+1)1

(5.4:  195:(0) =08 @I 2410l lv—u|<}|v—u|.

i

En remplacant, dans M} ,.(»=0, 1, ---), (¢."). par ¢{,(¢) nous
obtenons la suite (M7F 0, Miy, -, M}1a, ---). En fait de la différence
M ur—M:,, on a, en vertu de (4.2), (4.3), (5.2), (5.4), et (5.4),,

k-1
M imer =Ml = | T AL (3 0, (535 004 (76
04, (8 (F1d — 75
— (2 0, @) 91 (T ™) =95, (T ™)) (28R — )}
k-1
=123 (X 0 @58 — £, 061 (B0 (£ — T0)

— (0, @) =N 9. ET™) (i — ™)
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l k_l . .
+2; (;ﬁ @@ =011 (@) (cGhD —c8&
k-1 ; _ :
- ;ﬂ @5, @RE) —95.1(e™) (&I =8 |

; <2,,+ ; t 1(0) rl(;:-(t') ) +— 2,,“ (fgi)l_fc(n))

it 25 1241 Z (cdie — &)

2n+l
o LS gt — o))
1

=g (t—t.).

Nous définissons ainsi

lim M}, = j. (20/ (w)gi, (w) — g5, (w))du G jel).

n—>0

Posons
(5.5 @ =M%+ [ (2 0/ @) —05.)du
@i (@) ).

6. En vertu de (5.1), on a
PPN AONNORUNON

< S0+ 0/ ) 11+ 32 3 10k @) -0,/ < $ £,

i

et, par suite,
;olgﬁ,zlél — (0, Lk, —t)<1—1(g,"),.
Donc, en posant
9%.=1- L 195,41,

on obtient

g_i/ojz % (gj‘o) a>0 )
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c’est-a-dire

On a aussi

105.0(0) =952 (@) |=3lv—u|=}

Giels ta<u,v=<t.).

Plus généralement, on déduit par la voie de récurrence

(6.1)

(6.2)

(6.3)

(6.4)

Fom @ = @+ [ (50 @) 0hms (@) = Gima ()
CENOME

2105l =1, 05n=3(0,)>0,

05— @ISEC—2)SH Gl m=1,2,),

105, (0) =0 () [ <Hlo—u| <3

(i’jEI,; taSu, '()Sta 15 m=1’ 2’)
+

De (4.4), (5.3), (5.5), il suit

18500311 [ (50, @) (01 @) ~ 092 =50 + (@5 dud

S% £ (o =11 =t + 33 lo, "l (w—2)) du

A=

IA

g% — 9% =12 1951l _E 195,21

iFio

I3 (g8l — 195D |

iFi,
< > 19%.2—g%al

i1,

1 (t—ta>2 1<t—t,,>2 1(1)2
<1 : < < 1 (1)
_2;|(g’)“' 2 / —12\ 2/ T12\2

On obtient ainsi par la voie de récurrence
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1 (t—t,,)"' 1 <1>"‘
LA—; < — (2 fe) << - (
|gj,m gj.m—ll-—— ' 2 —_ ' 2

(i)jEI’; m=19 2, "’).
Done, si ’on pose
zﬁ'.o_: (glt)a» sz.m:'gfl.m _gfﬁm—l )

la série D> 2%, est uniformément convergente dans [, £,,,] de sorte
i

que sa somme partielle
n
225 =0%n
0

tend vers une fonction ¢,°(#) continue dans [#,, #,,,]. D’une maniere
précise, étant donné un nombre ¢ positif quelconque, on peut trouver
indépendamment de 7, j, # un nombre positif N tel que, pour n>N,

195..(8) —g, () 1<e .

De plus, une fois que l’indice j ainsi que la valeur ¢ soient fixés,
on a

9,/ (1) =95.,=0

sauf pour un nombre fini des indices 7. Donc,
1, @)1= lim (2o =1,

g5 (&) = lim g7, (£) =4(9,").>0.

D’ailleurs, lorsque #>N+1,
t t
[ o @t @ ~ghan@an— [ (200w~ @du

t
< £ (los (@) =1 |95 a1 — 0,8 + P lo/ (@) | 195, a-1—:*]) du

<M& (t-t)<e,
2
c’est-a-dire,

t
lim | (32 0, (@ 0hnt () = G0 (@)
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— [ (2o @atw g/ @)du.
On a donc
6.5 0,0 =lmgin() =@+ lim [ (T 0,/0h01=05n
=@+ [ (20 @0tw —0,f @) du
(i7i0((@)ar 1) -
7. Puisque
|32 05 @0 ) =9, @S loy = 111951+ 2 los*1-1941< %,
il vient
10/ 0) = 0% /= 5 (¢~ ) m, <,

12 0, (@) 9. () — (9,91 <k

ce qui nous montre que la somme },p,;' (%) g, («) ainsi que ¢,*(«#) sont
de la méme signe que (9,9, si (9,.,70. On a donc dans ce cas

@D ot @1+ [ lofw@lde=1@0+ [ 150 @et@)ldu.

Lorsque (¢,),=0, on a

: ¢ : — 7 t—1t, —t,
0701 [ (£101+ 2 1o @101 )dut -l g <t e
te \ 4 k+7 2 2

En faisant I'usage de cette inégalité on tire

. t ko ou—t 1 /t—t,\?
(e sj ks u—te g Sw(—)
9, O1= ), - du=15(

et ainsi de suite. On obtient ainsi pour tout nombre entier

1 [t—t, \™
4 t < ( a) .
195" ( )l_—m! o

Il faut donc que



136 Joyé Kanitani
ORI

D’autre part, les p,* pouvant étre regardés comme les coordonnées
normales d’un élément de G, on a, en vertu de (2.1),

HPMAOTHGIESY

Donc, en sommant par rapport aux indices 7 (3*%,), on peut déduire
de (7.1) ’

1-g,%@) + j A —g,°())du

¢ N
—1- @+ | A= No@at @),

c’est-a-dire,

0,50 = @9+ [ (S0t @0e @ ~g,%@)du.

La démonstration d’existence pour les intégrales cherchées est
ainsi achevée. Quant a l'unicité, on peut la conclure par le raison-
nement de tout a Iheure a la vérification de ce que g,//=0.

SCIENCE AND ENGINEERING
MEISEI UNIVERSITY

Références

[1] J. Kanitani. Sur une variété localement applicable dans 'espace projectif 4 dimen-
sion infinie. Research Bulletin, Meisei Univ. (Hino City, Tokyo, Japan), No. 5
(Science and Engineering), 1970, pp. 1-13.

[2] J. Kanitani. Sur 'ensemble des transformations projectives normales dans I’espace
projectif 4 dimension infinie. Research Bulletin, Meisei Univ., No. 6 (Science
and Engineering), 1971, pp. 1-14.

[31 J. Kanitani. Sur I’espace fibré tensoriel & une variété différentiable admettant
les homéomorphismes locaux & 'espace projectif & dimension infinie. Research
Bulletin, Meisei Univ., No. 9 (Science and Engineering), 1973, pp. 1-16.

[4] J. Kanitani. Sur les champs de vecteurs au dessus d’une variété différentiable
admettant les homéomorphismes locaux a I'espace projectif & dimension infinie.
Research Bulletin, Meisei Univ., No. 10 (Science and Engineering), 1974, pp.
1-13.



