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Section 0 .  Introduction.

Dans cet article nous donnons d'abord les démonstrations de résultats
énoncés aux Comptes Rendus de l'Académie des Sciences de Paris [14], en y
ajoutant certains développements de travaux de Kunz (cf. [6 ] ,  [7 ] ) ,  puis nous
appliquons les résultats obtenus aux morphismes réguliers des anneaux excel-
lents.

Dans cet article, p  désignera un nombre premier. On dira qu'un anneau A
est de caractéristique p y si A contient un corps de caractéristique p ; si D est
un idéal premier de A , k(p) désignera le corps résiduel de A I, (i. e. ApIpA,).

Section 1.

Théorème (1.1). Soit A  un anneau noethérien de caractéristique p > 0 . Alors
les conditions suivantes sont équivalentes:

i) L 'anneau A  est une A P-algèbre finie.
ii) Le module DA  des dif férentielles absolues de A  est un A -module de type

f ini et pour tout idéal m ax im al n t de A , l'anneau local A ,, est universelle-
ment japonais.

De plus, si ces conditions sont satisfaites, A  est excellent.

Remarque (1.1.1). Soit A  un anneau noethérien de caractéristique p tel que
AP--21 soit un homomorphisme fini, alors tout anneau de séries formelles à. un
nombre fini de variables sur A  satisfait également  à  ces conditions et par
conséquent un tel anneau est excellent.

Corollaire (1.1.2). Soient k  un corps de caractéristique p>0, A  une k-algèbre
noethérienne et I  un idéal de A . On suppose vérif iées les conditions suivantes:

i) A  est séparé et com plet Pour la topologie I-adique et A II est universelle-
ment japonais.

ii) Pour tout point f erm é x  de X , --Spec (A ), on a Ek(x ):k (x ) P i< 0 0 .
A lors, A  est un anneau excellent.
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Preuv e. O n peut supposer que A  est intègre. D 'après le théorèm e de M arot
[8 ], l'anneau A  e s t  u n iv e rse lle m e n t ja p o n a is . D 'a u tre  p a r t , s i K  désigne le
corps des fractions de A , la  condition i i)  implique que [K :  KP]<co (cf. [13], [3]
20.5.12). Par conséquent A  est une An-algèbre finie.

Lemme (1.2). Soient A  un anneau local noethérien de caractéristique p>o, K
son corps résiduel, et Â  son séparé complété.

1 )  S i [K : KP]<00, alors:
i) Q II A =0 ,

ii) de plus, si A  est excellent, on a .

2 )  S i QA est un A -m odule de type f ini, alors [K : K ]< 0 0 .
En particulier, si A  est de plus universellem ent japonais, ses f ibres form elles

sont géométriquement régulières.

Preuv e . 1 )  i) L a re la tion  Q L = 0  découlera  de  la  re la tion  A = A [ A ]  (cf.
[3] 21.1.5), puisque l'homomorphisme canonique Â P - >Â  est fin i (c f. [10] 30.6).

ii) Supposons que A  so it ex ce llen t. D an s ce  ca s  An.--A e s t  u n  homomo-
rphisme fin i d 'après ([13] Corollaire 1.3), donc QA est un A-module de type fini.

C om m e on a un homomorphisme surjec tif QA- - - , QA/k, on en conclut que .i2.!//k
est un A -m odule de type fini. C e qui im plique que D '. Â Â

- -

D 'autre part, com m e ‘2,
1
4./k est un  A -m odule  de  type  fin i, on  en  dédu it qu 'il

est séparé et com plet pour la  topologie préadique; donc
La suite exacte

Q.141 411 k D1A=0 (cf. [3] 20.7.20)

m ontre alors que D L =D A / kOAA.
2 )  Supposons que QA so it u n  A -m o d u le  d e  ty p e  f in i. S o it m  l'idéal m ax-

im al de  A .  A lors, on  a  une suite  exacte

m/m2 ----> f2AOA K -->  f2k ---> 0 ([3] 20.7.8) .

D i, est donc un K-espace v ec to rie l d e  d im en sio n  f in ie . P a r  co n séq u en t, o n  a
[K :  K P ]< c o .  E n particu lie r, si A  est de  p lus un iverse llem ent japonais, il est
excellent (cf. [6 ] ,  [ 7 ] ,  [ 1 3 ]).

Lemme (1.3). Soit A  un anneau local noethérien de caractéristique p > 0 . On
suppose que l'homomorphisme AP—.A est f ini. A lors les conditions suivantes sont
équivalentes:

i) A  possède une p-base sur A .
ii) QA est un A -module libre.
En particulier, si ces conditions sont satisfaites et si A  est réduit, alors A  est

régulier.

Preuv e . L'im plication i) i i )  découle de ([3] 21.2.5). Montrons maintenant
q u e  i i )  implique i). Comme ,(2), est un A -m odule de type fini engendré par les
dx, o ù  xE A , on en conclut, puisque A  est loca l, qu 'il ex iste  x i , , .x. A  tels
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que dx ,, •.• , dx „ forment une base de  Q .  D 'a p rè s  ([3] 21.1.7), A =A P[x i ,  ••., x n ] ;
on voit facilement que les x 1 , •••, x n  fo rm e n t u n e  p-base d e  A  sur A ; sous ces
conditions, A  e s t d o n c  p la t su r  A P, et par conséquent, d 'après le  théorèm e de
Kunz [6 ], s i  A  est réd u it, A  est régulier.

Corollaire (1.3.1). Soient k  un corps parfait de caractéristique p>o, A  une
k -algèbre noethérienne telle que AP---21 soit un homomorphisme f ini, X=Spec (A)
e t xE X . Les conditions suivantes sont équivalentes:

i) 0 x ,  x  est régulier.
ii) ([211k). est un O1,-module p lat at 0 x , x  est réduit.

Preuv e . L'im plication ii) i)  découle de (1.3). Montrons que i) implique ii).
Posons B = O .  A lo r s  B  est une k-algèbre form ellem ent lisse pour la topologie
préadique. Comme ,Q13 ,,, e s t  u n  B-module d e  ty p e  f in i, c 'e s t u n  B-module libre
d 'après ([3] 20.4.1).

Corollaire (1.3.2). Soient k  un corps Parfait de caractéristique p>o, A  une
k-algèbre locale noethérienne et K  son corps résiduel. On suppose que [K: KP]<co.
A lors A  est un anneau local régulier si et seulem ent si DA I k est un A -m odule
form ellem ent projectif  (Pour la topologie  préadique) et que le séparé complété Â
de A  soit réduit.

Preuv e. C om m e on a  la  suite  exacte

0 — >  Shik6A il — > 61/ ,  — > f21.7 A  — > 0 (cf. [3] 20.7.18)

donc , k a,„4- 6 1 / k  ( c f .  (1.2)). Par conséquent, pour que S2,14 / k  soit un A-module
fo rm e llem en t p ro jec tif  p o u r la  to p o lo g ie  préadique, il f a u t  e t  i l  s u f f i t  q u e
S21 k -=S2,

1
i ./ k  so it un  A -m odule libre  de type fin i.

Remarque (1.3.3). (1 .3 .1 ) e t  (1.3.2) ont été énoncés dans [14] sans l'hypothèse
que le séparé com plété Â  d e  A  so it  ré d u it . C e tte  h y p o th è se  e s t  c e p e n d a n t
nécessaire toutefois on peut la  rem placer par une autre qui lui est équivalente,
de la  façon suivante :

Proposition (1.3.3.1). Soient k  un corps parfait de caractéristique p>o, A une
k-algèbre noethérienne telle que AP—, A  soit un homomorphisme f in i, X=Spec (A)
e t xE X . A lors les conditions suivantes sont équivalentes:

i) O , x  est régulier.
ii) rang ((S21/ k ) s O o r , k (x )) -=- dim (o x , )+  rang  (QI ( x ) ).

Preuve. ii)  est une conséquence de (3.1) e t  d e  (1.3.1) ii).
ii) i): O n a  la  su ite  exac te

0 --> m/m 2 — > (2)10 1 3 K  --> S2k/ k --> 0 (cf. [3] 20.4.11),

m désignant l'idéal m axim al de  B =O x , x  e t  K  so n  c o rp s  ré s id u e l. P a r  c o n -
séquent, rang  (m/m2 )-=dim (Ox. s).
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Démonstration du Théorème (1 .1 ): L'implication i) 2  ii) est triviale (cf. [6]).
Montrons que ii) implique i). Pour tout idéal prem ier )) d e  A , S211,a2 Ql®A A , est
u n  A r -m o d u le  d e  ty p e  f in i. P a r  c o n sé q u e n t, le s  f ib re s  fo rm e lle s  d e  A , sont
géom étriquem ent régulières d 'après (1.2).

S oit B  une  A -a lgèbre  fin ie  e t in tèg re . A lo rs le  B-module Q e s t  d e  t y p e
f in i ([3] 21.1.7), donc l'ensem ble V d e s  p o in ts  y  d e  Y=Spec(B) o ù  S211,, y

e s t  u n  O y, a -m odule  lib re  est ouvert dans Y.
M a is  e n  to u t p o in t y  E V , l 'a n n e a u  lo c a l O y  .1 ,  e s t  r é g u lie r  d 'a p rè s  (1.3),

com m e le  po in t générique  de  Y  appartien t  à  V, V  n 'e st p as  v ide . P a r co nsé -
quent, A  satisfa it aux conditions ii) et iii) de la définition des anneaux excellents
([4] 7.8.2); A  est donc un anneau universellem ent japonais (cf. [4] 7.7.2).

Soient 1),, ••• , les idéaux prem iers m inim aux de A, B 1—A/ 1 ( l i_<n) et
L i  le  corps des frac tions de  B i  (1 Comme S211 =1211 0 B 1 L , est un espace
vectoriel de dim ension finie sur L i ,  o n  a  [L t : L ']<0.0 ([3 ] 21 .2 .5 ). Par consé-
q u e n t, l'homomorphisme (A r gd )P--, A r k  est f in i, d 'o ù  l'o n  d éd u it q u e  AP—>24. est
aussi fini.

Com m e nous savons déjà que A  vérifie les conditions ii)  e t  i)  de  la  défin i-
tion des anneaux excellents ([4] 7.8.2), il n e  n o us re ste  p lu s  qu' à  é tab lir que  A
e s t  universellemnt caténaire ;  pour cela, nous renvoyons au Théorèm e (2.1).

Section 2.

Théorème (2.1) (Kunz [ 7 ] ) .  Moyennant les hypothèses et notations de (1.1), les
conditions équivalentes i )  e t ii) de (1.1) impliquent que l'anneau A  est universellement
caténaire.

Preure. Nous pouvons supposer que A  est un anneau local intègre. (2.1) est
alors une conséquence du lem m e suivant.

Lemme (2.1.1). Soient A  un anneau local noethérien intègre de caractéristique
p > 0  tel que AP--+A soit un homomorphisme f ini, K  son corps des f ractions, Â
so n  sé p aré  c o m p lé té  e t  K *  l 'an n e au  d e s  f rac tio n s  to tale s  d e  Â. A lors

rang (Q)=rang (S2k 1).= dim (A)±rang (S4) s ) (o ù  k  désigne le corps
résiduel de A  et K,ea • e K 8 ).

En particulier, A  est form ellem ent équidimensionnel.

Preuv e. O n a  la  su ite  exacte

0 - - >  r  K QK OK K * 121i,•• Q)./K 0 ([3] 20.6.1.1).

C o m m e riovic=- S2k., /x=0 e t  ,f2k.'---=01,E1) ••• ED p k ,  ( c f .  (1.2) e t  [3] 20.3.8),
rang(S2))=rang(S2k 1)  (1. i s ), o n  p eu t do n c  su p po se r q u e  A  est com plet, par
conséquent, il existe  un anneau local régulier com plet R  avec un idéal prem ier
I) tels que  A = R / ,  o n  a  a lo rs  la  su ite  ex ac te

0 —> P/VORK S21ORK S21, ----> 0 ([3] 20.5.14) ,

d'où l'on déduit que
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rang (Q )= rang (Q'R ORK)— ht ( )=rang  (S21,)—ht (p)

=dim (R)-1- ran g (S2k)—ht (p) (cf. [3] 21.1.9)

=dim (A )± ran g (S2k).

Ce qui termine la démonstration de (1.1).

Remarque (2.1.2). E. Kunz a prouvé, de plus de la conclusion de (2.1), que
A  est de  d im ension  fin ie  ([7 ] Proposition 1.1). Pour voir cela, nous pouvons
supposer que A  est in tèg re . S o it a lo rs  n  le  nom bre d 'élém ents d 'une partie
génératrice finie de Q , m  un idéal maximal de A  et K =A /m . La suite exacte

0 —> m/m2 . . ( 2 ! ,  OAK -->  D i
x  ---> 0 ( [3 ]  2 0 .5 .1 4 )

montre que rang (m/in7) n .  Par conséquent dim n .  Donc, A  est de dimen-
sion finie ( n).

Corollaire (2.1.3). Soit A  un anneau noethé rien de caractéristique p>0 tel que
AP, A  soit un hom om orphism e f ini. A lors, pour tout couple d'idéaux  Prem iers
13, q tels que lic q , rang (Q ( 0 )=dim ((A/n),)+rang (S2 ( 0 ).

Lemme (2.1.4). S oient A  un anneau local noethérien, hensélien, intègre, tel
que sa clôture intégrale A  dans son corps des fractions K  soit un A -m odule f ini;
t étant un élém ent A , si A I t A  est form ellem ent équidim ensionnel, A  est aussi
formellement équidimensionnel.

Preuv e . Comme AI t A  est formellement équidimensionnel si et seulement si
:4- /tA-  est formellement équidimensionnel, A  est formellement équidimensionnel
(cf. [4] 5 .12.2). Par conséquent A  est aussi formellement équidimensional.

Corollaire (2.1.5). Soit A  un anneau local noethé rien uuiversellement japonais,
dont le corps résiduel k  est de caractéristique p> 0 et tel que [k  : k P]<co. A lors,
si A / PA  et nA  le hensélisé de A , sont équidim ensionnels, A  est form ellem ent
équidimensionnel; en particulier A  est universellement caténaire.

Preuv e. Comme AI pA  est formellement équidimensionnel (cf. (2.1.1)), hA /phA
est aussi form ellem ent équidimensionnel ; on  peu t donc  supposer que  A  est
hensélien, in tè g re  e t  q u e  A lp A  est (form ellem ent) équidimensionnel. Alors
d'après (2.1.4), A  est aussi formellement équidimensionnel.

Remarque (2.1.6). O n peut donner des conditions suffisantes pour (2.1.5) :
S oit A  un anneau local noethérien intègre et universellement japonais, dont le
corps résiduel k  est de caractéristique p>0 e t te l que  [k  : kP]<c>0. Si l'une des
conditions suivantes est satisfaite, A  est formellement équidimensionel et par
conséquent universellement caténaire :
(2.1.6.1) A  est normal et caténaire.
(2.1.6.2) A  est unibranche et caténaire.
(2.1.6.3) A  est caténaire  e t pour tout idéal m axim al n i de  A  (= la  c lô ture

intégrale de A  dans son corps des fractions), dim (71,7)=dim (A).



160 Hamet Seydi

Section 3.

Proposition (3.1). Soit A  un anneau local noethérien régulier de caractéristique
p>o, de corps résiduel K . A lors les conditions suivantes sont équivalentes:

i) A  est une A n-algèbre finie.
ii) A  est excellent, et [I f : K n]<co.

iii) Q'A  est un A -module de type f ini.
iv) rang(Q 1)=dim (A )-Frang(S2)<00, L  désignant le corps des fractions de

A.
D e  p lu s , s i k  est un  corps e t A  est une  k-algèbre formellement lisse, alors les
conditions précédentes sont équivalentes

y )  Q 1A 1 k est un A -module de type f ini, e t [K : K n]<00.

Preuv e. Les implications i) (=> ii) iii) v ) son t tr iv ia les ou  b ien  connues
(cf. Remarque (3.1.1.2)).

iii) iv) : C o m m e  ,(40 A 24_. L-.2 S2'1  , donc rang (D i) =  rang (Q I.)
=dim (A)l-rang(S2k), L *  désignant le  corps des fractions de Â  (cf. [3] 21.1.9).

iv) i ) :  C om m e on a la  suite  exacte

0 Qi®LL. Q1.---)› 0 (cf. (1.2), [3] 20.6.1.1),

on  en  déduit que  r L .,,=o, L * est donc une extension séparable de L  ([3] 20.6.3).
Par conséquent, A est un anneau japonais et  [L :  L n]<co  ; A  e s t  d o n c  u n  A P -

module fini.
\r) i i i ) :  C om m e on a la suite exacte

0 — > Q Ø , A  - ->  SPA  ---> - >  0 (cf. [3] 20.6.1.1, 20.6.3),

Q 1
A est un A -m odule projectif (cf. [3] 20.4.11). D 'autre part, on a la suite exacte

mini 2 - - >  g A (DA K ---> ---> 0.

Par conséquent, Q 1
A. est un A-module fini.

Remarque (3.1.1.1). U n  ré su lta t p lu s  g én é ra l q u e  l'im p lica tio n  iii) ii) est
donné par André ([1] p. 10, Théorèm e).

Remarque (3.1.1.2). S a n s  h y p o th è s e  d e  ré g u la r ité , o n  a  le s  im p lic a t io n s
suivantes : i) (=> ii) iii) v ) et i) iv) (cf. (2.1.3)).

Corollaire (3.1.2). S oit k  un corps Parfait de caractéristique p>0 e t  A  une
k -algèbre locale régulière dont le corps résiduel est parfait. A lors les conditions
suivantes sont équivalentes:

i) A  est un anneau excellent.
ii) S21.4 , k est un A -m odule de type fihi.

iii) ra n g (S 2 j / k )= d im (A ), L  désignant le corps des fractions de A .

Corollaire (3.1.3). Soient k un corps de caractéristique  p >0 tel que Elz : kni<00
et A  une k -algèbre locale formellement lisse (pour la topologie préadique), dont le
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corps résiduel K  est une extension de type f ini de k . A lors les conditions suivantes
sont équivalentes:

i) A  est un anneau excellent.
ii) f2;u k  est un A -m odule de type f ini.

iii) rang (S21)=dim (A)-1-deg. tr k K+rang (QI), L  désignant le corps des f rac-
tions de A .

(cf . l'égalité de Cartier [3] 21.7.1)

Corollaire (3.1.4). S oit A  un anneau régulier de caractéristique p>0. A lors
les conditions suivantes sont équivalentes:

0  A  est une A n-algèbre finie.
ii) D'A  est un A -module de type f ini.

Proposition (3.2). Soient A  un anneau noethérien régulier et intègre, et L  son
corps des fractions. On suppose vérif iées les conditions suivantes:

0  A  est de caractéristique p>0.
ii) rang (f2},)= n < 00 (i. e. [L :  L ]= p").

iii) Il ex iste n élém ents x„ , x„ de A  et des dérivations D,, , D „ de A
dans lui-même tels que D 1 x .,=5 i i , où (3 0  est le symbole de Kronecker.

A lors, A  est un anneau excellent. Plus précisém ent,  A — A [x ,, •-• x n].

Preuv e. Soit B =A P[x i, ••• , x n ],  son  corps des frac tions est L  (c f . (1 .3 )).
D o n c , p o u r to u t é lém en t x  d e  A , o n  p e u t  éc r ir  x =E a i x i  o ù  cri e L n  et

•« , in), P. E n  u t i l is a n t  D I=D 1 1.•• Di", on voit que a r EA nLP-=A P
(cf . [6]).

Proposition (3.3). Soient A  un anneau local régulier de caractéristique p>0,
et K  son corps résiduel. On suppose que [K : K ]<09.

A lors, A  est un anneau excellent si et seulem ent si son séparé com plété A  est
une A -algèbre formellement étale Pour les topologies discrètes.

Preuv e. Supposons d'abord que l'anneau A  soit excellent. D ans ce cas C A

est un A-module de type fini, donc SPA6A A -=-12140AA. ([3] 21.1.7). D'autre
part comme A  est une A-algèbre formellement lisse pour les topologies préadi-
ques, on a la suite exacte

0 —> SPA A À.---=p 1A0A A —> 9 1
2  —> D'itIA (-0) —> 0 (cf. (1.2)),

donc A  est une A -algèbre form ellem ent lisse pour les topologies discrètes,
comme de plus t2'2 1 4 . .=-0, A  est aussi une A-algèbre formellement non ramifiée
pour les topologies discrètes. Donc, A  est une A -algèbre form ellem ent étale
pour les topologies discrètes.

Supposons maintenant que A  soit une A-algèbre formellement étale pour les
topologies discrètes. Dans ce cas S2!4 =-121(2)A A  (cf. [3] 20.7.6), et comme S% est
un A-module de type fini, QiA est un A-module de type fini.
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Section 4.

Théorème (4.1). Soient k  un corps, p  son exposant caractéristique et A  une
k -algèbre noethérienne. On suppose vérifiées les conditions suivantes:

0  Q Â lk  est un A -module projectif .
ii) Pour tout idéal m ax im al m  de A , l'anneau local A m e s t  u n e  k-algèbre

formellement lisse pour la topologie préadique.
S oit B =A [T , 7',.] un anneau de Polynômes à un nombre fini de variables

sur A , q u n  idéal de B ,  C =B / q ,  un idéal prem ier de B  contenant q.
1 )  Les conditions suivantes sont équivalentes:
a) Co est une k-algèbre formellement lisse (pour la topologie p- adique).
b) Il ex iste des k-dérivations Di  d e  B  dans lui-même (1 - i - m) et des éléments

f i  de tels que les im ages des f i  d an s  B ,  engendrent q B , et
que l'on ait dét(D i f f )e

2 )  Les conditions suivantes sont équivalentes:
a o)  CI,  est un anneau local régulier.
bo)  Il existe une sous-extension k ,  de k  content k P telle que [k  :k 0]<0 0 ,  des

k 0 -dérivations D i  d e  B  dans lui-même (1. i<m ) et des élém ents f i  d e  q
tels que les im ages des f i  dans B , engendrent q./31, et que  l'on

ait dét(D iL)EE

Preuv e . 1) a) <=> l'homomorphisme canonique q/q 2 OBK-- , QiukOB K  ( o ù  K =
B ,/B ,, [3] 22.6.2) est injectif, puisque B , e s t u n e  k-algèbre formellement lisse.

0— >q1q2 OBK— >alukOBK (exacte) <=> b) ([3] 19.1.12), c a r  S21/k e s t  u n  B-module
projectif (cf. [3] 20.6.2, 19.3.3).

2 )  Soient R=B p, m-=- pB o e t  K=R /m (=B,11113,). Comme R est une k-algèbre
formellement lisse pour la topologie préadique ([3] 22.5.9), ric ik  e s t u n  K-espace
v e c to r ie l d e  demension finie ([3] 22.2.6). D onc il existe un sons-corps k ,  d e  k
contenant k P t e l  q u e  [k  :k o]< c o  e t  q u e  0- - qn/m2 — QkikoORK-=f2 k33, K  soit
exacte  (cf. [3] 22.2.11, 22.2.9). C om m e on a la suite exacte

o—B—

0 -- >  p i l k o O k B (2 1 1 k  - - >  0 (cf. [3] 20.6.2, 22.5.9, 20.6.3),

Di3tk o e s t  u n  B-module projectif.

ao) 0 — > i1 / 0 0 B K - - - > m / m 2
 ( e x a c t e ) bo) ([3] 19.1.12).

bo) o  0- - *q/c0OBK- - 4210BK (exacte), et comme B , est u n e  F p-algèbre formel-
lem ent lisse , on  a  b ien  ao) ([3] 22.6.2).

Remarque (4.1.1.1). Les hypothèses de (4.1) sont vérifiées lorsque A  e s t u n
anneau de polynômes  à  un  nom bre fin i de variables sur k , ou plus généralement
une algèbre de type fin i form ellem ent lisse  pour la  topologie  d iscrète  sur une
xtension séparable de k.

Remarque (4.1.1.2). S i k  est de caractéristique zéro, l'hypothèse i)  d e  (4.1)
implique l'hypothèse ii)  (cf. [11] Théorème).
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Remarque (4.1.1.3). S i k est parfait, CA /1, est un A-module de type fini, et
pour tout idéal m axim al m  d e  A , le séparé complété A".‘, de A n est réduit ;
l'hypothèse i)  de (4.1) implique alors l'hypothèse ii)  (cf. (1.3.2), (3.1.4), e t [12]).

Corollaire (4.1.2). A vec les notations et les hypothèses de (4.1), l'anneau A  est
excellent et l'ensemble des idéaux Premiers n de C tels que l'anneau local C. soit
une  k-algèbre f orm ellem ent lisse pour la topologie préadique est ouv ert dans
Spec (C).

Corollaire (4.1.3) S oit A  un anneau régulier contenant un corps tel que le
A-module DIA  des dif férentielles absolues de A  soit de type f ini,  B =A [T1 ,••• Tri
un anneau de poly nôm es à un nom bre f ini de v ariables sur A , q  un idéal de
B, C=B/q, 13 un idéal prem ier de B contenant q. A lors les conditions suivantes
sont équivalentes:

a) C, est un anneau régulier.
b) Il ex iste des dérivations D i d e  B dans lui-même (1 - _i m) et des éléments

f i  d e  q  ( l i m ) ,  tels que les im ages des f i  dans B, engendrent qB„ et
que l'on ait dét(D i f,)€E

Par conséquent l'anneau A  est excellent.

Section 5.

Théorème (5.1). S oient A  un  anneau local noethérien quasi-excellent (j. e .
excellent sans la condition universelle de chaînes), B un anneau local noethérien
et 0: A—>_13 un homomorphisme local f aisan t de  B  une A -algèbre form ellem ent
lisse pour les topologies préadiques. A lors a0: Spec (B)—.Spec (A) est un morphisme
régulier (i. e. plat et à f ibres géom étriquem ent régulières).

Preuv e. Comme A  est quasi-excellent, on peut supposer que A et B  sont
complets (cf. [3] 7.3.4) et il suffit alors de montrer que si A  est en plus intègre,
la fibre de a0 au point générique est régulière.

D'abord, il existe un anneau de séries formelles sur un anneau de Cohen
R=W ET i , ••• , T . ] ]  et un idéal prem ier d e  R tels que A=R/ p ([3] 19.8.8).
D'après ([3] 19.7.2), i l  ex ists  un anneau local noethérien complet S  et un
homorphisme local gr: R-6 faisant de S une R-algèbre formellement lisse (pour
les topologies préadiques) te ls que B=SO R A  e t  0=T: R/p—S/pS(l'homomor-
phisme induit par VO.

Maintenant nous traiterons deux cas séparément.
1) A  contient corps (dans ce cas on peut supposer W =K un corps):

D'après le critère jacobien de Nagata ([3] 22.7.3), il existe un souscorps K , de
K  contenant KP (où p est l'exposant caractéristique de K ) tel que [K: K 0]<00,
des K 0-dérivations D ,  de R  dans lui-même (1 et des élém ents f i  d e

tels que les im ages des f ,  dans R o engendrent 3.1R 0 et que l'on ait
dét (D f 5 )EH,. M a is  co m m e  fa it  d e  S une R-algèbre formellement lisse, on a
la suite exacte scindée
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0  --> 6 11? 1 K R S 6kIK 0 121SIR 0 ([3] 20.7.18)

qui donne la suite exacte

0 DérR(S, S) —> Dém- 0(S , S) — > Homs(6 lu KA RS, S) — >0

et com m e frEirc o e s t  u n  R-module lib re  d e  ty p e  f in i ([3] 21.9.2), Diurco aR S
•:--...S2k/K0OR S , d 'o ù  l 'o n  d é d u it  q u e  Homs(D 1R/K0 RS, S) ,-=_HomR(i)21R/R-

0, R)ORS
R)O R S .  Par conséquent, toute K0-dérivation de R  dans lui-même se

prolonge en une 1(0-dérivation de S  dans lui-même.
Soit donc D D é r i c o (S , S ) des prolongements de D, alors, pour tout

idéal premier V de S au-dessus de p, on  a  dét(Df,)EEll'. Par conséquent, (S/pS),,
est régulier (cf. [3] 22.7.3).

2 )  A  ne contient pas de corps : Comme A  ne contient pas de corps, on a
pnW=.(0), donc, d 'après ([15] 1.2.4), il existe  des W-dérivations D , de  R  dans
lui-même (l i__<m), des éléments f i  d e  (1 te ls  q u e  le s  im ag es  d es  f ,
d a n s  R ,  engendrent pR„ e t q u e  l'o n  a it d &  (Di f,)E5 p. C o m m e  S  est une R-
algèbre formellement lisse, on a la suite exacte scindée

0 —> 6 1R/HARS ----> ----> 61/R --> 0 ([3] 20.7.18).

Soit o.)W  l'idéal maximal de W e t  k  son corps résiduel. Comme ,(4  est un  R
(=R/wR)-module de type fini ([3] 20.7.15), Ô w  e s t  u n  R-module libre de type
fini (cf. [3] 20.4.11). Par conséquent S21,,,w & R S'.

Donc la suite exacte

0 -->D érR (S , S )-->D ér w (S, S) - - >Homs(biuwORS, S)

R>gR s 0

m o n tre  q u e  to u te  W-dérivation d e  R  dans lui-même se prolonge en une W-
dérivation de S  dans lui-même.

Soit donc g e D é r w (S , S ) des prolongements de D, alors, pour tout
idéal premier V de S au-dessus de p, on a d& (D PEEV  . Par conséquent (SlpS),,
est régulier.

Remarque (5.1.1). C e résultat a été énoncé sans dém onstration dans [14]
sous l'hypothèse : A  est un anneau excellent contenant un corps.

Il a  é té  é tab li so n s  la  fo rm e  p récéd en te  p a r  A n d ré  [ 1 ]  qui utilise ses
résultats sur l'homologie des algèbres commutatives (aussi voir [2]).

Corollaire (5.1.2). Soient A  et B deux anneaux locaux noethé riens et 0: A — >I3
un hom om orphism e local faisant de B  une A -algèbre form ellem ent lisse pour les
topologies préadiques. S upposons que A  soit un P-anneau (où P est une des
propriétés considérées dans [3] 7.4.1). A lors a0: Spec (B)—Spec (A ) e s t u n  P-
morphisme.

Corollaire (5.1.3). Soit A  un anneau semi-local noethérien et "A  son hensélisé
strict. A lors A  est (quasi-)excellent si et seulement si "A  est (quasi-)excellent.
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Preuv e. A  est universellement caténaire si et seulement si n'A est univer-
sellement caténaire (cf. [5] 18.8.17), il reste donc  à  m on tre r que  A  est quasi-
excellent si et seulement si " A  est quasi-excellent.

Comme ("A ) .  est une A-algèbre formellement lisse et Â est excellent, on en
conclut d'après (5.1) que le morphisme Spec (hsAr--, Spec (A ) est régulier. D onc
le m orphism e Spec (A) , Spec (A ) est régulier si et seulem ent si le m orphism e
Spec(hsA)--.Spec (h3 A ) est régu lie r, pu isque  pour tou t idéa l p rem ier p  d e  A,
"A & A k(p) est une somme finie de corps, extension algébriques séparables de k(p).

Corollaire (5.1.4). S oient A  un anneau sem i-local noethérien e t  " A  s o n
hesélisé strict. p o u r q u e  A  s o i t  u n  P-anneau (où P  est la propriété considérée
dans ([5] 18.7.1)+P;, ([4] 7.3.5)), il f aut et il suf f it que "A  en soit un aussi.

Section 6.

L a plupart des résulta ts de  cette  partie  ont été obtenus indépendamment
p a r  Matsumura [9], dont les résultats ont paru tandis que nous rédigions la
version préliminaire de ce travail ; pour ne pas allonger inutilement cet article,
nous énoncerons sans dém onstra tion  les résu lta ts de  ce tte  partie  qu i son t
communs avec ceux de Matsumura.

Définition (6.1). S o it  k  u n  a n n e a u  e t  A  u n e  k-algèbre. O n  d it  q u e  A
satisfait à  ( J k )  au point  E S p e c (A )  s'il existe des k-dérivations D i  d e  A  dans
lui-même e t  d e s  é l é m e n t s  f i  d e  p  (1 . . i_ s )  te ls  que  les im ages des f i

dans A l, engendrent »A, e t  q u e  l 'o n  a it  dét (Di f i ) ap ; s i k = Z , on écrit ( J )  au
lieu de (Jz ).

Proposition (6.2) (cf . [9 ] Theorem 14). Soit A  un anneau noethérian régulier.
On suppose que pour tout anneau de polynômes B  à un nom bre f ini de v ariables
sur A  et tout ideal prem ier p  de B  tel que l'homomorphisme A—B/p soit f ini, B
satisf ait à (J ) au point p. A lors A  est excellent.

Proposition (6.3) ( c f .  [9 ] Theorems 6, 9 and 10). Soient k un corps de carac-
téristique zéro et A  une h-algèbre noethérienne régulière et intègre.
On suppose vérifiées les conditions suivantes:

i) Pour tout idèal maximal m de A , Alm est une extension algébrique de k.
ii) dim (A)< 00.

A lors les conditions suivantes sont equivalentes:
a) A  satisfait 2i,(J k ) pour tout ideal maximal m de A .
b) rang (Dér k (A, A))--- dim (A).

D e p lus, si A  satisf ait aux  conditions i ) , ii) et a) (ou b)), alors A [T ],  A [ [ T ]]
satisfont aussi aux mêmes conditions. A  est par conséquent excellent.

Proposition (6.4) (cf . [9 ] Theorems 8 and 9). Soient V un anneau de valuation
discrète dont le corps des fractions K est de caractéristique zéro et A  une V-algèbre
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noethérienne régulière et intègre.
On suppose que pour tout idéal prem ier p  de A  tel que Dr)11=(0), A  satisfait

b  ( I r() au Point p.
A lors, pour B .-=A [T ] ou A L IT E, et pour tout idéal prem ier q de B  tel que

q n V = .-(0), B  satisfait à  (JK ) au point cl.

Proposition (6.5) (cf . [9 ]  Theorem 15, Remark p. 2 9 2 ). Soient k  un corps de
caractéristique P>0 , A  une h-algèbre noethérienne intègre.
On suppose vérifiées les conditions suivantes:

i) Pour tout idéal m ax im al nt de A , A lm  est une extension finie de k  ou une
extension algébrique de k  si h est parfait.

ii) Pour tout id ea l maximal nt de A , A„, est une h-algèbre formellement lisse
pour la topologie préadique et un anneau universellement japonais.

iii) dim (A) < 00.
iv) I l e x is te  u n e  f am ille  (k  a)aen d e  sous-corps de k  te lle  q u e  kPCk a,

[ k : k a ]< o o  e t  q u e  n k  , = e ,  satisfaisant
aeA

rang(Dér k a (A, A))=dim(A)-Frang(Qb k a )  quel que soit a.
A lors pour tout idéal m ax im al nt d e  A  e t to u t aG A , A  satisfait au
point nt.

C om m e A  satisf ait la condition de (6 .2), A  est excellent; par conséquent,
A [ M ]  satisfait aussi aux mêmes conditions.

Corollaire (6.6) (cf . [9 ]  Theorem 9  an d  1 5 , Remark p. 292). S i A  e s t  u n
anneau qui satisfait ou bien aux  conditions de (6.3) ou bien b  celles de (6.5), alors

••• , X ,a ]  e t A [[17 1, •-• , Yn11 satisfont aussi aux mêmes conditions.
En particulier, soit A  un anneau satisfaisant aux conditions de (6.3) ou de (6.5),

/ un id ea l de A ; alors le séparé com plété A * de A  pour la topologie I-adique est
un anneau excellent.
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