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Introduction.

Le présent mémoire concerne seulement des applications holomorphes
de C? dans lui-méme, qu’on appellera ici applications entiéres. On dira
qu’une application entiére I excepte un ensemble A si son image F(C?)
ne rencontre par 4. Nous disons qu’elle est une application entiére 3
jacobien constant, si son déterminant jacobien est une constante.

Il est bien connu, au nom de ’exemple de Fatou [3] et Bieberbach
[2], qu’il existe une application entiére injective a jacobien constant qui
excepte un ensemble ouvert. Kodaira [4] a construit une application
entiére injective qui excepte une droite complexe. L’auteur [5] a construit
une application entiére injective a jacobien constant qui excepte un voisi-
nage d’une droite complexe (voir ’exemple 1 au »° 1).

Dans ce mémoire, en nous basant sur ’exemple 1, nous traitons des
applications entiéres injectives qui exceptent une droite complexe.

Le théoréme 1 au n° 1 montre un phénomeéne intéressant présenté par
les applications entiéres injectives & jacobien constant:

Soient p et q deux nombres positifs. Posons
X={(x, ) EC =0}, Y=1{x=0, y|=qg} U {lx|=p, Iy|=4}

et A={|y|=q, |xy|=pq}. Si une application entidre injective @ jacobien con-
stant excepte X UY, alors elle excepte aussi A.

Deux exemples complétent ce théoréme; l’exemple 2 montre que le
voisinage 4 de X ne peut étre remplacé par aucun voisinage contenant
A; Pexemple 3 montre que, pour une application entiére injective dont
le jacobien n’est pas nécessairement constant, le théoréme n’est plus vrai.

Au n° 2, nous traitons des applications entiéres injectives dont le
jacobien n’est pas nécessairement constant. L’exemple 4 et le théoréme 2
présentent une condition de la grandeur a linfini d’un voisinage d’une
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droite complexe pour qu’il existe une application entiére injective qui
excepte ce voisinage.

Au n° 3, on concerne des applications entiéres qui exceptent deux
droites complexes. Les exemples dans [4] et [5] nous aménent naturelle-
ment & la question suivante: Existe-t-il une application entiére injective (a
Jacobien constant) qui excepte deux droites complexes? Au cas des applications
4 jacobien constant, nous donnons une réponse partielle suivante (la
remarque du théoréme 3):

Il nexiste pas d’application entiére injective a jacobien constant qui excepte non
seulement la réunion E en deux droites complexes mais aussi un voisinage d’un

point de E.

A propos de ce théoréme, nous remarquons que, si une application
entiére n’est pas injective et si son jacobien n’est pas nécessairement
constant mais seulement non nul, il peut se faire qu’elle puisse excepter
deux droites complexes et un voisinage de leur point d’intersection
(Exemple 5).

1. Applications entiéres injectives a jacobien constant qui exceptent
une droite complexe.

L’auteur [5] a donné un exemple d’application entiére suivant:

Exemple 1. Il existe une application entiére injective & jacobien
constant qui excepte un voisinage d’une droite complexe.

Dans [5], on n’a pas prouvé que son jacobien est constant, mais, puisque

le jacobien de Pautomorphisme 7" de C? qu’on y a considéré est constant,

la preuve marche bien de fagon sembleable & celle de Bieberbach [2].
Maintenant nous énoncgons le théoréme suivant:

Théoréeme 1. Soient p et g deux nombers positifs. Posons
X={(x, ») p=0}, Y={x=0, |p =gt U {lx|=p, =4}

et A={|y|=q, |xy|=pq}. Si une application entiére injective & jacobien con-
stant excepte XUY, alors elle excepte aussi A.

D’aprés le théoréme I, on peut obtenir ’exemple suivant plus précis
que l’exemple 1:

Exemple 1’ Il existe une application entiére injective a jacobien
constant qui excepte {|y|=1, |xy|=1}.

La démonstration du théoréme 1 repose sur le lemme suivant:

Lemme 1. Avec les notations du théoréme, définissons un domaine R par
R=C*— (XUY), et prenons un nomble positif k>1.  Alors, il existe une
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Sonction plurisousharmonique non négative ¢ dans R ayant les propriétés suivantes:
1° On a S pdV< oo, ot dV désigne Pélément de volume euclidien.

2°  Dans lI; domaine U (k) ={0<|x], 0<|y|<gq, |#ty|<p*q} CR, on a
©>0.

En effet, définissons ¢(x, ) par

log [Jq dans U(k)
oz, 9) =] ° 1]
0 dans R—U (k).

Il est évident que ¢ est une fonction continue dans R et que ¢ >0 dans
U(k). En remarquant que x3%0 et y%0 dans U(k), on voit que ¢ est
plurisousharmonique dans U(k) et donc dans R. Il reste & prouver
P’assertion 1°. Pour cela, désignant I’élément d’aire du plan de x par do,
et posant |y|=¢, on a

godeQnS do, S t log IM Py
0

(1z58) [*t

=21rg [— log -£-2 g + tz]dv
(Ix158) Tx Tk

- ﬂng(lxlém { 10g<%>k+ ?} dvx< *°

SRF\(IIIéP)

et on a
]

" bq
S godV:Qn:S ,:_ti log iq_-}- _tf_:l lekdvx
RN{1x]1>p) (1x1>p) 2 | l

= ﬂ'IJqu S d 0,
2 {x1>8) Ix Tx %<

ce qui vérifie 1°. [

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 1. Prenons un
nombre £>>1 quelconque et la fonction ¢ construite dans le lemme 1.
Pour Papplication F: C*—R qui satisfait aux hypothéses du théoréme
avec |det Jp|?=c= constante, on a F*(dV) = |det J;|?dV,=cdV,, ou dV,
est I’élément de volume euclidien du domaine C? de F. En posant
¢=F*(p), ¢ est une fonction plurisousharmonique non négative dans C*?

telle que S 2gde1<0<>, par suite elle est 0 identiquement. En effet, on a
c

SngdVl:LS F*(¢)F*(dV)=LS godVgiS edV<oco. Alors, d’aprés
c ¢ Jc? ¢ JFch ¢ Jr
2° du lemme 1, F excepte U(k). Puisque £>1 est arbitraire, ' excepte
U U(k). Limage F(C? étant ouvert, F excepte A=UU (k). []

k>1

k>1

Maintenant, nous donnons deux exemples qui complétent le théoréme
1. Le premier exemple montre que le voisinage 4 dans le théoréme 1
est maximal.



758 Yasuichiro Nishimura

Exemple 2. Avec les notations dans le théoréme, pour tout point
(@, B) &4, il existe une application entiére injective a jacobien constant
qui excepte 4 mais n’excepte pas {(a, B)}.

Sans perdre la généralité, on suppose p=¢g=1. Distinguons deux cas
suivant que [8[>1 ou [B|=1.

I cas: Prenons un nombre positif ¢ tel que 1+4+e<|B]|. D’apreés
Iexemple 1’, prenons une application entiére injective a jacobien constant
F qui excepte {(u, v) | [v|=1, |uv|=1+¢}. Puisque lapplication F ne peut
excepter la droite complexe K= {v=3}, on prend un point (u, B)E K
qui appartient & I'image F(C?. En remarquant que |B8|>1, prenons
une fonction entiére f(z) d'une variable z telle que

|f(2) |Se sur [z]=1, et f(B)=a—u,

Définissons un automorphisme de C? & jacobien constant S: (u, v)—
(x,y) par x=u+f(v), y=v, alors SoF est un exemple d’application désirée.
En effet, par un calcul direct, on a S'({]y|=], |[»wI=1Pc{lv]|=],
luv |=14¢} et S7'(a, B) = (u, B), ce qui montre que SoF excepte 4 mais
n’excepte pas {(a, B)}.

2° cas: Par hypothése, on a |aB|>1. Sans perdre la généralité on
suppose que a et B soient réels positifs. D’aprés ’exemple 1°, on prend
une application entiére injective a jacobien constant G qui excepte
{lo|=1, |uww|=<1}. Puisque G ne peut excepter L= {(u, v)| |w|=af},
on prend un point (a, b) =L qui appartient 3 G(C?. Sans perdre la
généralité on suppose que a et b soient réels positifs, donc on a ab=ap.
En remarquant que af>1, on prend une fonction entiére g(z) d’une

variable z telle que

@ |1 sur [z]|=]1, et e"("ﬁ)=%=%.

Définissons un automorphisme de C? i jacobien constant 7: (u, v)—>
(x, ») par x=uef™ y=ype ") avec son inverse donné par u=xe¢ Y, p=
e8¢ alors ToG est un exemple d’application désirée. En effet, par un
calcul direct on a T }({[y|=]. |y |=1}) c{vI=], |lw|=1} et T Ha, B)
=(a, b), ce qui montre que ToG excepte A mais n’excepte pas {(a, 8)}.

Le deuxiéme exemple montre que, sans supposer que le jacobien de
Papplication soit constant, le théoréme n’est plus vrai. Précisément, on a
le

Exemple 3. Soient p et ¢ deux nombres positifs. Posons B= {y=0} U
{Ix|=p, ly|=q}. Alors pour tout point (§, )& B, il existe une applica-
tion entiére injective qui excepte B mais n’excepte pas {(&, 7)}.

Avec les notations de lexemple 2, si (§, )& A, puisqu’on a BcCA4, il
suffit de prendre l’application qu’on vient de construire dans l’exemple
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2. Il ne reste qu’a considérer le cas ou (&, n)EA. Sans perdre la
généralité on suppose p=¢g=1. D’aprés 'exemple 1, prenons une applica-
tion entiére injective H qui excepte {v=0} U {|u|=1, |o|=1}. Prenons
un point (¢, d) avec |d|>1 qui appartient a I'image H(C?), et prenons
deux fonctions entiéres 7(z) et s(z) d’une variable z telles que

@ <1 sur 2|1, e@=

lee@ |1 sur  [z]|=1, 9 =—

SRR

Puisquon a |&]>1 et |d|>1, il est certainement possible. Définissons un
automorphisme de C? U: (u, v) —(x, y) par x=ue™”®, y=v exp{—s(ue"®)}
avec son inverse U~-! donné par u=x exp{r(pe’®)}, v=pe’®. Par un
calcul direct, on a U ({|x |1, |y IS c{lulZ], [p|S1} et UNE, p)
=(c, d), ce qui montre que UoH excepte B mais n’excepte pas {(§, 7)}.

2. Une condition d’un voisinage d’une droite complexe pour qu’il
existe une application entiére qui excepte ce voisinage.

A ce numéro, nous traitons des applications entiéres injectives dont le
jacobien n’est pas nécessairement constant.
En utilisant ’exemple 1, on peut aisément construire ’exemple suivant:

Exemple 4. Pour tout nombre positif £, il existe une application
injective qui excepte {|y|=1, |xty|=1}.

En prenant un nombre entier n tel que n>%, on définit un automor-
phisme G: (u, v) —>(x, ») de CXC* par x=up™", y=v. D’ailleurs, d’aprés
I’exemple 1, on prend une application entiére injective F qui excepte
{t=0} U {|u|=1, |[v|=1}. On pose H=GoF, alors, H est évidemment une

application entiére injective qui excepte {y=0}. Puis on a

Gy I=l, Iy =) ={0<]p[=], [ [=1)
c{o<lpl=l, Wt =1}
={0<lvI=1, Ju[=1},

ce qui montre que H excepte {[y|=1, [x*y|=1}.

Inversement, on peut montrer 'inexistence d’application enti¢re injective
qui excepte un voisinage un peu plus grand que celui dans Pexemple 4.
Précisément on a le

Théoréeme 2. Soit a(x) une fonction continue & valeurs réelles positives
définie dans tout le plan C = {|x|< oo} de x telle que, pour tout nombre positif
&, on ait

lim |x]|%a(x) = oo,

|x|—>4o0
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Posons D= {(x, ») | |y|<a(x)}. Alors, il wexiste pas d’application entiére
injective qui excepte D.

Pour démontrer ce théoréme, on a besoin du théoréme suivant dg a

T. Ueda [8].

Théoreme U. Le complémentaire de la fermeture de I'image d’une applica-
tion entiére injective est un ouvert pseudoconvexe, s’il n’est pas vide.

La démonstration du théoréme 2. Supposons au contraire qu’il existe
une application entiére injective F qui excepte D. D’aprés le théoréme
U, le complémentaire V=C>—F(C?) est un ouvert pseudoconvexe con-
tenant l'intérieur de D. Soit W la composante connexe de V contenant
Pintérieur de D. Alors, d(x) étant la distance dans la direction de » du
point (x, 0) a la frontiére W, ¢(x) = —log d(x) est une fonction soushar-
monique dans {|x|<{co} (voir par exemple [6], Korollar 10. 1). Puisque
¢(x)=< —log a(x), on a, pour tout positif ¢ ¢(x) —¢ log|x|——>—oc0 (|x]|
——0o0). Alors, d’aprés le théréme de Brelot [7], ¢(x) s’étend en une
fonction sousharmonique sur P,=C U {o0}, donc se réduit & une constante
¢. Il en résulte que F excepte {|y|=<e}, ce qui est une contradiction. []

3. Applications entiéres injectives qui exceptent deux droites complexes.

Rappelons la question suivate mentionnée dans l'introduction: Existe-
t-il une application entiére injective (4 jacobien constant) qui excepte la réunion
E en deux droites complexes? Sans perdre la généralité on pose E= {xy=0}.
S’il existe un automorphisme analytique (dont le jacobien est constant) de
(C*)?=C?—E qui admet un point fixé attractif, alors d’apres la méthode
de Fatou et Bieberbach, on peut affirmativement répondre & cette question.
Mais l'auteur ne sait §’il existe un tel automorphisme.

Dans ce numéro, en utilisant le théoréme 1, nous donnons une réponse
partielle suivante au cas des applications 4 jacobien constant.

Théoréeme 3. Soit a un nombre complexe et soient ¢ et & deux nombres
positifs. On pose E={xy=0} et I={x=a, [y|=StU{lx—alZe |y|=¢}.
Alors il nexiste pas dapplication entiére injective 4 jacobien constant qui excepte
EUL

Remarque. Puisqu’on peut prendre deux nombres ¢ et ¢’ arbitrairement
petits, il n’existe pas en particulier d’application entiére injective & jacobien
constant qui excepte non seulement E mais aussi un voisinage d’un point

de E.

Preuve. 1l n’y a pas de restriction a supposer que a>0 et 0<le<la.
Raisonnons par P’absurde, en supposant qu’il existe une application entiére
F injective a jacobien constant qui excepte EUI. D’aprés le théoréme 1,
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F excepterait {|y|=<¢, |(x—a)y|=<ee’}, donc en particulier {lxl Ze,

< & } —eet g=_°_. Pui —0), dapre
Iyl_e_'_a‘. On pose p=c et g P Puisque F excepte {y=0}, d’aprés

le théoréme 1, elle excepterait {|y|=g¢, |xy|<pg}. De la méme maniére,
puisque F excepte {x=0}, elle excepterait {[x|<p, |xy[=<pg}. Donc F
excepterait {|xy|<pq}, ce qui est une contradiction, car le domaine
{1xp|>pg} est équivalent au domaine produit {|u|>pg, 0<|v|< oo} par
la transformation u=xy, v=y. []

L’auteur ne sait si le théoréme est vrai sans supposer que F excepte
aussi I, mais, au moins, il est nécessaire de supposer que I soit injective
et que son jacobien soit constant, car on a l’exemple suivant:

Exemple 5. Soient p et ¢ deux nombres positifs. Alors, il existe une
application entiére dont le jacobien ne s’annule nulle part, qui excepte
=0 U{lx|=p, Iy|=q}.

Construisons ’application désirée en utilisant ’exemple 1’. Sans perdre
la généralité, on suppose péL. Prenons d’abord une fonction entiére
e

f(z) d’une variable z telle que Re f(z)=log(g|z|) sur {Re 2= —1}. Une
telle f(z) existe certainement d’aprés le théoréme d’approximation da a
Arakelyan [1]. Définissons une application entiére G: (u, v) —>(x, »)
par x=¢* y=ve’®, D’ailleurs, d’aprés ’exemple 1, on prend une applica-
tion entiére injective F qui excepte {|v|=1, |ww|=1}. Posons H=GoF.
Alors H excepte {xy=0}, et puis on a G '({|x|=p, |yI=¢}) ={Re u=
log p, |v]Sge '@} c{Reu=s —1, lw|Z1}c{lpI=], |w|=1}, ce qui
montre que H est un exemple d’application désirée.
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