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Introduction.

Le présent mémoire concerne seulement des applications holomorphes
de C 2 dans lui-même, qu'on appellera ici applications entières. On dira
qu'une application entière F  excepte un ensemble A  si son image F (C 2 )
ne rencontre par A .  Nous disons qu'elle est une application entière
jacobien constant, si son déterminant jacobien est une constante.

Il est bien connu, au nom de l'exemple de Fatou [3] et Bieberbach
[2], qu'il existe une application entière injective  à  jacobien constant qui
excepte un ensemble ouvert. Kodaira [4] a construit une application
entière injective qui excepte une droite complexe. L'auteur [5] a construit
une application entière injective  à  jacobien constant qui excepte un voisi-
nage d'une droite complexe (voir l'exemple 1 au n °  1).

Dans ce mémoire, en nous basant sur l'exemple 1, nous traitons des
applications entières injectives qui exceptent une droite complexe.

Le théorème 1 au n °  1 montre un phénomène intéressant présenté par
les applications entières injectives à  jacobien constant:

Soient p et q  deux nombres positifs. Posons

X =  t(x, y) E C 2 ly  = 0 } , Y-= Ix=0, ly I U {lx 1Y 1 =4}

et A= tLY
q ,  ixY  53 )41  . Si une application enti& e injective à  ja c o b ie n  con-

stant excepte X UY , alors elle excepte aussi A.

Deux exemples complètent ce théorème; l'exemple 2 montre que le
voisinage A  de X  ne peut être remplacé par aucun voisinage contenant
A ;  l'exemple 3 montre que, pour une application entière injective dont
le jacobien n'est pas nécessairement constant, le théorème n'est plus vrai.

A u  n °  2, nous traitons des applications entières injectives dont le
jacobien n'est pas nécessairement constant. L'exemple 4 et le théorème 2
présentent une condition de la grandeur  à  l'infini d'un voisinage d'une
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dro ite com plexe pour qu 'il ex iste une app lication  en tière in jective qu i
excepte ce voisinage.

A u  n °  3 ,  on concerne des applications entières qui exceptent deux
droites complexes. Les exemples dans [ 4 ]  e t [5 ]  nous amènent naturelle-
ment à  la  question  su ivante: Existe-t--il une application entière injective (a
jacobien constant) qui excepte deux droites complexes? Au cas des applications

ja c o b ie n  constan t, nous donnons une réponse partie lle  su ivan te (la
remarque du théorème 3) :

Il n'existe pas d'application entière injective a jacobien constant qui excepte non
seulement la réunion  E  en deux  droites com plexes m ais aussi un voisinage d'un
point de E.

A  propos de ce théorèm e, nous rem arquons que, si une application
en tiè re  n 'e s t p a s  in je c tiv e  e t s i so n  ja c o b ie n  n'est pas nécessairem ent
constant m ais seulem ent non nul, il peut se faire qu'elle puisse excepter
d eu x  d ro ites  co m p lexes e t u n  vo is in age  d e  leu r p o in t d 'in te rsec tio n
(Exemple 5).

1. Applications entières injectives A jacobien constant qui exceptent
une droite complexe.

L 'auteur [ 5 ]  a donné un exem ple d'application entière suivant:

Exemple 1. I l  ex iste  une app lication  en tière  in jective  à  ja c o b ie n
constant qui excepte un voisinage d'une droite complexe.

D ans [5 ] ,  on n'a pas prouvé que son jacobien est constant, mais, puisque
le jacob ien  de l'automorphisme T  d e  C 2 qu'on y a considéré est constant,
la preuve m arche b ien de façon sembleable à  c e lle  d e  Bieberbach [2].

Maintenant nous énonçons le théorème suivant:

Théorème 1. Soient p  e t q deux nombers positifs. Po so n s

X =  (x, y )  ly -= 0 1 , Y= tx =  0 , Ly 15_0 U lx 15..p, =

e t  A = ( br I q ,
 xy 15_ . S i une application entière injective a jacobien con-

stant excepte X UY , alors elle excepte aussi A .

D 'après le théorèm e 1 , on peut obtenir l'exem ple suivant plus précis
que l'exem ple 1:

Exemple 1'. I l  existe une app lication  entière in jective  à  ja c o b ie n
constant qui excepte j

 ly
 I 1 ,  xy  I 1 ) .

La démonstration du théorème 1  repose sur le lemme suivant:

Lemme 1. A vec les notations du théorèm e, déf inissons un dom aine R  par
R= C 2 — (XU Y), e t  p re n o n s  u n  nomble p o s itif  k > 1 .  A lors, il ex iste une
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fonction plurisousharmonique non négative ço dans R  ayant les propriétés su ivantes:
10 O n  a  çodV < 0 0 , où  dV  d ésign e l'é lém en t d e vo lum e eu clid ien .
2° D ans le dom a in e U (k ) =  {0<  lx I, 0 <  Iy < q , k ey l< p 'q }  c R ,  o n  a

ço>0.

En effet, définissons ço(x, y )  p a r

log  Pk q 
(x, y )

c l o g

I
0

d a n s  U(k)

dans R— U(k).

Il est évident que ça est une fonction continue dans R  e t q u e  ça> 0  dans
U ( k ) .  E n rem arquant que x # 0  et y # 0  d an s U (k ), on voit que ça est
plurisousharmonique d an s  U ( k )  e t d o n c  d a n s  R. Il reste  à  p rouver
l'assertion 1°. Pour cela, désignant l'élém ent d 'aire du p lan de x par dv x

et posant Iv I = t, on a

yodV =22.r dvxq t log  F d t
Jflx l P)J o IX Ik t

27r SF e l g   P kt 2  r d V
(1.I P)L 2 o - I kt 4 0

Ilx16P1
==.77q2 S {10g( 1  }dVx<C>0

 l x  I 2
et on a

SRNIx1
godV =- 27r S

>P1 Ilx1>PlL 

t2

2

P
k

log  r
t2 1

1xi
°

d
lx ! t 4 0

irp2k§,2 1 do <00
2 3oxi>p1 Ix 1 2 k x

ce qu i vérifie  1°. 111

N ous pouvons m aintenant dém ontrer le théorèm e 1. Prenons un
nombre k > 1  quelconque et la  fonction  ça constru ite dans le  lem m e 1.
Pour l'application F: qui satisfait aux hypothèses du théorèm e
a v e c  !det JF I 2 -=c = co n stan te , o n  a  F* (dV) =-Idet  J F 1 2 dV i=Cd17 1, o ù  dV,
est l'é lém en t d e  vo lum e euc lid ien  du  d o m ain e  C2 d e  F. En posant
çb=F* (ça), çb est une fonction plurisousharmonique non négative dans C 2

telle que 
2
Oc/17.

1<00, par su ite  e lle  est 0 identiquement. En effet, on a

Scz
1 1OdV, = -A ,F *  (OF* (dV) =  1ç o d V  5 A ç o d V < o o .  Alors, d'après

C SF (C 2)
2° du lem m e 1, F  excepte U ( k ) .  Puisque k > 1  est arb itraire, F  excepte
U U  (k ) . L'im age F(C 2 )  étant ouvert, F  excepte A =  U U  (k ). D

k>1 k>1

Maintenant, nous donnons deux exemples qui complètent le théorème
1. Le prem ier exem ple m ontre que le vo isinage A  dans le  théorèm e I
est maximal.
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Exemple 2. A vec les no tations dans le  théorèm e, pour tout po in t
(a , 13) A , il existe une application entière in jective  à  jacobien constant
qui excepte A  mais n'excepte pas  ( (a , 18) }

Sans perdre la généralité, on suppose p =q = 1 .  Distinguons deux cas
suivant que 1 /3 1 > 1  o u  1/31 1.

18e c a s  :  Prenons un  nom bre positif E t e l  q u e  1 +s<1,51. D'après
l'exemple I ' ,  prenons une application entière injective  à jacobien constant
F  qui excepte { (u , u) 1 1 1 .  Puisque l'application F  ne peut
excepter la dro ite com plexe K =  (y = P l, o n  p re n d  u n  p o in t (u ,, P ) K
qui appartient à  l 'im a g e  F (C 2). E n  rem arq u an t q u e  1,81> 1, prenons
une fonction entière f ( z )  d'une variable z telle que

11(z) < 6 sur l z l l ,
 e t  f(p)= a —uo.

D éfinissons un autom orphism e de C2 à  jacobien constan t S : (u ,
(x, y )  p a r  x = u + P v ) ,  y = v , alors S oF  est un exemple d'application désirée.
E n  e ffe t , p a r  u n  c a lcu l d ire c t , o n  a  S ( 15,1 , x y1 .1 } ) C  {lu 15.1,
luv1.51±E} et (a , 13) =- (u„ p), ce qui m ontre que S o F  excepte A  mais
n 'excepte pas [ (a, /3)].

28 cas :  P ar h yp o th èse , o n  a  1431>1. Sans perdre la généralité on
suppose que a et p soient réels positifs.  D 'a p rè s  l 'e x e m p le  1', on prend
une application entière in jective  à  jacobien co n stan t G  qui excepte

1 1 ,{10 1, Juv1_1] . Puisque G  n e p eu t excep ter L= v) luv =
o n  p ren d  u n  p o in t (a , b )E  L  qui appartient à  G (C 2). Sans perdre la
généralité on suppose que a  e t b  soient réels positifs, donc on a ab =a/3.
E n rem arquan t que ap> 1 , on  p rend  une fonction  en tière g ( z )  d'une
variable z telle que

1 1 sur 1z1 1, et aeg(aB) — b
13 a

Définissons un automorphisme de C2 à. jacobien constant T :  ( u ,  u ) —
(x, y )  p a r  x= ueg (" ) , y =ve - g ("u) ,  avec son inverse donné par u=xe - g (IY), y=

alors T oG  est un  exem ple d 'app lication  désirée. E n  effet, par un
calcu l d irect on  a  ( Jy 15.1. 1.xy1 - 1 1 )  c t l u i  1 , u v1 5 _ 1 1  et (a, 13)
= (a, b ) ,  ce qui m ontre que T oG  excepte A  m ais n 'excepte pas {(a, j3)}.

Le deuxièm e exem ple m ontre que, sans supposer que le jacobien de
l'application soit constant, le théorèm e n'est plus vrai. Précisém ent, on a
le

Exemple 3. Soient p  et q  deux nombres positifs. Posons B =  ty=- 01 U
{lxl p, y q } .  Alors pour tout point (e, Y)) (0 3 ,  il existe une applica-
tion entière injective qui excepte B  m ais n 'excepte pas {(e , ri)).

Avec les notations de l'exemple 2, s i  (e, 7)) A , puisqu 'on a B c A ,  il
suffit de prendre l'application qu'on vient de construire dans l'exem ple
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2. I l  ne reste qu'A considérer le cas où (E, .7)) E A. Sans perdre la
généralité on suppose p =q = 1 . D'après l'exemple 1, prenons une applica-
tion entière injective H  qui excepte {v = 0} U { tu I l, Iv  P r e n o n s
un point (c , d )  avec I d1> 1  qui appartient à l'im age H (C 2 ) ,  et prenons
deux fonctions entières r (z) et s (z ) d'une variable z telles que

ler''' sur 1Z er ( d ) C

Ies(') 1 sur 1Z 1 s () — d

Puisqu 'on a e 1> 1  et Id 1>1, il est certainement possible. Définissons un
automorphisme de C 2 U : (u , y) (x, y )  par x =ue - rm , y  =v exp  ( —s (ue - r(v))1
avec son inverse U - 1  d o n n é  p a r  u =x ex p  (yes (x) )1 , v=yes (z) . Par un
calcul direct, on a U - 1 ( { ly 1511 ) c { 1u1-5=1, 1v1511 e t  U-1 (e, 7i)
= (c, d ) ,  ce qui montre que U .H  excepte B  mais n'excepte pas { (E ,  ri)}.

2. Une condition d'un voisinage d'une droite complexe pour qu'il
existe une application entière qui excepte ce voisinage.

A  ce numéro, nous traitons des applications entières injectives dont le
jacobien n'est pas nécessairement constant.

En utilisant l'exemple 1, on peut aisément construire l'exemple suivant:

Exemple 4. Pour tout nombre positif k ,  il existe une application
injective qui excepte { ly 1-51, 1.0Y

En prenant un nombre entier n tel que n > 1
k ' 

on définit un automor-
phisme G: (u, v) - - - (x, y ) d e  C X  C *  par x =uv - ', y = v . D'ailleurs, d'après
l'exemple 1, on prend une application entière injective F  qui excepte
{v =0} 1 ,  I  v   1 }  .  On pose H -=-G.F, alors, H  est évidemment une
application entière injective qui excepte {y =- 0}. Puis on a

G '(  IO< tyl—.<1, Pcky1-511)= tCl< Ivl
< 1 5  i u kvi-kni < 0

(0< Iv 1-51, lu' 1 .1}
1O <IvIl ,  lu I 11,

ce qui montre que H  excepte { ly lx' y 11.
Inversement, on peut montrer l'inexistence d'application entière injective

qui excepte un voisinage un peu plus grand que celui dans l'exemple 4.
Précisément on a le

Théorème 2. S oit a ( x )  une fonction continue à valeurs réelles positives
déf inie dans tout le plan C = {1x l <001 de x  telle que, pour tout nom bre positif
e, on ait

lim  lx 16a (x) = 00.
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Posons D= t(x, y )  I ly 1 5 a (x )}  .  A lors, il n'ex iste pas d'application entière
injective qui excepte D.

Pour dém ontrer ce théorèm e, on a besoin du théorèm e suivant dû
T . U ed a  [8].

Théorème U . Le complémentaire de la fermeture de l'image d'une applica-
tion entière injective est un ouvert pseudoconvexe, s'il n'est pas vide.

La démonstration du théorème 2. Supposons au contraire qu'il existe
une application entière injective F  qui excepte D .  D'après le théorème
U , le complémentaire V= C 2 —F( C 2 ) est u n  o u v ert pseudoconvexe con-
tenant l'in térieur de D .  So it W  la com posante connexe de V  contenant
l'in térieur de D .  Alors, d (x ) étant la d istance dans la d irection de y du
point (x, 0) à  la frontière aw, g x ) ,  —log  d (x ) est une fonction soushar-
monique dans ( I x  <0 0 ) (vo ir par exem p le [6], Korollar 10. 1 ). Puisque

(x) 5 —log a (x ),  on a, pour tout positif s, (x) —s log lx l —  c o  ( I x  l
- - -> 0 0 ).  A lors, d 'après le  thérème d e  Brelot [7 ],  0 (x )  s'étend en une
fonction sousharmonique sur P i = C U {001, donc se réduit à  une constante
c. Il en  résu lte que F  excepte { , ce qui est une contradiction. El

3. Applications entières injectives qui exceptent deux droites complexes.

Rappelons la question suivate mentionnée dans l'introduction: Existe-
t - i l  une application entière injective (a jacobien constant) qui excepte la réunion
E  en deux droites complexes? Sans perdre la généralité on pose E= (xy =0).
S'il existe un automorphisme analytique (dont le jacobien est constant) de
( C*) 2 =C 2 —E qui adm et un point fixé attractif, alors d'après la m éthode
de Fatou et Bieberbach, on peut affirmativement répondre à  cette question.
M ais l'auteur ne sait s'il existe un tel autom orphism e.

Dans ce numéro, en utilisant le théorème 1, nous donnons une réponse
partielle suivante au cas des applications  à  jacobien constant.

Théorème 3. Soit a un nom bre com plexe et soient s  e t  s ' deux nombres
positifs. O n  p o s e  E= (xy =0 ) e t  I = (x = a ,  Ly 158' ) U ( I x  —ae ,  I  I=
A lors il n'existe pas d'application entière injective  à  jacobien constant qui excepte
EU I.

Remarque. Puisqu'on peut prendre deux nombres s et s' arbitrairement
petits, il n'existe pas en particulier d'application entière injective  à  jacobien
constant qui excepte non seulement E  mais aussi un voisinage d'un point
d e  E.

Preuv e. Il n 'y  a pas de restriction  à  su p p o se r q u e  a > 0  e t  0<s <a.
Raisonnons par l'absurde, en supposant qu'il existe une application entière
F  injective à  jacobien constant qui excepte E U /. D'après le théorème 1,
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F  ex cep te ra it { 6'5 (x — a )y , d o n c  e n  p a r t ic u lie r  { lx

s

e- aa} .  On pose p— s et q —  6 6  
•
 P u isq u e  F excepte fy =01, d'après

6+  
le théorèm e 1, elle excepterait {q ,  lx y l pqi • De la même manière,
puisque F  excepte fx =01, elle excepterait  ix l p,  

ixy I .5.pq1 . Donc F
excepterait ixy ,  ce  q u i e s t u n e  co n trad ic tio n , c a r  le  d o m a in e
{ ixy I > p q } est équ ivalen t au  dom aine produit lu i >ipq, 0<  u  <00 ) par
la transformation u= xy, v = y .  D

L 'auteur ne sait si le théorèm e est vrai sans supposer que F  excepte
aussi I ,  m ais, au m oins, il est nécessaire de supposer que F  soit injective
et que son jacobien soit constant, car on a l'exemple suivant :

Exemple 5. Soient p  e t q  deux nom bres positifs. A lors, il existe une
application entière dont le jacobien ne s 'annu le  nu lle  p art, qu i excep te
(xy =0) U lx 1.5_/3, ly 150.

Construisons l'application désirée en utilisant l'exemple F. Sans perdre
la généralité, on suppose . Prenons d'abord une fonction entière

f  (z ) d'une variable z telle que Re f (z ) IZ I) sur (R e —11. Une
telle f ( z )  existe certainem ent d'après le théorèm e d'approxim ation da
Arakelyan [1]. D éfinissons une application entière G : (u , v) — -> (x, y )
par x =eu, y =- vef ( u). D'ailleurs, d'après l'exemple V, on prend une applica-
tion entière in jective F  qui excepte iv I 1 ,  lia, 11. Posons H =G. F.

= —<Alors H  ex cep te  (ixy =0) , et pu is on  a  G '(  ( i x I Y  1 5 -41) (R e u
log p, 15qe - Re f( “) } c {Re u —1, ka) i 11 c iv 1, lui) 11 , ce  q u i
montre que H  est un exemple d'application désirée.
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