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Applications holomorphes injectives
a jacobien constant de deux variables

Par

Yasuichiro NISHIMURA

Introduction.

Comme une application immédiate du travail de E. Peschl [4], on obtient le
théoréme suivant (voir §3).

Théoréme P. Soit F:C*x, y)—C*x’, y') une application holomorphe satis-
faisant aux conditions 1°~3° suivantes:

1° F est bijective.

2° F({x=0Hc{x'=0}, F({y=0HC{y'=0}.

3° Le déterminant jacobien Jrp de F est une constante c.
Alors F est de la forme x'=cxe **V), y'=ye*®¥) o0l a est une fonction entiere
d’une variable.

Le but principal de ce mémoire est de généraliser ce théoréme. Nos
résultats sont les trois théoréms suivants.

Premiérement, le théoréme I montre que, si on reldche la condition 1° du
théoréme P, on arrive a la méme conclusion.

Théoréme I. Soit F:C¥x, y)—C*x’, ¥') une application holomorphe satis-
faisant aux conditions 1°~3° suivantes:

1° F est injective.

2° F({x=0hHc{x'=0}, F({y=0NC{y"=0}.

3° Jr=c (une constante).
Alors F est de la forme x'=cxe **V, y'=ye*®¥) ol a est une fonction entiere
d’une variable.

Deuxiémement, dans le théoréme II, on remplace le domaine C? de F par
CxC*,

Théoréme II. Soit F:C(x)XC*(y)—=C(x')X C*(y’) une application holomorphe
satisfaisant aux conditions 1°~3° suivantes:

1° F est bijective.

2° F({x=0})C{x'=0}, et F étant la restriction de F sur (C*?*={(x, y)€
CxXC*| x50}, Fy:m(C*)E)—m ((C*)?) induite par F sur le groupe fondamental
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est ’identité.

3° Jr=c (une constante).
Alors F se prolonge en une application holomorphe: C¥x, y)—C¥x’, y') (qui sera
également désignée par F), et F est de la forme x'=cxe "V, y'=ye® V) o q
est une fonction entiere d’une variable.

Finalement, dans le théoréme III, nous nous proposons de reldcher la condition
2° du théoréme P.

Théoréme III. Soit F:C*x, y)—>C*(x’, y’) une application holomorphe satis-
faisant aux conditions 1°~ 3° suivantes:

1° F est bijective.

2° F({y=0hHc{y'=0}.

3° Jr=c (une constante).
Alors F est de la forme x'=cxe ¥V +B(xy, y), y'=ye* V'V ou a et B sont
des fonctions entieres de deux variables.

Nos démonstrations des théorémes I, II et III ne reposent pas sur le résultat
ni sur la méthode de [4]. Nous utilisons le théoréme obtenu dans [3] concernant
des valeurs exceptionnelles d’applications holomorphes injectives'a jacobien constant
(voir le théoréme 2.1 dans §2).

Dans §§1-2, on traite une propriété de valeurs exceptionnelles d’applications
holomorphes injectives a jacobien constant, comme une suite de I’étude dans [3].
Au §3, on explique le résultat de Peschl [4]. Au §4, on démontre les théorémes
I, Il et III, et dans le dernier paragraphe, on donne quelques exemples et pro-
blémes ouverts a propos des théorémes I, II et IIL

§1. Domaines de type C.

Dans ce paragraphe, nous nous placons en l’espace a n dimensions. Un
p

domaine D (ouvert et connexe) sera aussi désigné par D(x,, -+, x,), quand il est
nécessaire de spécifier les coordonnées de C*. Une application holomorphe F:
D(x,, -+, xa)—C™x}, -+, x3) sera aussi désignée par F=(F, -+, F,) avec les

composantes F;. Le déterminant jacobien dét(dF;/dx;) de F sera désigné par Jr.
Désignons par O(D) I’espace des fonctions holomorphes dans D, par LY(D) I’espace
des fonctions intégrables sur D et par P,(D) I’ensemble des fonctions plurisou-
sharmoniques et =0 dans D.

Introduisons I’idée suivante qui est utile quand on considére des applications
holomorphes injectives a jacobien constant.

Définition 1.1. Un domaine D(x @) dans C™ sera dit de type C, si I'on a
LYD)NP,(D)={0}, c’est-a-dire qu’il n’existe de fonction plurisousharmonique,
=0 et intégrable sur D que la fonction nulle.

En utilisant le lemme suivant, nous donnons deux exemples de domaines de
type C. Désignons par U(a, 7) un polydisque ouvert {xC"||x;—a;|<r; 1<i<n}
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de centre a=(a,, -+, a,) et de rayon r=(r,, -+, r,) ou 7;>0.

Lemme 1.2. Soit ¢ une fonction plurisousharmonique sur un voisinage du
polydisque fermé Ula, r), alors on a

p@=(f) [, pdv.

Voir par exemple [1] pour la démonstration. O

Proposition 1.3. Soit GCC" '(x,, -+, x,) un domaine, et posons D=C(x,)
XGCC™xy, *++, xqa). Alors D est un domaine de type C. (n=1. Au cas n=1,
D=C(x,).)

Démonstration. Prenons une fonction quelconque p& LY(D)NP,(D), et posons
c=SDgo dV oi 0<c¢<-oo. Prenons un point quelconque y=(y,, -, y.)ED, et
au cas n=2, choisissons des nombres positifs r,, -+, 7, tels que on ait

{(x2, =+, x| | x:—y:| vy 25i=n}CG.
Pour un nombre positif quelconque r,, d’aprés le lemme 1.2, on a

-1

e=(T1w) | etxavmse(fiam)

Si ¢=0, on a évidemment ¢(y)=0. Si ¢>0, avec r;—co, on a ¢(y)=0. Un point
y étant quelconque, ¢=0 sur D, ce qui montre que L (D)NP.(D)={0}. O

Posons C*=C*(x)={x€C|xx0} et (C*)"=C*(x,) X -+ XC*(x,)={(xy, - x3)|
X x,3%0}.

Proposition 1.4. Pour n=1, C* n’est pas un domaine de type C. Pour n=2,
(C*)™ est un domaine de type C.

Démonstration. Pour n=1, on a par exemple

log* I%l —max (log lTll 0)e LICHNPL(CH).

Supposons désormais que n=2. Raisonnons par I’absurde, en supposant qu’il
existe une fonction ¢ L (D)NP,(D) telle que ¢x0. Sans perdre la généralité,

on suppose que b=¢(l1, 1, ---, 1)>0. On pose c=SDgpdV>0.

Considérons I'application holomorphe F:C" Y (u,, -+, hn-1) X C*(uz)—(C*)*(x,,
-+, xo) définie par F: x;=exp(2rv/ —1u,) 1=Zi<n—1, x,,=u,,exp(—2n-\/—_1 tzzul)
Par un calcul immédiat, on a J,=(27+/—1)""!, ce qui entraine
(1) F*dV(x)=Q2x)*"2dV(u).

Posant a=(0,---,0,1)eC™, et r=(s, -+, s,1/2) avec un nombre positif quelconque
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s, on a Ula, r)CC*'XC*. Puisque I'égalitéF(u)=F(v) équivaut aux u;,—v;€Z
(1=i<n—1) et u,=v,, pour tout point xF(U(a, r)) on a
(2) ${ueU(a, r)| Flu)=x} =@2s+1)""*.

Maintenant, ¢p=~F*¢p appartenant & P.(C""*X C*) et satisfaisant a ¢(a)=b,
d’aprés le lemme 1.2, on a

(3) 4-1x"bszn-2§5m” Gu)dV(u).
D’autre part, en vertu de (1) et (2), on a
(4) SU(a ) ¢u) dV(u)é(2ﬂ)~2"+2(23+1)n-lgmu<a mgo(x) V()

=(@m)-tr+ie(2s4-1)" 1.

En vertu de (3) et (4), on a 4~'z"bs** 2<(2x) 2" **¢(2s+1)""!, ce qui est une con-
tradiction pour un s assez grand. O

§2. Valeurs exceptionnelles de fonctions holomorphes injectives & jacobien
constant.

Dans ce paragraphe, en nous bornant a ’espace a 2 dimensions, nous nous
proposons de traiter quelque propriété intéressante de certains applications holo-
morphes injectives a jacobien constant, comme une suite de I'étude dans [3]. Nous
citerons souvent les résultats de [3]. On dira qu'une application holomorphe
F: D—C? excepte un esemble A, si 'on a F(D)NA=Q.

Théoréme 2.1. ([3], p. 756, Théoréme 1.) Soient p et q deux nombres
positifs.  Posons X={(x, y)€C*|y=0}, Y={x=0, |[y|=q}U{|x[=p, |y|=q} et
A={|y|=Zq, |xy|=pq}. Soit DCC* un domaine de type C. Si une application
holomorphe injective & jacobien constant F: D—C*(x, y) excepte X\UY, alors elle
excepte aussi A.

Remarque. Dans [3], on n’a prouvé le théoréme que dans le cas ot D=C@.
Néanmoins la méme démonstration marche bien au cas ou D est un domaine de
type C. Le théoréme 2.1 sera utilisé essentiellement au §4, pourtant nous
n’aurons pas besoin du reste des résultats de ce paragraphe aux §§ 3-5.

Maintenant, nous énongons un autre théoréme analogue au théoréme 2.1.

Théoréme 2.2. Soient p et q deux nombres positifs. Posons Y ={x=0, |y| <q}
Ullx|=p, |y|=q} et B={|x|=p, |yI=q}. Soit DCC*? un domaine de type C.
Si une application holomorphe injective @ jacobien constant F: D—C*x, y) excepte
Y, alors elle excepte aussi B.

Démonstration. Définissons la fonction ¢(x, y) continue et =0 sur C*—Y par
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log*--— dans {|y|<qIN(C*-Y)
0 dans {|yl=glN(C*~Y).

Evidemment ¢ appartient a LY(C*—Y)N\P.(C*—Y), et posant L={0<|x|<p,

[y <qlC(C*~Y), on a ¢>0 sur L. Posons ¢=F*pcP.(D), et posons |Jr|?=c.

1 1

== <=

Alors on a SngdV cSnngdV: P

LY(D)N\P4(D). D’aprés I’hypothése, on a ¢=0, d'ou on a F(D)NL=@. F(D)
étant un ouvert, F excepte B=L. [

Scz_ysodV<+0°, ce qui montre que ¢

Afin de compléter les théorémes 2.1 et 2.2, nous donnons quelque exemples.
On dira qu’'une application holomorphe F': D—C* prend une valeur (a, f)eC?,
s’il existe un point P D tel que F(P)=(a, B).

Exemple 2.3. ([3] p. 758, Exemple 2.) Pour tout (a, B)=C*—A, il existe
une application holomorphe injective a jacobien constant F:C*—C? qui excepte
A et prend la valeur (a, B).

Ensuite, I’exemple suivant montre que, dans le théoréme 2.1, on ne peut se
dispenser de supposer que le jacobien soit constant.

Exemple 2.4. Soit m un entier positif, et posons Y(m)={|y|<Zq, |y|=
p-Wm™glx[*™}. Pour tout (a, B)eC*—(X\UY (m)), il existe une application holo-
morphe injective F: C*—C?%x, y) qui excepte XUY(m) et prend la valeur (a, B).

Dans [3] (p. 758, Exemple 3.), on a déja construit une telle F dans le cas
la|>p ou |B]>q. Donc, il ne reste qu’a construire une telle F dans le cas ou
0<|al=pet0<|BI<p-*™g|a|'™ En posant p=¢=1 sans perdre la généralité,
on a donc

(5) 0<lal<1, 0<|Bl, laB ™| >1.

Prenons une application holomorphe injective G : C?*—C?%u, v) qui excepte {v=0}
U{lul =1, |v| =1} et prend la valeur (@™, B). En vertu de (5), d’aprés le
résultat de [3] déja cité (p. 758, Exemple 3.), il existe certainement une telle G.
Définissons 1’application holomorphe bijective W : C(u)X C*@)—C(x)X C*(y) par
W:x=uv™, y=v, alors la composée W-G:(C?*-CxXC*CC? est bien définie,
holomorphe et injective, et prend la valeur (a, 8). Puisqu’'on a W-({0<|y| <1,
[y =|x|V"N={0<|v|Z], |u| Z1}, W-G excepte XUY (m). Il en suit que F=
WsG est une application désirée.

Exemple 2.5. Pour tout(a, f)eC*—B, il existe une application holomorphe
injective 4 jacobien constant F:C?—C?, qui excepte B et prend la valeur (a, B).

En effet, d’aprés ’hypothése, on a ou bien |a|>p ou bien |B8]>¢. Sans
restreindre la généralité, supposons par exemple que |B|>gq. Alors d’aprés
I’exemple 2.3, une F désirée existe certainement.
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Finalement, ’exemple suivant montre que, dans le théoréme 2.2, il est
indispensable de supposer que le jacobien soit constant.

Exemple 2.6. Pour tout (a, 8)C*—Y, il existe une application holomorphe
injective F:C*—C? qui excepte Y et prend la valeur (a, B).

En tenant compte des exemples 2.4 et 2.5, il ne reste qu’a examiner le cas
ol 0<|a|=p et B=0. Sans perdre la généralité on suppose que p=g=1.
Prenons une fonction entiére f(z) d’une variable telle que

1
(6) lf(Z)Ié—z— sur |z|=1 et 0<If(a)|§%.
Prenons un entier positif m tel que
l i 1ym
(7) ) < 8 a|t™ .
Posons
(8) r=4™ et s:%.

Maintenant prenons une application holomorphe injective G : C*—C?*(u, v) telle que
(9) G excepte {|v]|<s, |v|=r-“™s|u|¥™} et prenne la valeur (a, —f(a))

D’aprés l'exemple 2.4, il existe certainement une telle G, car, en vertu de (6),
(7) et (8), on a 0<|f(a)|<r “™s|a|¥™ Ensuite, définissons une application
holomorphe bijective W: C*(u, v)—C*x, y) par W:x=u, y=v+f(u). Puisqu’on
a W(a, —f(a))=(a, 0), en vertu de (9), 'application injective W-G : C*—C*x, y)
prend la valeur (a, 0). Afin de montrer que F=W-+G est une application désirée,
il ne reste qu’a vérifier que WG excepte {x=0, |y|<1}U{|x| <1, |y|=1}. En
vertu de (9), il suffit de voir

W ({x=0, [y sH{U{lx| =1, [yI=1hC{Iv]Ss, [vlZr-Y™s|ulV™}

Si x=0et |y| =1, en vertu de (6) et (8), ona u=0et |v|=|y|+]|f(0)]=3/2=s.
Si |x|=1et |y|=1, (6) entraine 1/2=<|v|=3/2, donc en vertu de (8), on a
prAmg | UM y| 1L 2r- ™ s=3/4<1. En conséquence F=W-G est certainement
une application désirée.

Il me semble trés intéressant de comparer nos théoréme 2.1 et exemple 2.6
avec le résultat de T. Ueda [5].

Théoréme 2.7. ([5], Proposition 5.2.) Soient p, g et r des nombres positifs
tels que ¥<p. Si une application holomorphe H:C*—C*x, y) avec Ju=0 excepte
{lxI=r, |yI=qghUlx| =p, |y1=q}, elle excepte aussi {|x|=p, |y|=q}.

Remarque. L’exemple 2.6 montre que, si on suppose r=0 a la place de
r>0, le théoréme 2.7 n’est plus vrai. D’autre part, le théoréme 2.2 montre que,
pour des applications holomorphes injectives a jacobien constant, le théoréme 2.7
est aussi vrai pour r=0.
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Avec nos notations et suivant [5], répétons la démonstration du théoréme 2.7.

Sans perdre la généralité, on suppose p=g=1. Raisonnons par I’absurde, en
supposant qu’il existe un point (@, B)€ H(C?) tel que r<|a|=1 et |B|<]1.

Tout d’abord, on va montrer qu’il existe un point (7, d)e H(C? tel que
r<|rl<let |6]<1l. Dans le cas |a|<1,iln’y arien a dire. Supposons |a|=1.
Pour un point PC*? tel que H(P)=(a, B), on choisit une droite complexe /
passant par P de telle maniére que, posant H=(H,, H,), les fonctions H,| -
C(x) et H,|,:l—C(y) soient non constantes l'un et I'autre. Puisqu’'on a Jz=0,
c’est certainement possible. H,|, et H,|, étant les applications ouvertes, on peut
trouver un point @ prés de P tel que (7, 6)=H(Q) satisfasse aux r<|y|<1 et
[9] <1.

Dans la suite, on pose H(Q)=(y, 8). Soit £ la composante connexe contenant
Q du ouvert (H|)'({Ix]<1, |yI<1}) sur . On pose f=H,|i:QI-C(x).
La fonction sousharmonique 1/|f| prend la valeur 1 au bord 92 dans /, et elle
est bornée sur 2:1/|f| <1/r. D’aprés le principe du maximum, on a 1/|f|<1
sur 2, ce qui est une contradiction car on a 1/|f|(Q)=1/|r|>1. O

§3. Théoréme de Peschl.

Dans son mémoire [4], E. Peschl a démontré le théoréme suivant:

Théoréme 3.1. Soit F:C™(x,, -+, x,)—C™x1, -+, x},) une application holo-
morphe satisfaisant aux conditions 1° et 2° suivates:

1° F est bijective.

2° Fest de la forme xi=x;e/iTr0 on fi(x)€O(C™) (1<i<n).

n
Alors on a Jp=IIe 1™,
i=1

Remarque. Définissons E: C™uy, -+, un)—C™(xy, -+, x,) par E: x;=e¥
(1<i<n), et FiCruy, -, un)—C™u}, -, ul) par F: ui=u;+fi(e*, -+, e¥n)
(1<i<n). Observons qu'on a FeE=E-F. Alors la conclusion du théoréme
s’exprime par Jz=1.

Désormais, nous nous bornons a l’espace a 2 dimensions. Afin de fixer les
notations dans ce cas, nous répétons le théoréme précédent.

Théoréme 3.1’. Soit F:C*x, y)—»C*x’, ¥') une application holomorphe satis-
faissant aux conditions 1° et 2° suivantes:

1° F est bijective.

2° F est de la forme x'=xel ™V, y'=yef=V ou f ot gO(C?).
Alors on a Jp=el*e,

Remarque. Les conditions 1° et 2° sont équivalentes aux 1° et 2’° suivante:
2 F({x=0C{x'=0}, F({y=01C{y'=0}.

Comme un corollaire, on peut démontrer le théoréme P mentionné dans
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I’introduction.

Démonstration du théoréme P. D’aprés la remarque, F est de la forme
x'=xel %V Y =ye8a V) o f et geO(C?). D’aprés 3° et le théoréme 3.1/, on a

(10) f+g=logc.
D’aprés le théoréme 31' encore une fois, par un calcul direct, on a Jr=

ef+x(1+x of )<1+y 3y )— Xy g§ gi =e¢/*%, d’ou on a

of 0f dg _

(1) (1+x5 )(1+ ay Ty ox
Substituant (10) a (11), on obtient 1’équation différentielle suivante pour la fonc-
tion g(x, y)€0(C?):

ag ag —0.

“ox ay
Cette équation montre qu’on a g(x, y)=a(xy) avec une fonction ac@®(C). En
vertu de (10), on obtient f(x, y)=—a(xy)+logc. O

§4. Démonstrations des théorémes principaux.

Démonstration du théoréme I.

D’aprés les conditions 1° et 2°, pour F=(F,, F,), on a Fi=xe/@=V [F,=
yet v ou f, geO(C?. Puisquon a Jp(0, 0)=e/0+8@ 0 ]a3 condition 3°
entraine

(12) £(0, 0)+g(0, 0)=log c.

Maintenant I'image F(C?) étant un ouvert qui contient l'origine (x’, y')=
(0, 0), on peut choisir des nombres positifs p et ¢ tels que {|x'|<p, |y'|<Zq}C
F(C?%. Puis on choisit un nombre positif » tel que {|x’'|<p, |y’ |=q}CF({|x]
<r, |y|<r}). En posant D={|y|>r}, Dl’application holomorphe injective a
jacobien constant F|p: D—C? excepte {y'=0}U{|x’|<p, |y’'|<q} D’aprés la
proposition 1.3 et le théoréme 2.1, F|, excepte aussi {|y'|=q, |x’y’| <pg}, ce qui
entraine

F{lyl>rDT{ly’ | >qbUl1x"y'| | > pg}.
En raisonnant parallélement, on a
F{lxI>rHC{lx"|>ptU{lx"y’| > pgl.
Il en suit qu’on a
F{lxI>r, [y1>rHCT{lx'y’| > pg},

ce qui montre que la fonction holomorphe 1/F,F, satisfait a l'inégalité |1/F,F,|
<1/pq dans {|x|>7, |y|>r}. En conséquence, d’aprés le théoréme de pro-
longement de Riemann, 1/F,F, se prolonge de la fagcon holomorphe a !infini

—C?. Donc, la fonction F,F,=xye (= V*+2(=.¥) doit étre rationnelle. En vertu
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de (12), on obtient
(13) f(x, ¥)+8(x, y)=log c.

D’autre part, par un calcul direct, on a

eer(ver LYoo - 3 20}

ay dy 0x
Donc, d’aprés la condition 3° et (13), on a
af dg of og
(14) <1+x 0x )(H—y ay> oy dy ox =1

Maintenant, de méme que (10) et (11) ont entrainé la conculusion du théoréme
P, de méme (13) et (14) entrainent celle du théoréme 1. O

Démonstration du théoreme Il.

Posons F=(F,, F,). D’apres les conditions 1° et 2°, Fi|iz=0 : C*(y)—C*(y’)
est bijective, d’ou on a F,(0, y)=e®y avec un nombre a=C. Pour tout nombre
positif 7, posant ¢=(r/2)e-R¢*>0, on a F({x=0, |y|=Zqh)CT{x'=0, |y’|<r}.
Prenons un nombre positif p assez petit tel que F({|x|=p, |y1=q})C{|y'|<r}.
En posant D={|y’| >7}, considérons ’application holomorphe injective a jacobien
constant G=F-!|5: D—C*x, y). Puisque G excepte {y=0} et {x=0, |y|=q}uU
{Ix|<p, |y|=q}, d’aprés la proposition 1.3 et le théoréme 2.1, G excepte aussi
{ly|=q, |xy|=pq}* Donc, on a

15) F{{Iyl=q, |xyl=peh{ly' I =1},

ce qui montre que F,:C(x)XC*(y)—»C*(y’) est bornée dans un voisinage de
{y=0} dans C%*x, y). D’aprés le théoréme de prolongement de Riemann, F, se
prolonge en une fonction holomorphe dans C%*x, y) (qui sera également désignée
par F,). Comme 7 est arbitraire, en faisant »—0 (p—0, ¢—0) dans (12), on a
F,(0, 0)=0. Donc, on a

(16) {F;=0}={y=0}.

Ensuite, on développe F, et F, en séries autour de {x=0}:
Fi(x, y)=U3)x+ - +U(3)x"+ -, Ui(y)eo(C*)
Fy(x, y)=e*y+Vi(0)x+ - +Va0)x™+ -, Viy)eo).

En substituant (17) a 1'égalité Jr=c, et en comparant les coefficients en x*-!
(k=1, 2, ---), on a

(18) Ujet=c (k=1)

(17

k..
(19) RUse*+ 3 U Vi Ui V) =0 (k22).

Alors, d’aprés (18) et (19), a partir le cas k=1, on a U,€0(C) par récurrence
sur k. Donc, F, se prolonge en une fonction holomorphe dans C*(x, y) (qui sera
également désignée par F)).

Maintenant, montrons que l’application holomorphe F=(F;, Fy): C*x, y)—
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Ci(x’, y’) satisfait aux conditions 1°~3° du théoréme I. (II, 3°) entraine triviale-
ment (I, 3°). (I[,2°) et (16) entrainent (I, 2°). Pour montrer (I, 1°), remarquons
que F1: C(x" )X C*(y")—C(x)X C*(y) satisfait aussi aux conditions (II, 1°), (II, 2°)
et (II, 3°). En raisonnant comme ci-dessus, F'-! se prolonge en une application
holomorphe C%*(x’, y)—C?*x, y) qui est 'inverse de F, ce qui montre (II, 1°).

Démonstration du théoréme III.

Posons F=(F,, F,). D’aprés les conditions 1° et 2°, la multiplicité du zéro
{y=0} de la fonction F, est 1. Donc,H=F|¢.ce: C(x)XC*(y)—C(x" )X C*(y")
étant la restriction, Hy: m,(CXC*)—m,(CXC*) induite par H sur le groupe
fondamental est I'identité.

Définissons une application holomorphe bijective G : C(u) X C*()—C(x) X C*(y)
par

(20) G:ix=—2, y=v.

Posons
R=G 1 H.G: Clu)X C*(v) —> C(u") X C*(v’)

S=H-G: C(u)XC*(v) —> C(x" )X C*(y").

et

D’aprés 1° et 2°, R et S sont bijectives. Puisque Gy : 7,(CX C*)—x,(CX C*) est
I’identité, on a

(21) Ry=id et Sy=id.

(i) Montrons que, pour R=(R,, R,), la fonction R,: C(u)X C*w)—C*(v’)
se prolonge en une fonction holomorphe dans C%(u, v) et s’exprime a la forme
Ry(u, v)=ve* ™" avec acO(C?).

En effet, pour tout nomber positif #, on prend des nombres positifs p et ¢
tels que

(22) F{lxI=p, lyI=ghc{ly'|=r}.

En posant D={|y’| >}, on considére ’application holomorphe injective a jacobien
constant F-!|p: D—C%x, y). Puisque F-!|, excepte {y=0}\U{|x|Zp, |vI<Zq},
d’aprés la proposition 1.3 et le théoréme 2.1, on a

(23) F{lyl=Zq, lxy|=pehT{ly’| =r}.
Donc, en vertu de (20) et (23), on a
(24) R{lul=pq, 0<v| =ghC{Iv'| =7},

ce qui montre que la fonction R, est borné dans un voisinage de {v=0, |u| <pq}
dans C%*(u, v). D’aprés le théoréme de prolongement de Riemann, R, se prolonge
en une fonction holmorphe dans C%(u, v) (qui sera également désinée par R,).
Comme 7 est arbitraire, en faisant »—0 (p—0, g—0) dans (24), on a R,(0, 0)=0
et donc, {R,=0}={v=0}. En vertu de (21), R,/ve©®(C?* ne s’annule nulle part.
En posant a=log (R,/v)=®(C?), on acheve (i).
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(ii) Montrons que, pour S=(S;, S,), S;: C(u)X C*(w)—C*(x’) admet {v=0}
pour péle.
En effet, prenons un nombre positif » quelconque tel que

(25) F{{Iz1=1, lylsIhc{lx’|sr, |y S}
Puis prenons un nombre positif m tel que

{Ix'|=r, |y |=riCF({lx|=m, |y =m}).
Alors en particulier, on a
(26) F{{IxI>mhHc{lx"| >rbU{ly’| >},

Maintenant, par un raisonnement tout a fait semblable a celui par lequel on a
déduit (23) de (22), on déduit de (25)

27) F({IyI=1, |xy|=1hC{ly’'|=r}.
En remarquant m=1, en vertu de (26) et (27), on a
(28) F({lx|>m, |[xy|=1HC{|x'| >r}.

Donc, en vertu de (20) et (28), on a
29) s({iu1=1, 0<|vl<%lu|}>c{|x’|>r}.

Puisque » est arbitraire autent qu’il satisfasse a (25), en faisant »—oco (m—co0),
(29) montre que S, admet {v=0} pour pble, ce qui acheve (ii).

(iii) Montrons que le p6le {v=0} de S, est d’ordre 1 avec la partie principale
cue*0 [y,

En effet, désigons l'ordre de péle de S, en {v=0} par N (N=1). En tenant

compte de (i) et (20), on développe S; et S, autour de {v=0}:
S, =220y GO g, )
(30)
So(u, v)=e** O+ Ay(u, v)

ou A,, 4,€0(C?), Ax(u, 0)=0A,/dv(u, 0)=0 et

(31 ax(u)=0.
D’apres (20) on a S,(0, v)=F,(0, v) qui est holomorphe en v. En conséquence on
a ay(0)=--- =a,(0)=0, et en particulier on a
(32) GN(O)'—"O .

Observons que, en vertu de 3° et (20), on a I'égalité Js=c/v. En substitutant

(30) a cette égalité, comparons les coefficients en »=¥. Tout d’abord si on avait

N=2 on aurait

day(u)
" du

Dans le cas da(u, 0)/0u=0, en vertu de (32) et (33), on aurait ay(u)=0, ce qui

(33) =0.

Lon) | Ngy(u) 2200
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contredit (31). Dans le cas da(u, 0)/0u=x0, la multiplicité ! de zéro de ay(u) en
u=0 étant /=1, la multiplicité de zéro de Nay(u)@a(u, 0)/0u) en 0 serait =I.
D’autre part, la multiplicité de zéro de day(u)/du en 0 serait /—1, ce qui con-
tredit (33). Donc, on a N=1. Ensuite, pour N=1, on a

dad'iu) -I-a,(u)————aa(at’ O _ oo,

La seule solution qui satisfait la condition initialle (32) (N=1) est a,(u)=cue **®,
ce qui montre (iii).

Maintenant d’aprés (iii), en postant B(u, v)=S,(u, v)—(cu/v)e **®, on a
Bso(C?' En vertu de (20) et (i), F est de la forme dans la conclusion du
théoréme III. O

§5. Exemples et Problémes.

D’abord, a propos des théoréme I et II, nous donnons I’exemple bien connu.

Exemple 5.1. Avec m, n€Z, m=0 et 2€0O(C), définissons F par x’'=
xexp{ni(x™y™)}, y'=yexp{—mi(x™y")}. Cette F satisfait aux 1° et 2° du
théoréme II. Plus, si n=0, cette F satisfait aux 1° et 2° du théoréme I (en
effet aux 1° et 2° du théoréme P). Pourtant on a Jp=exp{(n—m)A(x™y™)}.

Ensuite, a propos du théoréme I, nous donnons deux exemples.

Exemple 5.2. Définissons f et ge0O(C) par

f@=|

Posons F: x'=xe/ 0 y'=ye#=*  Alors on a Jp=1. Cette F n’est pas in-
jective.

e"z—l dz—z et gz)=z—f(2).

Exemple 5.3. Il existe une application holomorphe F: C?*(x, y)—C*x’, y’)
satisfaisant aux 1° et 2° du théoréme I qui n’est pas surjective.

En effet, on peut construire une telle F par la méthode de [2], qui est une
généralisation de la construction de ’exemple de Fatou et Bieberbach.

Considérons un automorphisme T :C?(x’, y")—C?(z’, w’) défini par z’'=
x’exp{—x’y’+A(y’e* ¥')}, w'=e 'y’e® ¥, ou A est une fonction enti€re telle que
A0)=0 et A(e)=1. Posant Y={(x’, y")|y'=0}, Y est un sousvariété dont les
points sont tous fixés par T : T(x’, 0)=(x’, 0). Puis, Y est attractive par rapport
a T au sens de [2], car, en observant

1 *
dT(x’, 0)=( )
0

e-l
la valeur proper de T (dans la direction transversale a Y) en Y est une con-
stante e-'<1. En appliquant [2] (p. 291, théoréme 1.), il existe une et une seule

application holomorphe F: C%*x, ¥)—C?*x’, y’) qui satisfait aux conditions (a) et
(b) suivantes:
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(a) Avec l'application linnéaire L:z=x, w=e'y, on a T-F=F-L.
(b) Le développement de F=(F,, F,) autour de {y=0} est de la forme

Fi(x, )=x+ Sfi0y"  fico(C)

Fix, )=y+ Sgix)y  g,20(0).

Montrons que cette F est une application désirée. D’aprés 1'égalité ToF=F-L,
F est injective. L’image F(C?) est

FCcH={(x’, y')lLiIn T™x’, y)eY},

et cependent on a T(1, 1)=(1, 1), donc on a (1, 1)& F(C*), ce qui montre que F
n’est pas surjective. Il ne reste qu’a examiner 2°. D’aprés (b), on a F({y=0})
C{y’=0}. D’autre part, d’aprés (a) et les définitions de L et T, on a

F{x=0D=F{(x, y)Ilim L™(x, y)=(0, 0)})
={(x’, y’)eF(C’)ILi_rgL"F“(x’, y)=(0, 0)}
={(x’, )€ F(C)lim F'T™(x’, y)=10, 0)}

C{x’=0}.

A propos de la possibilité d’une généralisation du théoréme P dans la direc-
tion du théoréme II, avec a=O(C*) et ceC*, considérons F: C*(x)X C*(y)—
C*(x" )X C*(y") définie par x’'=cxe **V’, y'=ye**¥)  Alors, 1° F est bijective;
2° Fy: m,((C*)®)—m, ((C*)?) est I'identité; 3° J,=c¢. L’auteur ignore s’il existe une
autre forme de F: C*(x)X C*(y)—»C*(x’)X C*(y’) satisfaisant a ces 1°~3°.

Finalement, a propos du théoréme IlI, avec g, v€0O(C) et c=C*, définissons
H:C¥x, y)—C*x’', y') par x'=cxe * ¥V 4y(ye#*V) y’=ye =¥ Cette H satisfait
aux 1°~3° du théoréme III. Soient H,, ---, H, des telles applications avec divers
2, ve0(C) et ceC* Alors la composée H,eH,_ .o --- «H, satisfait aussi aux
1°~3°. L’auteur ignore s’il existe une autre forme de F satisfaisant aux 1°~3°
du théoréme IIL
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