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Principe de Duhamel et problémes de Cauchy
uniformément bien posés

Par

Keiichiro KITAGAWA

§1. Introduction

Il s’agit de la relation entre deux sortes de problémes de Cauchy: Ceux
non homogeénes (PC)s(0<s< T);
(PC) L(t, x; 0., 0:)U(t, x)=F(t, x) t<€[s, T°], xER*
* U(s, x)=0(x)

et ceux homogeénes (PCH)s(0<s< T):

(PCH). {L(t, x; 0, 0z)U(t, x)=0 tels, T°1, x=R?
U(s, x)=0(x)
pour un opérateur différentiel linéaire aux dérivées partielles.
Soit L(¢, x; 0¢, 0:)=0.d — A(¢, x; 9x) avec une N X N-matrice carrée A(¢,
Z; 0z). Le principe de Duhamel, souvent utilisé,""?"!% dit que la solution
U(¢, x) du (PC)s soit donnée par la formule;

(D) U(t, x)=U(t, x; s; (D)—l—/:U(t, x; 7, F(r, °))dr

ou U(t, x; s; @) est la solution du (PCH)s a donnée initiale @(x).

Or il est vrai que la formule (D) est valable pour 'opérateur différentiel
linéaire L, mais elle ne I'est plus pour l'opérateur différentiel linéaire aux
dérivées partielles L.

Au cas o les coefficients de L ne dépendent que de ¢, I. G. Petrowsky!”
et L. Schwartz® ont montré, respectivement dans le cadre de 8 et %, que, si
les (PCH)s(0<s< T°) sont uniformément bien posés, alors la formule (D) est
valable et par conséquent que les (PC)s(0<s< T°) sont bien posés. Et a
propos de l'inverse, L. Schwartz® a fait une remarque courte: “Si les (PCH)s
(0<s< T°) sont bien posés, mais non uniformément, -, alors on ne peut rien
conclure sur les (PC)s (0<s< T°).
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A la théories de semigroupe, la formule (D) est bien connue; Il I'est aussi'®
que, si les (PCH)s (0<s< T°) sont uniformément bien posés, alors la formule
(D) donne la solution du (PC)s (0<s< 7T°. Mais il nous semble qu'on ne s’y
interesse pas au probléme inverse.

Nous montrons qu'ils sont équivalents les deux énoncés: “Les (PC)s (0<s
< T°) sont bien posés” et “Les (PCH)s (0<s< T°) sont uniformément bien
posés”; Au cas oli il y a 'unicité de solution, c’est le seul cas oti la formule (D)
est toujours valable. Et a propos de la remarque de L. Schwartz ci-haut, nous
montrons un exemple d’opérateur pour lequel les (PCH)s (0<s< T°) sont bien
posés dans H*, mais non uniformément; Nous donnons encore un exemple de
fonction F(¢, x) tell que le (PC), a données F(¢, x) et @(x)=0 n’a plus de
solution dans la classe de fonctions a4 valeur dans H”. Nous les avons déja
annoncés a un compte rendu.”’ Nous y avons énoncé le cas le plus simple
mais typique avec la démonstration 4 peu prés compléte. Dans cette note
nous traitons le cas général.

Séparons les deux notions, existence et unicité, combinées dans celle “bien
posé”; Tandis qu’a I'unicité, I'unicité au (PC), est prépondérante a celle aux
autres (PC)s, a l'existence, I'existence au (PCH), ne joue pas de rdle a la
formule (D). Ainsi nous introduisons, au lieu de la notion” (PCH)s (0=<s<
T°) uniformément bien posés”, la notion” (PCH)s (0<s< 7T"°) uniformément
solubles”. Alors notre équivalence, sous I’hypothése de I'unicité de solution
du (PC),, est celle entre deux énoncés; “Les (PC)s (0<s< T°) sont bien posés”
et “Les (PCH)s (0< s < T°) sont uniformément solubles”. Considéré seules les
(PCH)s(0<s< T° a l'avantage sur considérer les (PC)s(0<s< T°) surtout
aux cas ol il y a une singularité 4 t=0. Il en est un de chercher la condi-
tion®™ pour que le (PC), soit bien posé pour I'opérateur dégénéré L(¢, x; 0¢, 0x)
=t%9,] — A(t, x; 3z) (£=0). 1l nous est donc intéressant d’établir notre équiv-
alence au cas ou £=0; C’est ce que nous faisons dans cette note.

§ 2. Les notions sur (PC)s et (PCH)s

Notons par C™([0, T°], X) (0<m <o) 'espace de fonctions de la class C”
sur [0, 7°] et a valeur dans X espace vectoriel topologique sur C et L(X)
I'espace d’opérateurs linéaires continues de X dans lui-méme muni de la
topologie simple.

Hypothése. Soient X un espace de Fréchet, £=0 et T°>0 fixés une fois
pris. Soit A€ C=([0, T°], L(X)) tel que la famille {3."A(¢); t<[0, T°]} est
équicontinue pour tout entier m=0: pour toute semi-norme p de X, il existe
une semi-norme ¢ de X telle que

(2.1) Sup p(0:"A(t)D)=q(®D) pour tout OEX .
te([0,T0]

Et soit L(¢; 0:)=t*0:— A(2).
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Nous considérons les problémes de Cauchy non howmogénes (PC)s 2
donnée initiale nulle pour la simplicité de I'écriture (0=s< T°);

(PC)s L(t;0)U()=F(t) ("t€[s, T°); U(s)=0
et ceux homogenes (PCH)s (0<s< T°);
(PCH)s  L(t;3:)U(t)=0 ("tels, T°); Uls)=0

Définition 1 (soluble). Le (PC)s est dit ¢/™*-soluble (0<m’<0), (0<s<
T°), si, au cas ot #=0 ou s+0, pour toute FEC™ ([s, T°], X), il existe une
solution U€ C'([s, T°], X) du (PC)s a donnée F et qu’au cas ot £>0 et s=0,
pour toute FEC™ ([0, T°], X) plate a +=0, il existe une solution U< C*([0,
T°], X) plate a t=0 du (PC)s a donnée F. Nous disons tout simplement
soluble au cas ot m°=0.

Nous disons que F€C™ ([0, T°], x) est plate & t=0 si, pour tous /, m finis
(0<!, 0<m<wm®), I'on a ltig.]t"’F"”’(t)=0

Remarquons que la solution U C([s, T°], X) est nécessairement UE
C™*\([s, T°], X).

Le préfixe C/"-veut dire que la donnée F est m’-fois différentiable. On
verra qu'il ne faut pas se soucier de telle distinction: Si les (PC)s(0<s< T°)
sont C.”-solubles avec l'unicité de solution, alors ils sont solubles. Pourtant
il ¥ logiquement la différence. Nous acceptons cette comlication pour le
moment.

Définition 2 (unicité). 7T, T’ étant s< 7T'< T <T° nous disons ['unicité
(U#) T'unicité suivante de solution du (PC)s:

Cas ott £=0 ou s=+0;

(U <1a solution U C>([s, T], X) du (PC)s a donnée nulle est
7,

nulle dans C>([s, T'], X).

Cas ot £>0 et s=0; On y remplace “U&C>([s, T'], X)” par “Ue C>([0, T],
X) plate z t=0".

Remarquons qu'il revient au méme si 'on remplace la condition U&E
C>([s, T], X) par U C\([s, T1,X).

Proposition 1. Si le (PC)o a ['unicité (UE), alors le (PC)s a l'unicité
(UF) pour tout s(0<s< T).

Proposition 2. Supposons qu’il y ait 'unicité (U#) au (PC)o pour tout T
0<T<TY. Sile(PC) est C™-soluble pour un m® (0<m®<0), alors les
(PC)s(0<s< T sont C™-solubles.
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Démonstration. Fixons s (0<s<T?), et FEC™([s, T°], X). Considér-

ons la solution formelle du (PC)s 4 donnée F; U’(¢; s)~§}0%@n.

Soient U%(t; s)€ C™(R.X) (voire aussi la démonstration de la proposi-
tion 5 pour m°=co®) la fonction telle que 0" U(¢; s)|¢=s= Pn (0<Y<m?), et
Ft; s)=L(¢t; 0.) Ut ;s). F°t;s)—F(t) est alors prolongée par 0 a4 une
fonction G(¢; s)e C™([0, T°], X).

11 existe alors une solution V(¢; s) plate a ¢=0 du (PC), 2 donnée G(¢; s).
Grace a lunicité (US), on a V(s;s)=0. Soit U(¢;s)=Ut;s)— V(¢ s).
Alors U(t; s) est la solution du (PC)s a donnée F. C.QF.D.

Définition 3 (uniformément solubles)®*®. Les (PCH)s(0<s< T°) sont
dits uniformément solubles, s’il correspond, 4 chaque semi-norme p de X, un
entier £(p) tel que

(2.2) k(p)=0 au cas ot =0,

et que, pour tout @€ X, il existe des solutions U(¢;s; @) C'([s, T°], X) de
(PCH)s a donnée @(0<s< T°), satisfaisant, pour toute semi-norme p de X,

(2.3) Sup s*®p(U(¢;s; @))<oco

(t,8)EQ(T0)
ol
(2.4) Q(T={(t,s); 0<s<t<T° s<T°}CR?.

Proposition 3. Si les (PCH)s (0<s< T°) sont uniformément solubles,
alors

il correspond, @ chaque semi-norme p de X, un entier k(p)
satisfaisant (2.2), et une semi-norme q de X tels que, pour
tout O X satisfaisant q(P)+0, il existe des solutions U(t; s;
(2.5) 0)eC® ([s, T), X) des (PCH)s a donnée ® (0<s<T")
satisfaisant

Sup s*Pp(U(t; s; 0))<q(0).

(¢,8)€Q(TO)

Remarque. Imposons l'unicité (UF’) au (PCH),. Alors, en remplacant
(T°) par 2(T"), on peut se passer, a (2.5), de la condition; g(®)=#0. Au cas
ol £=0, c'est la condition imposée a la notion “uniformément bien posés”
considérée par I. G. Petrowsky'™ et L. Schwartz.”! La condition (2.5) est
alors suffisante pour que les (PCH)s (0<s< T') soient uniformément solubles.

Encore au cas ol £=0, la notion “uniformément bien posés” considérée
par S. G. Krein'® est plus forte en apparence que celle de 1. G. Petrowsky mais
la méme sous notre hypothése. (voire (3.2) ci-aprés)
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Démonstration. Soient {p»}n=1 une suite non décroissante de semi-normes
engendrant la topologie de X. Soient k(n)=Fk(p,) n=1,2, --- Grace a (2.1),
pour tout #, il existe un /(%) tel quon a

S[up p(A()D)<3Chum(®) pour tout PEX .
te(0,T9)

Soient 1=(0, T°),
X={(U(¢; 8))ser; Ult;)€C([s, T°l, X), L(#0)U(¢; 5)=0,

Sup Sup (s*™p.(U(t; 5))+s*+kp (5,U(¢; 5)))<oo Yy,

sel te(s,To)

U(s; s)=U(s";s)Vs, Vs’EI}CSIEII c=([s, T°], X),
et T: X ->X; TWU(t;8))ser)=UC(s; s).

L'espace X est un espace de Fréchet avec une suite non décroissante de
semi-normes {gn}5-1:

g@n((U(°; 8))ser)=Sup Sup Sup (s*™p.(U(¢, s))

sel m<n te[s,TO)
+ gkmtky (3,U(E: 5))) .

D’aprés ’hypothése que les (PCH)s(0<s< T°) sont uniformément sol-
ubles, on voit que T est surjective. Donc grace au théoréme du homomor-
phisme de Banach,® T est ouverte. Par conséquent, pour tout #, il existe
des nombres n(#) et Cx tels que, tout @€ X satisfaisant pao(@) < Cn, il existe
un (Vu(t; s; @))ser€ X tel que T (Valt; s; @))ser) =0, qn((Valo; s; @))ser) <1.

Soient, » étant fixé, pour O X tel que prn(@)F0, Un(t;s; @)E%M))x

Cﬂ 1
|/ e Q> o° ¢ d) <=
n<t, S, "(n)(w) 0) (SEI). A]OI‘S on a qﬂ(Un( ;S )se])_ N pn(n)( ¢) et

Ua(s;s; @)= (s€I). Compte tenu de la définition de g», ceci montre (2.5).
C.QF.D.

Pour illustrer la signification de I'uniformité, nous citons 'exemple 3 la
note précédente.!*!

Exemple. Soient X=H>(R) et
L(t, x; 0:, 02)=0: — 0.5(¢20:* + 210, +1) — t20,* (xER) .

Remarquons qu’il ¥ a l'unicité (Uf) pour tout T >0.
Soit encore F(t, x)€ C(R, X) telle que sa transformée de Fourier par
rapport a x est
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F(t, )= Zexp(—/ )z )$n()

oll
1 ,t———l———én‘6
n(n+1) 1 |E—n|<n®
2(8)=| =0 (continue) . a(&)=| 20 (€C~(R))

1

SN S -6 0 |E—n|=2n73.
0 ’t MEES) >2n

Alors les (PCH)s(0<s< T') sont solubles (bien posés!) mais non uniformé-
ment. La fonction U(¢, x) définie par (D) pour F(¢, x) est la solution de I’
équation L(t; s, 0x)U(t, x)=F(t, ) (0<¢), mais non la solution du (PC), a
donnée F(¢,x). Etle (PC) a données F(¢, x) n’a pas de solution de C!([0,
T], X).

Démonstration. En effet la solution K(¢, & s) du probléme de Cauchy

L(t; 3., i€)K(t, & 5)=0
K(s, & s)=1

est donnée par
K(t, & s)=exp([[—§6(r$2—1)2+ rzE“]d’t) :

Elle satisfait a

®  Kgeoy &) ool @) el

On voit que K(t, & s) est bornée dans {(¢, &); s<¢< T} pour tout s (0<s
< T) fixé. Ceci montre que les (PCH)s(0<s< T) sont solubles.

Pour que les (PCH)s(0<s< T') soient uniformément solubles, il faut et il
suffit que K (¢, & s) soient majorées par un polynome en |&| dans {(¢, &, s); (¢,
s)ERL™  Celle-ci est violée par (E).

Grace 2 ce que les (PCH)s(0<s< T) sont solubles, la formule (D) pour
F(t, x) s’écrit, par la transformée de Fourier,

(D) Ut )= [ ds [e™R(t, & ) F(s, £)dé

Puisque K(¢, & s) est bornée dans {(¢, £, 5); 0<s<t<T, s< T, §<t} pour
tout >0 fixé, U(t, x) satisfait a L(¢; ¢, 0-)U(¢t, x)=F(¢, x) (¢>0). Mais a
cause de (E), U(¢, x) a I'estimation
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1 30 %exol 2 —
U( n(n—l)’o>2 Cn exp( 3" ﬁ) (n>1).

Donc, ayant la singularité a ¢ =0, elle n’est plus la solution du (PC), a2 données
F(¢, x).

S’il y avait la solution du (PC), & donnée F(¢, x), elle serait représentée
par le deuxidme membre de (D). Il n’y a donc pas de solution du (PC), a
donnée F(t, x). C.QF.D.

Remarque. I.G. Petrowsky'”' a montré un exemple oii le (PCH), est bien
posé mais les (PCH)s(0<s< T°) ne sont pas uniformément bien posés. Et
pour cause: Au cas oil les coefficients e L(¢, x; 0, 0z) ne dépendent que de
variable ¢, il a montré (comme il est fin!) qu’au cas o L(#; 0:, 0-) est kowalevs-
kien, si le (PCH), est bien posé, alors les (PCH)s(0<s< T°) sont uniformément
bien posés. Bien que nous l'espérions, nous ignorons si c’est vrai au cas
général.

§3. Relation entre (PC)s et (PCH)s

Proposition 4. Si les (PC)s(0<s< T°) sont C.*-solubles et que le (PC)o
a Uunicité (UX) avec un TYO< T'< T, alors les (PCH)s (0<s< T%) sont
uniformément solubles.

Remarque. Si la formule (D) donne, pour tout FE C=([s, T°], X) (plate
a t=0 au cas oll s=0 et £>0), la solution du (PC)s(0<s< T°) et que le (PC)o
a l'unicité (UF') aec un T' (0< T'< T, alors les (PC)s(0<s< T°) étant
C:~-solubles, les (PCH)s(0< s< T°) sont uniformément solubles.

Démonstration. Soit U(t;s; @) C=([s, T°], X) la solution du (PCH)s a
donnée @(0<s< T'). Remarquons que 'on a @.(s)=0"U(t;s; @)|i=s=5*"
3AA(8)® (n=0,1,2, ) avec Ao(s)=1, Ai(s)=A(s).

Exprimons U(¢; s; @) par une solution du (PC)e. Formons pour cela une
fonction U%¢;s; @) C*(R, X)" telle que

0" U%0; s; @)|e=s= @n(s) (n=0,1,2, )

Soit en effet g(t) une fonction telle que Supp gC(—1,1), g(¢)=1 au
voisinage de t=0. Soit {en}5=0(e0=1>¢,>-->¢&,>—0) une suite de nombres
positifs que nous choisirons ci-aprés. Soient

U't;s; @)EgoGn(t; S; @)Egog(en“(t —8) On(s)(t—s)"/n!.

Comme on voit ci aprés, U%¢;s; @) est de C*(R, X). Les fonctions V°(¢;s;
Q)=U¢t;s; ©)— U(t; s; @) et F¢;s; @)=L(¢; 0.)U¢; s; @) étant de C=([s,
T°], X) et plates a t=s, nous les prolongeons par 0 respectivement aux
fonctions V(¢;s; @), F(¢;s; )eC=([0, T°], X). Alors V(¢;s; @) est la solu-
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tion plate 2 =0 du (PC), a2 donnée F(¢;s; @). Ainsi on a U(t;s; @)= U(¢t;
s; @)— Vt; s; @) avec V(t;s; @) restriction a [s, T°] de V(¢;s; @) solution
du (PC)o.

Soit {pa}n-1 une suite non décroissante de semi-normes de X qui engendre
la topologie de X. Grace a (2.1), on peut bien supposer que, pour tout #, il
existe des nombres /(n) et C» tels que, pour tout m (0<m<n—1), on a

Max{pa(0"Gn(t; s; @), pa(3(A(t) Ga(t; 55 PN} < Cimpun(P)s™ "€ .
Nous choisissons €. de maniére qu’'on a

en<(cmpum(@)(s*/2)" n=1,2,
Alors on a pour tous m, # (0<m<n—1, n=1,2,-)

Max{pn(9"Gn(t; 5; @), pn(0(A() Ga(t; s; D))} <27".

Cette estimation montre en chemin U%(¢; s; @} C*(R, X)

Le (PC), étant soluble avec 'unicité (U#Y), grace au théoréme du graphe
fermé de Banach,'® il existe, pour tout 7, des entiers m(n), n(x) et k(%) tels
qu'on a

Sup pn(V(t s; ©))

te(s,T

<3C Sup 2 pm(n)(at F(t;s; @)).

telo,T0] ™

m(n) m(n)
<3C Sup (Zz'. E:lpm(n)(at’”“Gn(t; s; D))

telo,T0] m=0

+pm(n)(atm(A(t)Gn(t; S5 ¢)))

é} 31 5a(3 1 Galt; 53 O))+ pald™(A(E) Galt; 53 D))

n=m(n)+2
<3Cs N (panm( @) +1) .

Evidemment £(#)=0 au cas #=0. Mentionnons que C dépend bien de @,
mais ni k(n) ni n(x) n'en dépendent.

Ayant la méme estimation pour U(¢;s; @), on a la méme estimation
pour U(t;s; @). Ceci montre (2.3). C.QF.D.

Proposition 5. Si les (PCH)s(0<s< T°) sont uniformément solubles et
que le (PCH )o a l'unicité (UE'), alors, pour la donnée FE C([s, T'], X), (telle
que t"F(¢)~0 (¢t >0) pour tout m=0 au cas od k>0 et s=0), la formule de
Duhamel:
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t
(D) Uts)= [ T Ut 1 Fz, *)dr

donne la solution U(t;s)EC([s, T'], X) du (PC)s (0<s<T") (telle que
£ "0 U8 )~ 0 (£ 0) pour tout m=0 et [=0, 1 au cas oa k>0 et s=0) et par
conséquent que les (PC)s(0<s< T") sont solubles.

Démonstration. 11 suffirait de montrer le cas le plus délicat oti £#>0 et
s=0. Soit FECY[0, T], X telle que ¢t ™F(¢t)-0 (¢—0) pour tout m=0.
Soient U(t; s; F(s))€ C>([s, T°], X) les solutions de (PCH)s & donnée F(s) (0
<s<T") unique dans C>([s, T']; X) et ayant l'estimation (2.5) avec T'
remplacant 7° 1a.

Nous définissons la fonction Uwm(t;s) (1=0,1, m=0) par

(3.1) Um(t; s)=s""0/U(t; s; F(s)) (s>0), Um(2;0)=0.

Alors grace a I’hypothése, on a

(3.2)

Les fonctions U.x(t; s) sont uniformément continues dans
Q(T") a valeur dans X.

Prenons en effet deux points (¢, s) et (¢, s") de 2(T"'). Supposons s<s'<
T'. Remarquons qu’on a, pour /=0, 1,

0L U(t; s F(s)— 0/ U(t'; 575 F(s))
=Lt/h»rl(r)r““‘“’U(r; s; F(s)dr

+ AUt s U(s's s; F(s))—F(s))
+ AUt s F(s)—F(s) .

ot Al(t)=1, Ai(t)=A(¢), et A(1)=A(4)*+t*0.A(¢)—kt* T A(2).

Alors, les (PCH)s(0<s< T°) &tant uniformément solubles et ayant I’
unicité (U#Y), grace a (2.1) et a la proposition 3 avec la remarque juste aprés
elle, il existe, pour une semi-norme p de X, des constantes 2>0, C>0 et une
semi-norme ¢ de X indépendantes de s, telles que

D (Um(t; s)— Um(t’; s7))
<C(ls=s1+1t—t'Nlg(Fu () +q(Fu™(s)— Fu™(s)))

ot Frn (t)=t""F(¢).
Compte tenu de la continuité uniforme de F%»~, on a (3.2).

D’ol l'intégral de Riemann:
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t
U(t)E[;s"’U(t; s; F(s))ds

est bien définie et telle que
uecC([o, T'1, X); t™U(t)-0(t—0) pour tout m=0.

A(t) étant linéaire continue de X dans X, l'on a
AWDUD= [s AUt s Fs)ds .

Nous montrons ensuite que U est dérivable de droite par rapport 4 ¢ dans
[0, TY) et que sa derivée a droite est

1 UD=tUE; O+ [[s*aU(E; 5 Fn)ds
af' U(O):O

(3.3) ( eco, T', X).

Plus précisément, on a

Pour toute semi-norme p de X et € >0, il existe un 7 (7>0) tel
que, pour tous 2(0<h<7p) et t€(0, T") (t+7<[0, TY)), on a

p(LJ’ZM—Q—"F(tH[s*&U(t; s; F(s))ds>><s
p(UR)[m)<e
En effet, pour tous 6 >0, t<(0, T"), h(h>0), on a
U(t+h})£— U(t) _(

(34)

t"‘F(t)ﬂ[s"‘&:U(t; s: F(s))ds>
- /o 4+ hs) Ut + I t+ hs: F(¢+ hs))— t=*F(£))ds

+'/:s‘kds/0‘l(t+hr)'kA(t+hz')[U(t+hz'; s; F(s))
—U(t; s; F(s))ldr
+Ats"‘ds£1[(t+hr)‘kA(t+hr)—t"‘A(t)]U(t; s; F(s))dr.

Pour toute semi-norme p de X, il existe une constante C >0 et une semi-norme
q de X telles que

17( U(t+h]?l_ U) —(t"‘F(t)+£ts"‘8,U(t; s; F(s))ds))

Sfp( Us(t + s t+ hs)— Una(t; £))ds
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¢ 1
+3C/0‘ ds./o‘ q(Uozs(t + ht; s)— Un2a(t; s))dr

+3Clnl [ (Uil t; ).

Alors, grace a (3.2), on voit aisément (3.4).
Revenant a la définition de I'intégrale de Riemann, grace a (3.4), on voit

[aruwar=v®-vw©) (te0, 7).
Celle-ci montre la dérivabilité de U(¢) dans [0, T);

(atU(t)=t“‘F(t)+[§"atU(t; s; F(s))dse C*([0, T'], X) .
8¢U(0)=0

On voit, grace a (3.2), que U(t) est bien la solution du (PC), telle que
™3, U(t; s)~0 (t—-0) pour tout m=0, /=0, 1 et par conséquent que U(¢) est
de C'([0, T'], X) et plate a ¢=0. C.QF.D.

Par réunir ces propositions 2, 4, 5, on a le théoréme.

Théoreme. (1) Supposons que le (PC)o ait l'unicité (U¥). Alors pour
que les (PC)s(0<s< T°) soient C™°-solubles (0<m°<0), il faut et il suffit que
les (PCH)s(0<s< T°) soient uniformémet solubles.

(2) Supposons que le (PC)o ait l'unicité (UF) pour tout T (0<T<TO).
Alors pour que le (PC)o soit C™-soluble (0<m°<00), il faut et il suffit que les
(PCH)s(0< s< T°) soient uniformément solubles.

Dans ces cas-ci, s¢ (et seulement s7) les (PCH)s(0<s< T°) sont uniformé-
ment solubles, alors pour FE C%([s, T°], X) (telle que ¢ "F(¢)-0 (t-0) pour
tout =0 au cas ot £>0 et s=0), la solution du (PC)s a donnée F est donnée
par la formule de Duhamel

(D) Ut)= / ‘Ut v F(D)dr .

Remarque. Sous I'hypothése que le (PC)o ait 'unicité (U#%) (I'unicité
(UP pour tout T (0< T < T°) resp.), si les (PC)s (0<s< T°) sont C:*-solubles
(le (PC)o est C;~-soluble resp.), ils sont alors solubles.
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