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vZur Klassischen Theorie der Algebfaischen Funktionen.

/

Jun-ichi Igusa.
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In der‘ mathématique abélienne’, wie André WEIL in seiner be-
deutuncrsvollexg Arbeit?+ scharfsinnig genannt hat, gilt das Pontrjaginsche
Dualltatstheorem als zentraler Grundsatz. Im folgenden mochte \ich zeigen,
" dass auch die klassische Theorie der algebraischen Funktionen zu diesem
Teil der Mathematik gehort.. In der Tat lassen sich die Rollen der bé-
kannten Sitze dieser Theorie, wie die von Abel und von Jacobi, von diesem
Standpunkt aus iiberaus klar erleuchten, wie im §II dieser Arbeit ausfithr-
lich dargelegt werden soll. Im §I zeigen wir, wie man mit dem Riemann-
Rochschen Satz die Existenz der normalen Differentiale nachweist, und aus
der Relation zwischen. den Elementen der Poincaréschen Gruppe der Rie-
mannschen Fliche die zwischen der Abelschen Integralen herleitet. Am
Schluss machen wir auf eine Analogie mit .der Kla%senkorpertheoue auf-
merksam.

Diese Arbeit entsteht aus einem Vortrag—-gehalten im August 1945 ;
der Krieg hat mich gestért, dies aufzuschreiben—im Seminar von Prof, Iyanaga.
Ich méchte auch an dieser Stelle Herrn Iyanaga fiir seine stindige Interesse
fir diese Arbeit, und Herrn Dr. K. Iwasawa fiir seine viele wertvolle Rat-
schlige meinen besten Dank aussprechen.

I. Existenz der Normalen Differentiale. Relation
zwischen zwei Abelschen Integralen.

1) Es sei # ein Korper der algebraischen Funktionen einer Ver-
inderlichén im klassischen Sinne; der Konstantenkorper I7 sei also der
algebraisch abgeschlossene Korper aller komplexen Zahlen ; # kann als der
Korper der meromorphen Funktionen auf einer geschlossenen Riemannschen
Fliche ¢ aufgefasst werden. 1 ist von % bis auf birationale Transformation
eindeutig bestimmt und das Geschlecht # von t ist eine birationale Invariante,
also eine Invariante von £. Wir bedienen uns der folgenden Bezelchnungen :

®,: Poincarésche Gruppe von T,
$,: Bettische Gruppe von 1,
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" d,: Divisorengruppe nullten Grades von £,
Py . Hauptdivisorengruppe von 4, :
D, : Divisorenklassengruppe nullten Grades von 4.

Die Zuordnung :

(Uberlagerungsfliche von 1) — (ihre Poincarésche Gruppe)
gibt bekanntlich eine ein-éindeutige Korrespondenz zwischen der Uber-
lagerungsflichen von t und den Untergruppen von &,. Wir bezeichnen die .
Zir Kommutatorgruppe von &, entsprechende 'ﬁberlagerungsﬂéche_von T
mit R.  Dann ist §, zur Faktorgruppe von @&, nach ihrer Kommutator-
gruppe und daher zur Decktransformationsgruppe® von R/t isomorph.

Die folgende Theorie wird nun auf die Arbeiten von Hasse und WCIP)
gestiitzt. Der Riemann-Rochsche Satz

. dim (a)=7 (a)+1—g+dim (m/ﬂ)

wobei a: Divisor von 4,

4 . 7(a): Grad von a,
D : Differentialdiirisor von 4,
g——Max (n (a) —dim (a)+1), ’

qa-: ganz »
»

spielt dabei eine grundlegende Rolle. Die Zahl g hat eine geometrische
- Bedeutung ; es gilt nimlich g=p; das beweisen wir folgendermassen
Aus dem obxgen Satz erhalten wir zunichst

1 (dx)=2g—2,
und dann aus dt?r Riemannschen Relation®

| 7 (dx)=2p—2,
da . (dx)=D,/ o2,

D, : Differentendivisor von £/I" (%),
o0, : Nennerdivisor von (x).

Also haben wir tatsichlich g;p

2) Nun definieren wir die Differentiale erster, zweiter, bzw. dritter Gat~
tung, wie ublich, folgendermassen :
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Jdx ist dann und nur dann ein Differential erster Gattnng, wenn der
zugehdrige Divisor (ydx) ganz ist; zweiter Gattung, wenn fiir einen ge-
eigneten Primdivisor p und eine nattirliche Zahl 72 (= 2), (ydz) p™ ganz ist
und schliesslich dritter Gattung, wenn fiir zwei verschiedenen geelcneten
Primdivisoren p, q, (ydx) pq ganz ist.

Sind nun p, m im zweiten Falle und p, q im dritten Fa,Ile festgesetzt,
so haben wir bekanntlich als Dimension der Differentiale erster, zweiter,
bzw. dritter Gattung

2, p+m—1 bzw p+1\

aus dem Riemann-Rochschen Satz. Die er7eucrende Wecrepaare der Gruppe
S, seien nun (ugy_q, @) (/z—'l .ive.ey £). Dann kann man die Existenz
der folgenden, iiber dem reelen Kérper unabhangwen normalen Differentiale
erweisen. Das Integral von einem Differential ydx lings irgendeinem Wege
o auf der Riemannschen Fliche t definiert man dabei als

jydx: jy(dx/dz) e

~erster Gattung dw,, (/z =1, ...... , 29)

ERJ‘ choh_ == ]- . E)tj ([w2h—1 =O)
Qs (*2h) 3 : }

E}{j dwy,=—1, Eﬁs . dw,,=0.

. a2h—1 As(¥2h—1)
zwiter Gattung - d‘Z'pm dgp™ (m > 1) , T
Hauptteile ~ —m !t dp/p™*+! im Y dp/pm+!
'srtj dep™ =0 snj d7gm =0,
Gh
_dritter Gattung dwyq ' dzopq
Hauptteile (dp/p, —dq/q)  (—idp/p, qu/q) .
snj Fevpg =0 E)‘t“ Fopg=0 (=1, ......,27).
ah J Gh .

Das allgemeine Differential setzt sich.aus diesen Differentialen zusam-
men ; also dessen Integral d.h. das Abelsche Integral ldsst sich in funda-
mentalen Integralen von drei Arten zerlegen. ' Die Singularititen. eines
Abelschen Integrals miissen also die Pole, die logarithmische Wmdungs-
punkte oder *die gemlschte_ der beiden sein. Nun sind wir imstande, die



66 | J. Igusa.

~

allgemeine Relation zwischen zwei Abelschen Integralen zu gewinnen. Es

seien also’ I, IW* zwei Abelsche Integrale, p,, qi (3 3 q,) deren Singulire-
punkte und .

V'~ Cllog t,+ 32 D ‘ bzw.
W ~ C,\VIOO'LA'*‘Z_—,D;{TA

deren Hauptteile an p, bzw. g,. Die Perioden w.a. seien

fear=2r,  foaw=0r  G=1, 2
B;: Weg um p,, 7.: Weg um-q,.
Nun lautet die einzige Relation der Poincaréschen Gruppe'.der in b, Ga
punktierten Fliche v/ :

-1 ,,—1
”g=la2h—1a2ha2h—la2h . Hﬂ, g ”TA =1.

Dementsprechend erhalten wir

§VdW=o, dh.

1
-2—;1_7 p:l(gv-—ll?gt—'?%—l'g‘.sl
» (pe 1 arw
+ Y | aW — Sy, Do
Y
— w Al W —
i 2,\(6‘ [ V-3, 1)'1),A )=

(o: - ein fester Punkt auf t').

Dies ist die beriihmte ‘ Herumintegrierensmethode’ von Riemann. Aus
dieser Relation folgen durch Spe71ahs1erun0' die bekannten Relatlonen in
der klassischen Theorie :

1,1 3 jdwﬁ — 3jdwa, devy = Sindeon (acollaln),
. . L3 8
m . AW, o d™w,
{, 1) jiz’-rp= ori + R ap":w’ L prnz ,J—W;—,
(1 my ,jdwp,p,,: i - ERﬁ t fiv,, 3]4@;,,,,2: o . 3]‘:4%
¢ : J Py @ Py
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dr™ fl’mfp ar™

(,_I\I’ 11) - R dpq =R R d;:%ﬁl",
| S 7‘%= %‘Z;i", 3 d;p = «s‘fl:;;
(11, 1I1) ERU q' =R ‘;;’:;;“", S :jdr;;ﬂ.—_éﬁ%‘“—%
=g of - e
(1, II.I.)' ' sn"”ﬁdwq,qg:m[“’dwm, S‘jpzdwaqg———' Eﬁf‘“a’z‘émz,

v

o2
ERJ delQ2 \SJ a’wp,p,‘,. J dWq,q,= ‘\Sj “dp,p,

(Vertauschung von Parameter und ‘Argument).

Am Schluss mochte ich noch folge‘ndes bemerken. Bisher hatten wir,
wie der Leser wohl bemerkt hat, von keinem transzendenten Existenzsatz
Gebrauch zu machen. Dies ist nicht verwunderlich, sondern eine Folge
davon, dass wir vom Korper £ ausgegangen sind. Es ware anders, wenn -
man von der abstrakten Riemannschen Fliache ausgeht.

II. Satze von Abel und Jacobi ‘als Dualitatsatz.

3) Multxphkatlve Fuilktioneén. .
Wie iblich’ wird eine Funktion 0(p) auf R, das sich bei der Deck-
transformation .S von R/t mu1t1p11kat1v verhalt :

0() =ps0F)  (psl=1),

eine_multiplikative Funktion mit dem' Multiplikatorensystem (/) genannt.
Das Multiplikatorensystem bildet offenbar eine unitire Darstellung ersten
» Grades von $,. Nun bestimmt jede multiplikative Funktion 0({)) wegen
der Unverzweigtheit von R/t eindeutig einen °reduzierten Divisor’ € des
Grundk’éjrpersr 4, und zwar den vom Grad O :

_ . .‘ 71(0)= 2711'1 Zp RGSp dﬂﬁ .O,

' »
also ein Element von 4, - Umgekehrt kann jedes Element ¢ in 4, als
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reduzierter Divisor der nach dem nichsten Absatz bis auf Konstanten
~ eindeutig bestimmten multiplikativen Funktion aufgefasst werden :

0= M2 — 0(p) =110p,0, (P)

<0vq(P) E\P {‘jz{zqu}){.

4) Intecrralcharaktele
Wir definieren fiir 0=1Ip,q;! in 4, und S in 9, den sog. Intégral- -

chara1<ter mit

Y

(0 =‘ XS(P;)-
(=1 xs(an)

(2:(0) =Exp. {—2mi- ERj:a’w,,}, S a).
Dann ist | | ‘ ,
1s(0) =11 Exp. {—2ni.s}tj”"dw,‘}=n Exp. {jnghqh} |
; —Multlphkauor ps der 8(p) von 8. |
Also, wenn wir die Pontrjaginsche Schreibweise® benutzen
L P=(4, S:D,,)'.

Dies ist der.Inhalt des klassischen Abelschen Satzes. Nachtrﬁglfch bestehen’
die folgenden Relationen : ‘

| 25O)=1, xs(0-M) =15(0) - zs(fl), As2(9) =5 (0) - 2(0).
2) TOpOlOgISICILan' der D,.

'

Wir fiihren in 4, mit der Integralcharaktere die sog. schwache Topo-
logie’ ein, so wird 4, eine allgemein topologische Gruppe. Der Abelshe
Satz lehrt, dass I, eine topologische Gruppe ist, und zwar dass sie maxi-
‘mally almost periodic’ im Sinne von Neumann® ist. D, w1rd sogar eine
kompakte Gruppe ; dies beweisen wir folgendermassen : .

Jedes Element ¢ in DD, besitzt mindestens einen speziellen Reprasentant
der Form ’ ‘ 4
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Denn es gilt dim (3 o”)—1+d1m (m/ﬂ o”) > 1. Also die eindeutig Zu-
ordnung : : . |

(pl, Doy wonen , pp) — (M)

ist eine stetige Abbildung aus dem kompakten Raum [I?r auf die ganze
Gruppe D,. Hiermit ist die Kompaktheit von D, nachgewiesen.
6) Dualitit zwischen D, und 9,. L
Havprsarz. . Die so' topologisigrte Gruppe D, und “die Bettische
Gruppe O, (mit diskreter Topologie) bilden ein Paar von orthogonalen topo-
logischen Gruppen® mit folge;zdér Mulisplikationsregel : ’

~

Dpl, _ -
@33} 0S=50=75().

(Beweis) Wir fiihren nur den Bewets von (9,, D) =1. Wire Se¢(9,, D,),

dann wiirde insbesondere
(—?):5=xs<p)=Exp. {—2mi - snﬁdwa}ﬂ (Se—a)
- fir einen beweglichen' Punkt p sein. Also ~ o .
p
Sﬁjodw,=Konst. :

“und diese Konstant miisste gleich Null sein. Ist hierbei

» \

a oo [Jazh
und etwa #y,_; %0 oder 75, % 0, dann hitten wir

,}i{a’(u = Ny 1q() oder ER a’wz—;zg,,xO

azh a2h—1
entgegen dem obigen Resultate: Also muss
a0 dh 'S=1 -sein, w. z. z. w.

7) Umkehrsatz von Jacobi.

Es sei o, die toroidische Gruppe von Dlmensxon 2p; o, kann als
_ Charaktergruppe von freien Abelschen Gruppe mit 2p Erzeugenden also als
_Charaktergruppe von §, aufgefasst werden. Aus dem Hauptsatz folgt, dass

’
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7,
massen explizit gegeben werden::

“Ist (y5) ein Punkt von oJ,, dann gibt es stets ein Element ¢ von D,
derart dass

und D, isomorph sein miissen. 'Dieser Isomorphismus kann folgender-

xs(0) =xs
fir alle S aus , gilt. Die Zuordnung (x) — 5 ergibt den gesuchten Iso-
morphismus. .
Nun enthilt # mindestens einen Reprisentant der Form pi,...... p,/ 0",

womit eine Zuordnung

(15) = {P1r Dor %oves Py}

zwischen den Punkten auf der Mannigaltigkeit oJ, urrd den Systeme von p
Punkten auf t hergestellt wird. Dies ist der beriihmte Umkehrsatz von Jacobi.
" Jene Zuordnung ist aber mehrdeutig dann und nur dann, wenn dim (0/psp.
...... p,) =1, d.h. wenn es ein ganzes Differential 1 gibt, das an Punkten
pr (o=1, ...... 2) ‘verschwindet :

-

w=(PPs------ p,) (G- Ap—2)
1s(10) =bestimmter Wert y3.

- Nun ist ‘ :
| As=xs: Xs (Que-oo o Ope) | -

sozusagen ein singulirer Punkt von oJ, und die Gesamtheit aller singulifen
 Punkten bildet das sog. singuliare Gebilde X. Das Gebilde X ist ein kom-
paktes zusammenhingende Gebilde von Dimension 2p— —4 “in der Manmg-*

faltigkeit J,,.
\ 8) Abelsche Funktionen. :

Die Gesamtheit der symmetrischen Funktionen von x (p,,) (/'z_—l ...... ,
p) fur alle Elémente x aus 4 bilden einen Funktionenkdrper mit der
Dimension p atf I. Dies ist der bekannte Korper der “Abelschen Funk-
tionen’. Wie leicht ersichtlich, die Abelsche Funktionen geniigen den
algebraischen Additionssatz und zeigen die’ Penodlzltatsexgenschaft wenn
man zur unlverselle Uberlagerungscrruppe von o, ubergeht '

Schlussbemerkungen.

}

' Die Elemente in D,v mit endlichen Ordnungen bilden ihre charak-
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' i
teristische Untergruppe D, welche zur direkten Summe 2p additiver Gruppe
der rationalen Zahlen mod. 1 isomorph\\ausfﬁllt. Wir bezeichnen die lkom-
plettierte Gruppe von 9, (‘als Decktransformationsgruppe von $R/1) nach
ihren Untergruppen mit endlichen Indizen als Umgebungssystem um 0 mit
-H,. H, ist eine kompakte Gruppe, welche zur direkten Summe 22 addi-
tiver Gruppe der ‘universellen Zahlen’ isomorph ausfillt. Ferner sei L die
unve1zwe1gte maximale Abelsche Erweiterung von £, d.h. das Kompositzum.
aller unverzweigten Abelschen Korper iber £, Die Galoisgruppe von L/#
mit Krullschen Topolog1e ist dann zu H, topologisch isomorph und es
gilt der folgende algebraische Dualifitssatz -

Dic kompakte Galoisgruppe H, von L/k und die im Grundkorper k
cindentig &est'z'ﬁgmte Divisorenklassengruppe D, (mit diskreter 1 opologic) bilden
et Paar von orthogonalen topologischen Gruppen mit folgender Multiplikations-
regel :

H,S

S 0}(73_ Sf= zg(a)

) Diesen Satz und seine Verallgememerungen habe ich rein algebraxsch'
beweisen, doch moge die Ausfillirung hiervon fiir eine. andere Gelegenheit
vorbehalten séin. g

1]
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