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\S 0. Introduction.

Depuis la d\’ecouverte de F. Hartogs [3] en 1906, E. E. Levi [6], G. Julia
[5] et K. Oka $[8, 10]$ ont montr\’e que divers domaines importants, que l’on
envisage dans la th\’eorie des fonctions analytiques de plusieurs variables com-
plexes, sont soumis \‘a une restriction curieuse: leur ext\’erieur satisfait au
th\’eor\‘eme de la continuit\’e.

Les ensembles pseudoconcaves1), ensembles satisfaisant au th\’eor\‘eme de la
continuit\’e, ont \’et\’e \’etudi\’es, en 1909, pour la premi\‘ere fois par Hartogs [4]. En
1934, K. Oka [8] a donn\’e quelques g\’en\’eralisations d’un th\’eor\‘eme d\^u \‘a Hartogs.
Une d\’emonstration compl\‘ete de ces g\’en\’eralisations d’Oka se trouve dans le
m\’emoire de T. Nishino [7] publi\’e en 1962.

Dans le pr\’esent m\’emoire, nous g\’en\’eralisons la notion d’ensemble pseudo-
concave en notion d’ensemble pseudoconcave d’ordre $q^{2)}$ et montrons que les
th\’eor\‘emes de Hartogs, g\’en\’eralis\’es par Oka, sont valables pour les ensembles
pseudoconcaves d’ordre $q$ sous une forme correspondante.

Dans le \S 1, nous introduisons la notion d’ensemble pseudoconcave d’ordre
$q$ et, dans le \S 2, nous rappelons les th\’eor\‘emes de Hartogs et d’Oka. Dans le

1) Oka a appel\’e ensemble de la classe $H$ un ensemble pseudoconcave. Dans
$1’ espace$ de $n$ variables complexes, c’est un ensemble pseudoconcave $d’ ordre$ $(n-1)$ en
nos termes.

2) Nous appelons domaine pseudoconvexe $d’ ordreq$ tout domaine dont le compl\’e-
mentaire est un ensemble pseudoconcave $d’ ordreq$ . La notion de tel domaine est une
gen\’eralisation de celle de domaine pseudoconvexe. A propos du prolongement des
ensembles analytiques, W. Rothstein [11] a introduit la notion de domaine q-convexe
qui g\’en\’eralise la notion de domaine holomorphe-convexe. D’autre part, H. Grauert [2]
a introduit une autre notion de domaine q.convexe \‘a $1’ aide$ $d’ une$ fonction q-convexe
qui est la g\’en\’eralisation de la fonction de Levi.

Dans l’espace de $n$ variables complexes, les domaines q-convexes de W. Rothstein
et les domaines $(n-q)$ -convexes de H. Grauert sont, tous les deux, des domaines
pseudoconvexes d’ordre $q$ dans notre sens.

R\’ecemment, O. Fujita [1] a montr\’e que le domaine de normalit\’e d’une famille
$d’ ensembles$ analytiques de dimension $q$ est un domaine pseudoconvexe $d’ ordreq$ .
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\S 3, nous montrons les th\’eor\‘emes correspondants pour les ensembles pseudo-
concaves d’ordre $q$.

\S 1. Ensembles pseudoconcaves g\’en\’eraux.

1. D\’efinitions. Nous allons donner les th\’eor\‘emes de la continuit\’e d’ordre
$q$ et d\’efinir la pseudoconcavit\’e d’ordre $q$ d’un ensemble.

Dans l’espace de $n$ variables complexes $x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots$ $x_{n}^{3)}$ , consid\’erons un
domaine $D$ et une partie $E$ de $D$ . Soit $q$ un nombre entier tel que $0<q\leqq n-1$ .
Soit $(a_{1}, a_{2}, \cdot.. , a_{n})$ un point de $E$ . On dit que $E$ satisfait au th\’eor\‘eme de la
continuit\’e dlordre $q$ au point $(a_{1}, a_{2}, \cdots , a_{n})$ si la condition suivante est v\’erifi\’ee:
si le plan analytique de dimension $n-q$ d\’efini par $x_{1}=a_{1},$ $x_{2}=a_{2},$ $\cdots$ , $x_{q}=a_{q}$

n’intersecte $E$ , au voisinage de $(a_{1}, a_{2}, \cdots , a_{n})$ , qu’au point $(a_{1}, a_{2}. \cdots , a_{n})$ , alors,
pour tout nombre positif $r>0$ , on peut choisir un nombre positif $\rho>0$ suffisam-
ment petit, de mani\‘ere que, pour tout point $(\xi_{1}, \xi_{2}, \cdots , \xi_{q})$ dans le polycylindre
$\gamma:|x_{i}-a_{i}|<\rho$ ($i=1,2$ , $\cdot$ .. , q) dans l’espace $(x_{1}, x_{2}, \cdot.. , x_{q})$ , il existe au moins un
point $(\eta_{q+1}, \eta_{q+2}, , , \eta_{n})$ dans le polycylindre $\gamma^{\prime}$ : $|x_{i}-a_{i}|<r$ ($i=q+1,$ $q+2$ , $\cdot$ .. , n)

dans l’espace $(x_{q+1}, x_{q+2}, \cdot.. , x_{n})$ tel que le point $(\xi_{1}, \xi_{2}, \cdot.. , \xi_{q}, \eta_{q+1}, \eta_{q+2}, \cdot.. , \eta_{n})$

appartienne \‘a $E$ . Pour des raisons de convenance, nous disons que tout en-
semble $E$ satisfait au th\’eor\‘eme de la continuit\’e d’ordre $0$ en tout point de $E$ .

Dans l’espace de $n$ variables complexes, le th\’eor\‘eme de la continuit\’e d’ordre
$n-1$ coincide avec le th\’eor\‘eme de la continuit\’e que l’on dit usuellement4). Si
l’ensemble $E$ satisfait au th\’eor\‘eme de la continuit\’e d’ordre $q$ en un point de $E$ ,

alors il satisfait aussi \‘a celui d’ordre $0$ , d’ordre 1, $\cdots$ . d’ordre $q-1$ .
On dit qu’un ensemble $E$ dans un domaine $D$ est pseudoconcave d’ordre $q$,

si $E$ est relativement ferm\’e dans $D$ , qu’il satisfait au th\’eor\‘eme de la continuit\’e
d’ordre $q$ en tout point de $E$ et que cette propri\’et\’e reste invariante sous toute
transformation biunivoque et biholomorphe des coordonn\’ees au voisinage d’un
point quelconque de $E$ .

Un ensemble analytique $A$ dans un domaine $D$ , dont toutes les composantes
irr\’eductibles poss\‘edent la m\^eme dimension $q$, est pseudoconcave d’ordre $q$ et
n’est pas pseudoconcave d’ordre $>q$ . Le compl\’ementaire de la r\’eunion $d\dot{e}$ deux
domaines d’holomorphie dans l’espace de $n$ variables est pseudoconcave d’ordre
$(n-2)$ .

3) Sauf mention expresse du contraire, nous supposerons toujours que le nombre
des variables complexes est plus grand que 1.

4) Voir K. Oka [9]. Dans le pr\’esent m\’emoire nous dirons simplement, dans
l’espace de $n$ variables complexes, le th\’eor\‘eme de la continuit\’e et les ensembles
pseudoconcaves au lieu du th\’eor\‘eme de la continuit\’e d’ordre $n-1$ et des ensembles
$d’ ordren-1$ , respectivement.
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2. Autres d\’efinitions. On peut d\’efinir les ensembles pseudoconcaves d’ordre
$q$ dans d’autres formes, de m\^eme que les ensembles pseudoconcaves5). Pour
discerner divers formes du th\’eor\‘eme de la continuit\’e, nous appelons th\’eor\‘eme
de la continuit\’e (A) celui que l’on a introduit dans le num\’ero pr\’ec\’edent.

Consid\’erons une partie $E$ dans un domaine $D$ de $n$ variables complexes
$x_{1},$ $x_{2}$ , , $x_{n}$ et un entier $q$ tel que $0<q\leqq n-1$ . Soit $(a_{1}, a_{2}, \cdot.. , a_{n})$ un point
de $E$ . On dit que $E$ satisfait au th\’eor\‘eme de la continuit\’e (B) d’ordre $q$ au
point $(a_{1}, a_{2}, \cdots , a_{n})$ si la condition suivante est v\’erifi\’ee: pour toute hypersph\‘ere
$S$ dans l’espace $(x_{1}, x_{2}, \cdot. , x_{n-q+1})$ dont la fronti\‘ere passe par $(a_{1}, a_{2}, \cdot , a_{n-q+1})$

et pour toute hypersph\‘ere suffisamment petite $\sigma$ dans l’espace $(x_{1}, x_{2}, \cdots , x_{n-q+1})$

dont le centre est $(a_{1}, a_{2}, \cdots , a_{n-q+1})$ , il existe au moins un point $(b_{1}, b_{2}, \cdots , b_{n-q+1})$ ,
int\’erieur \‘a $\sigma$ et ext\’erieur \‘a $S$ , tel que $(b_{1}, b_{2}, \cdot.. , b_{n-q+1}, a_{n-q+2}, a_{n-q+3}, \cdot., , a_{n})$

appartienne \‘a $E$ . On dit qu’une partie quelconque de $D$ satisfait au th\’eor\‘eme
de la continuite (B) d’ordre $0$ en tout point de la partie.

Soient $E$ une partie d’un domaine $D$ de $n$ variables complexes $x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots$ , $x_{n}$

et $q$ un entier tel que $0\leqq q\leqq n-1$ . On dit que $E$ satisfait au th\’eor\‘eme de la
continuit\’e (C) d’ordre $q$ au point $(a_{1}, a_{2}, \cdots , a_{n})$ de $E$ , s’il existe un voisinage $U$

de $(a_{1}, a_{2}, \cdots , a_{n})$ satisfaisant \‘a la condition suivante: pour tout point $(x_{1}^{0},$ $x_{2}^{0}$ ,
... , $x_{n}^{0}$) de $U$ et pour $0<r^{\prime}<r$ et $ 0<\rho^{\prime}<\rho$ , si le polycylindre

$\Delta:|x_{i}-x_{i}^{0}|<r(i=1,2, \cdots q)$ , $|x_{i}-x_{i}^{0}|<\rho(i=q+1, q+2, \cdots n)$

est contenu dans $U$ et qu’aucun des ensembles $\Delta_{0},$ $\Delta_{q+1},$ $\Delta_{q+2},$ $\cdots$ , $\Delta_{n}$ d\’efinis par

$\Delta_{0}$ : $|x_{i}-x_{i}^{0}|<r^{\prime}(i=1,2, \cdots q)$ , $|x_{i}-x_{i}^{0}|<\rho(i=q+1, q+2, \cdots n)$ ;

$\Delta_{k}$ : $|x_{i}-x_{i}^{0}|<r$ ($i=1,2,$ $\cdots$ , q) , $|x_{i}-x_{i}^{0}|<\rho(q+1\leqq i\leqq n, i\neq k)$ ,

$\rho^{\prime}<|x_{k}-x_{k^{0}}|<\rho$ ,

pour $k=q+1,$ $q+2$ , $\cdot$ .. , $n$ , ne contient de point de $E$ , alors $\Delta$ ne contient pas
de point de $E$ .

De la m\^eme mani\‘ere que nous avons d\’efini, \‘a l’aide du th\’eor\‘eme de la
continuit\’e (A) d’ordre $q$, l’ensemble pseudoconcave d’ordre $q$, que nous appelerons
pour le moment ensemble A-pseudoconcave d’ordre $q$, on pourra d\’efinir la B-
pseudoconcavit\’e et la C-pseudoconcavit\’e d’ordre $q$ en se servant des th\’eor\‘emes
de la continuit\’e (B) et (C) d’ordre $q$, respectivement.

3. Equivalences des d\’efinitions. Nous allons montrer l’\’equivalence de ces
trois d\’efinitions de pseudoconcavit\’e, d’une fagon parall\‘ele \‘a celle de K. Oka [9].

Soit $E$ une partie d’un domaine $D$ et soit $q$ une entier tel que $0\leqq q\leqq n-1$

dans l’espace de $n$ variables complexes. On voit facilement que, si $E$ est A-
pseudoconcave d’ordre $q,$ $E$ est B-pseudoconcave d’ordre $q$ et que, si $E$ est C-

5) Voir K. Oka [9].
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pseudoconcave d’ordre $q,$ $E$ est A-pseudoconcave d’ordre $q$.
Il nous reste \‘a montrer que, si $E$ est B-pseudoconcave d’ordre $q,$ $E$ est C-

pseudoconcave. Supposons donc que $E$ soit un ensemble B-pseudoconcave
d’ordre $q$ dans un domaine $D$ . Soient $0<r^{\prime}<r$ et $ 0<\rho^{\prime}<\rho$ . Consid\’erons un
polycylindre

$\Delta:|x_{i}|<r$ ($i=1,2,$ $\cdots$ , q) , $|x_{i}|<\rho$ ($i=q+1,$ $q+2,$ $\cdots$ , n)

et $n-q+1$ domaines
$\Delta_{0}$ : $|x_{i}|<r^{\prime}$ ($i=1,2,$ $\cdots$ , q) , $|x_{i}|<\rho(i=q+1, q+2, \cdots , n)$ ;

$\Delta_{k}$ : $|x_{i}|<r$ ($i=1,2,$ $\cdots$ , q) , $|x_{i}|<\rho(q+1\leqq i\leqq n, i\neq k)$ ,

$\rho^{\prime}<|x_{k}|<\rho$ ,

pour $k=q+1,$ $q+2,$ $\cdots$ , $n$ . Pour montrer la C-pseudoconcavit\’e d’ordre $q$ de $E$ ,

il suffit, sans perdre la gen\’eralit\’e, de montrer que, si $\Delta$ est contenu dans $D$ et
qu’aucun des domaines $\Delta_{0},$ $\Delta_{q+1},$ $\Delta_{q+2},$ $\cdots$ , $\Delta_{n}$ ne contient de point de $E$ , alors $\Delta$

ne contient pas de point de $E$ .
D\’ecrivons le polycylindre $\gamma_{1}$ : $|x_{1}|<r,$ $|x_{i}|<r^{\prime}$ ($i=2,3,$ $\cdots$ , q) dans l’espace

$(x_{1}, x_{2}, \cdot.. , x_{q})$ et le polycylindre $\gamma^{\prime}$ : $|x_{i}|<\rho$ ($i=q+1,$ $q+2$ , $\cdot$ .. , n) dans l’espace

$(x_{q+1}, x_{q+2}, \cdot.. , x_{n})$ . Etant $\rho^{\prime\prime}=\frac{\rho+\rho^{\prime}}{2}$ , tragons l’ensemble $\Sigma^{\prime}$ : $|x_{q+1}|=\rho^{\prime\prime},$ $|x_{q+2}|$

$=\rho^{\prime\prime},$ $\cdots$ , $|x_{n}|=\rho^{\prime\prime}$ dans l’espace $(x_{q+1}, x_{q+2}, \cdots , x_{n})$ . Soit $(x_{1}^{\prime}, x_{2}^{\prime}, \cdots , x_{n}^{\prime})$ un point
quelconque de $(\gamma_{1}, \Sigma^{\prime})$ . Pour chaque le $=q+1,$ $q+2,$ $\cdots$ , $n$ . Soit $L_{k}$ le segment
ferm\’e dans le $x_{k}$-plan, joignant $x_{k^{\prime}}$ \‘a l’origine. Lorsque l’ensemble $((x_{1}^{\prime},$ $x_{2}^{\prime},$ $\cdots$ ,

$x_{q}^{\prime}),$ $L_{q+1},$ $L_{q+2},$ $\cdots$ , $L_{n}$) $\cap E$ n’est pas vide, soit $(x_{1}^{\prime}, x_{2}^{\prime}, \cdots , x_{q}, x_{q+1}, x_{q+2}\prime\prime\prime\prime\prime, \cdots , x_{n}^{\prime\prime})$ un
des points de cet ensemble les plus loins de $(x_{1}^{\prime}, x_{2}^{\prime}, \cdots , x_{q}^{\prime}, 0,0, \cdots , 0)$ . Nous
appelons un tel point $(x_{1}^{\prime}, x_{2}^{\prime}, \cdot.. , x_{q}^{\prime}, x_{q+1}^{\prime\prime}, x_{q+2}^{\prime\prime}, \cdot.. , x_{n}^{\prime/})\alpha$ -point relatif \‘a $(x_{1}^{\prime},$ $x_{2^{\prime}}$,
... $x_{n}^{\prime}$).

Maintenant, on va montrer que le polycylindre $(\gamma_{1}, \gamma^{\prime})$ ne contient pas de
point de $E$ . Supposons au contraire que $(\gamma_{1}, \gamma^{\prime})$ contienne au moins un point
de $E$ . Donc, il existerait au moins un $\alpha$ -point. Soit $(a_{1}, a_{2}, a_{n})$ un $\alpha$ -point.
Alors, $r^{\prime}\leqq|a_{1}|<r$. Prenons un nombre r\’eel $r_{1}$ tel que $|a_{1}|<r_{1}<r$ et un
nombre r\’eel $K$ assez grand pour que l’on ait

$\sqrt{|\frac{K}{a_{1}}|^{2}+|a_{q+1}|^{2}+|a_{q+2}|^{2}++|a_{n}|^{2}}>\sqrt{(\frac{K}{\gamma_{1}})^{2}+(n-q)(\rho^{\prime\prime})^{2}}=d_{1}$ .
Consid\’erons dans l’espace $(x_{1}, x_{2}, x_{q})$ l’ensemble $\Sigma;|x_{1}|<r,$ $x_{2}=a_{2},$ $x_{3}=a_{3}$ ,

. , $x_{q}=a_{q}$ . A chaque point $(x_{1}^{\prime}, a_{2}, a_{8}, \cdots , a_{q}, x_{q+1}^{\prime}, x_{q+2}^{\prime}, \cdots , x_{n}^{\prime})$ de $(\Sigma, \Sigma^{\prime})$ ,
faisons correspondre $0$ quand le point $(x_{1}^{f}, a_{2}, a_{3}, \cdots , a_{q}, x_{q+1}^{\prime}, x_{q+2}^{\prime}, \cdots , x_{n}^{f})$ n’admet
pas de $\alpha$ -point et la quantit\’e

$\sqrt{|\frac{K}{x_{1}^{\prime}}|^{2}+|x_{q+1}^{\prime\prime}|^{2}+|x_{q+2}^{\prime\prime}|^{2}++|\chi_{n}^{\prime\prime}|^{2}}$
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quand $(x_{1}^{\prime}, a_{2}, a_{3}, \cdots , a_{q}, x_{q+1}^{\prime}, x_{q^{\prime}+2}, \cdots , x_{n}^{\prime})$ admet un $\alpha$ -point $(\chi_{1}^{\prime}a_{2},$
$a_{3},$ $\cdots$ , $a_{q},$ $x_{q+1}^{\prime\prime}$ ,

$x_{q+2}^{\gamma\gamma},$
$\cdots$ , $x_{n^{\prime}}^{\prime}$). Cette quantit\’e, regard\’ee comme fonction definie sur $(\Sigma, \Sigma^{\prime})$ , est

born\’ee. La borne sup\’erieure $d_{0}$ de cette quantit\’e est manifestement plus grande
que $d_{1}$ : $d_{0}>d_{1}$ . D’autre part, la quantit\’e correspondante en un point de $(\Sigma, \Sigma‘)$

avec $r_{1}<|x_{1}^{\prime}|<r$ est plus petite que $d_{1}$ . Donc, il existe un $\alpha$ -point $(a_{1}^{\prime},$
$a_{2},$ $a_{3}$ ,

... , $a_{q},$ $a_{q+1}^{\prime},$ $a_{q+2}^{\prime},$ $\cdots$ , a\’{n}) auquel correspond la quantit\’e

$d_{0}=\sqrt{|\frac{K}{a_{1}^{\prime}}|^{2}+|a_{q+1}^{\prime}|^{2}+|a_{q+2}^{\prime}|^{2}++|a_{n}^{\prime}|^{2}}$ .

Cet $\alpha$ -point ( $a_{1}^{\prime},$

$a_{2},$ $a_{3}$ , $\cdot$ .. , $a_{q},$
$a_{q+1}^{\prime},$ $a_{q+2}^{\prime}$ , $\cdot$ .. , a\’{n}) est, par d\’efinition, un point de $E$ .

Effectuons au voisinage de ce point la transformation biholomorphe des co-

ordonn\’ees $X_{1}=\frac{K}{X_{1}}$ , $X_{2}=x_{2},$ $X_{3}=x_{3},$ $\cdots$ , $X_{n}=x_{n}$ . Decrivons, dans l’espace de

$n-q+1$ variables $X_{1},$ $X_{q+1},$ $X_{q+2},$ $\cdots$ , $X_{n}$ , une hypersph\‘ere $\sigma$ suffisamment petite

de centre ( $\frac{K}{a_{1}}$, $a_{q+1}^{\prime},$ $a_{q+2}^{\prime},$ $\cdots$ , $a_{n}^{\prime}$) et une autre hypersph\‘ere $S$ de centre $(0,0$ ,

... , $0$) dont la fronti\‘ere passe par $(\frac{K}{a_{1}}$ , $a_{q+1}^{\prime},$ $a_{q+2}^{\prime}$ , $\cdot$ .. , $a_{n}^{\prime})$ .
Soit $\beta$ l’ensemble des points, int\’erieurs \‘a $\sigma$ et ext\’erieurs \‘a $S$, et soit $B$

l’ensemble des points $(X_{1}, X_{2}, \cdot.. , X_{n})$ tels que $(X_{1}, X_{q+1}, X_{q+2}, , X_{n})\in\beta,$ $X_{2}$

$=a_{2},$ $X_{s}=a_{3},$ $\cdots$ , $X_{q}=a_{q}$ . Alors, on voit facilement que $B$ ne contient pas de
point de $E$ . Or, $E$ est B-pseudoconcave d’ordre $q$ , d’apr\‘es l’hypoth\‘ese. $B$ doit
contenir au moins un point de $E$ . Nous avons ainsi une contradiction. Ceci
montre que le polycylindre $(\gamma_{1}, \gamma^{\prime})$ ne contient pas de point de $E$ .

Pour chaque $k=1,2,$ $\cdots$ , $q$, soit $\gamma_{k}$ le polycylindre dans l’espace $(x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots$

$x_{q})$ d\’efini par

$\gamma_{k}$ : $|x_{i}|<r$ ($i=1,2,$ $\cdots$ , k) , $|x_{i}|<r^{\prime}(i=k+1, k+2, \cdots , q)$ .
De la m\^eme mani\‘ere, nous pouvons montrer ensuite que $(\gamma_{2}, \gamma^{\prime})$ ne contient pas
de point de $E$ ; puis, que $(\gamma_{3}, \gamma^{\prime})$ ne contient pas de point de $E$ ; et ainsi de
suite. $\Delta=(\gamma_{q}, \gamma^{\prime})$ ne contient donc pas de point de $E$ . Nous avons ainsi
achev\’e la d\’emonstration de l’\’equivalence.

4. Remarque. Nous avons vu que les trois d\’efinitions de pseudoconcavit\’e
d’ordre $q$ sont \’equivalentes l’une \‘a l’autre. D’ailleurs, la d\’emonstration pr\’ec\’e-
dente montre que tout ensemble pseudoconcave d’ordre $q$ satisfait au th\’eor\‘eme
de la continuit\’e $(C)$ sous la forme globale. A savoir, supposons que $E$ soit un
ensemble pseudoconcave d’ordre $q$ dans un domaine $D$ de $n$ variables complexes
$x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots$ , $x_{n}$ , que, pour $0<\gamma_{i}^{\prime}<r_{i}$ ($i=1,2,$ $\cdots$ , q) et pour $0<\rho_{i}^{\prime}<\rho_{i}(i=q+1$ ,
$q+2,$ $\cdots$ , $n$), aucun des ensembles $\Delta_{0},$ $\Delta_{q+1},$ $\Delta_{q+2},$ $\cdots$ , $\Delta_{n}$ d\’efinis par

$\Delta_{0}$ : $|x_{i}-x_{i}^{0}|<r_{i}^{\prime}(i=1,2, \cdots q)$ , $|x_{i}-x_{\iota}^{0}|<\rho_{i}(i=q+1, q+2, \cdots n)$ ;
$\Delta_{k}$ : $|x_{i}-x_{t}^{0}|<r_{i}(i=1,2, \cdots q)$ , $|x_{i}-x_{i}^{0}|<\rho_{i}(q+1\leqq i\leqq n, i\neq k)$ ,
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$\rho_{k}^{\prime}<|x_{k}-x_{k}^{0}|<\rho_{k}$ ,

pour $k=q+1,$ $q+2,$ $\cdots$ , $n$ , ne contienne de point de $E$ et que le polycylindre

$\Delta:|x_{t}\cdot-x_{i}^{0}|<r_{i}(i=1,2, \cdots q)$ , $|x_{i}-\chi_{i}^{0}|<\rho_{i}(i=q+1, q+2, \cdots ?\iota)$ ,

soit contenu dans $D$ , alors $\Delta$ ne contient pas de point de $E$ .

\S 2. R\’esultats connus.

5. Th\’eor\‘eme de Hartogs concernant les ensembles pseudoconcaves. Les
ensembles pseudoconcaves ont \’et\’e \’etudies pour la premi\‘ere fois par F. Hartogs
[4], dont un des r\’esultats est le

TH\’EOR\‘EME DE HARTOGS. Soit $\Gamma:|x_{i}|<\rho_{i}$ $(i=1,2, \cdots , n-1)(\rho_{i}>0)$ un
polycylindre dans l’espace de $n-1$ variables $x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots$ , $\chi_{n-1}$ et soit $\Gamma^{\gamma}$ : $|y|<r$

$(r>0)$ un cercle dans le plan d’une variable $y$ . Soit $E$ un ensemble pseudo-
concave dans le polycylindre $(\Gamma, \Gamma^{\prime})$ . Supposons que, pour chaque point $(\xi_{1}$ ,
$\xi_{2},$ $\cdots$ , $\xi_{n-1}$) dans $\Gamma$ , il existe un et un seul point $\eta=\varphi(\xi_{1}, \xi_{2}, \cdots , \xi_{n-1})$ dans
le cercle $\Gamma^{\prime}$ tel que $(\xi_{1}, \xi_{2}, \cdot.. , \xi_{n-1}, \eta)$ appartienne \‘a E. Alors, $\varphi(x_{1}, x_{2}, \cdot.. , x_{n-1})$

est une fonction holomorphe dans $\Gamma$ et $E$ est une surface analytique dans
$(\Gamma, \Gamma^{J})$ donn\’ee par $y=\varphi(x_{1}, x_{2}, \cdots , x_{n-1})$ .

6. G\’en\’eralisations dues \‘a Oka. Le theor\‘eme de Hartogs ci-dessus a \’et\’e
g\’en\’eralis\’e par K. Oka [8] dans le cas de deux variables et par T. Nishino [7],

avec une d\’emonstration compl\‘ete, dans le cas de $n$ variables. Pour \’enoncer

leur th\’eor\‘emes, donnons d’abord la notion de capacit\’e.
Soit $e$ un ensemble dans l’espace de $n$ variables complexes $x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots$ , $x_{n}$ et

soit $P$ un point de $e$ . Nous appelons $P$ point $(\alpha)$ de $e$ , si toute fonction
plurisousharmonique dans un voisinage quelconque $U$ de $P$ , prenant la valeur
$-\infty$ sur $e\cap U$ , se r\’eduit \‘a la constante $-\infty$ dans $U$ . Un ensemble est dit de
capacit\’e nulle s’il est reunion d\’enombrable d’ensembles n’ayant aucun point $(\alpha)$ .
Un ensemble qui n’est pas de capacit\’e nulle sera dit de capacit\’e non nulle6).

La premi\‘ere g\’eneralisation, due \‘a K. Oka, du th\’eor\‘eme de Hartogs est le
TH\’EOR\‘EME A. Soit $D$ un domaine dans l’espace de $n-1$ variables complexes

$x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots$ , $x_{n-1}$ et soit $E$ un ensemble pseudoconcave dans le domaine $(D, |y|<\infty)$

de $n$ variables $x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots$ , $x_{n-1},$ $y$ . Supposons que, pour tout point $(\xi_{1}, \xi_{2}, \cdots , \xi_{n-1})$

de $D$ , la section $E(\xi_{1}, \xi_{2}, \cdots , \xi_{n-1})$ de $E$ par le plan $x_{1}=\xi_{1},$ $x_{2}=\xi_{2},$ $\cdots$ , $x_{n-1}=\xi_{n-1}$ ,
regard\’ee comme ensemble dans le y-plan, est born\’ee et qu’il existe un ensemble
$e$ de capacit\’e non nulle dans $D$ tel que, pour tout point $(\xi_{1}, \xi_{2}, \cdot.. , \xi_{n\leftarrow 1})$ de $e$ la
section $E$ $(\xi_{1}, \xi_{2}, \cdots , \xi_{n-1})$ se r\’eduise \‘a un nombre fini de points. Sous ces hypo-
th\‘eses, l’ensemble $E(x_{1}, x_{2}, \cdots x_{n-1})$ peut \^etre exprim\’e par une fonction alg\’ebroide
de $(x_{1}, x_{2}, \cdots x_{n-1})$ dans D. Donc, $E$ est une surface analytique dans le domaine

6) Voir T. Nishino [7].
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$(D, |y|<\infty)$ .
Soit $D$ un domaine dans l’espace de plusieurs variables complexes. Nous

appelons, avec T. Nishino [7], ensemble analytique g\’en\’eral irr\’eductible dans
$D1$‘ensemble dans $D$ obtenu, \‘a partir d’un germe d’ensemble analytique irr\’e-
ductible en un point dans $D$ , par le prolongement analytique autant que pos-
sible dans $D$ .

Ceci etant fait, la deuxi\‘eme g\’en\’eralisation, due \‘a Oka, du th\’eor\‘eme de
Hartogs s’enonce sous la forme suivante:

TH\’EOR\‘EME B. Soit $D$ un domaine dans l’espace de $n-1$ variables $x_{1},$ $x_{2}$ ,
, $x_{n-1}$ et soit $E$ un ensemble pseudoconcave dans le domaine $(D, |y|<\infty)$ de

$n$ variables $x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots$ , $x_{n-1},$ $y$ . Supposons que, pour tout point $(\xi_{1}, \xi_{2}, \cdots , \xi_{n-1})$ de
$D$ , la section $E(\xi_{1}, \xi_{2}, \cdots , \xi_{n-1})$ de $E$ par le plan $\chi_{1}=\xi_{1},$ $x_{2}=\xi_{2},$ $\cdots$ , $x_{n\leftarrow 1}=\xi_{n-1}$

est borne\’e et qu’il existe un ensemble $e$ de capacit\’e non nulle dans le domaine
$D$ tel que, pour tout point $(\xi_{1}, \xi_{2}, \cdots \xi_{n-1})$ de $e$ , la section $E(\xi_{1}, \xi_{2}, \cdots , \xi_{n-1})$

consiste en un nombre d\’enombrable de points. Alors $E$ est r\’eunion au plus
d\’enombrable d’ensembles analytiques g\’en\’eraux irr\’eductibles, de dimension $n-1$ ,

dans le domaine $(D, |y|<\infty)$ .

\S 3. R\’esultats obtenus.

7. Projection des ensembles pseudoconcaves g\’en\’eraux. Le but de notre
travail est de montrer que le theor\‘eme de Hartogs et les deux th\’eor\‘emes A et
$B$ peuvent se g\’en\’eraliser au cas des ensembles pseudoconcaves d’ordre $q$ . Pour
ceci, le th\’eor\‘eme suivant, qui concerne la projection des ensembles pseudo-
concaves d’ordre $q$ joue un r\^ole principal.

TH\’EOR\‘EME I. Soient $D$ un domaine dans l’espace de 1 variables complexes
$x_{1},$ $x_{2},$

$\cdots$ , $x_{l}$ et $\gamma$ un polycylindre $|y_{1}|<R,$ $|y_{2}|<R$ , , $|y_{m}|<R$ ayant son centre
\‘a l’origine et son rayon $R>0$ dans l’espace de $m$ variables complexes $y_{1},$ $y_{2}$ ,
... , $y_{m}$ . Soit $E$ un ensemble pseudoconcave d’ordre $q$ dans le domaine $(D, \gamma)$ de
$l+m$ variables $x_{1},$ $x_{2}$ , $\cdot$ .. , $x_{l},$ $y_{1},$ $y_{2}$ , , $y_{m}$ . Supposons que $0\leqq q<lei$ que la
projection de $E$ sur l’espace des variables $y_{1},$ $y_{2},$ $\cdots$ , $y_{m}$ est contenu \‘a l’int\’erieur
complet de $\gamma$ . Alors, la projection de $E$ sur l’espace des variables $x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots$ , $x_{\iota}$

est un ensemble pseudoconcave d’ordre $q$ dans $D$ .
D\’EMONSTRATION. D’apr\‘es l’hypoth\‘ese, on $p^{\mathfrak{Q}}\vee ut$ choisir un nombre r\’eel

positif $R^{\prime}$ tel que $0<R^{\prime}<R$ et que la projection de $E$ sur l’espace $(y_{1}, y_{2}, \cdots , y_{m})$

soit contenu dans le polycylindre $\gamma^{\prime}$ : $|y_{j}|<R^{\prime}$ $(j=1,2, \cdots , m)$ . Prenons un
point $(x_{1}^{0}, x_{2}^{0}, \cdots , x_{\iota}^{0})$ dans $D$ et des nombres r\’eels $0<r_{i}^{\prime}<r_{i}$ ($i=1,2,$ $\cdots$ , q) et
$0<\rho_{i}^{\prime}<\rho_{i}$ $(i=q+1. q+2, \cdots , 1)$ . D\’ecrivons ensuite les domaines $\Delta_{0},$ $\Delta_{q+1},$ $\Delta_{q+2}$ ,

, $\Delta_{l}$ donn\’ees par
$\Delta_{0}$ : $|x_{i}-x_{i}^{0}|<r_{i}^{\prime}(i=1, 2, q)$ , $|\chi_{i}-\chi_{i}^{0}|<\rho_{i}(i=q+1, q+2, \cdots, l)$ ;
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$\Delta_{k}$ : $|x_{i}-x_{i}^{0}|<\gamma_{i}(i=1,2, \cdots q)$ , $|x_{i}-x_{\iota}^{0}|<\rho_{i}(q+1\leqq i\leqq l, i\neq k)$ ,

$\rho_{k^{\prime}}<|x_{k}-x_{k}^{0}|<\rho_{k}$ ,

$(k=q+1, q+2, \cdots , l)$ . Supposons que le polycylindre

$\Delta:|x_{i}-x_{i}^{0}|<r_{i}(i=1,2, \cdots q)$ , $|x_{i}-x_{i}^{0}|<\rho_{i}(i=q+1, q+2, \cdots 1)$ ,

soit contenu dans $D$ et qu’aucun des domaines $\Delta_{0},$ $\Delta_{q+1},$ $\Delta_{q+2},$ $\cdots$ , $\Delta_{l}$ ne contienne
de point de la projection $E_{0}$ de $E$ sur l’espace $(x_{1}, x_{2}, \cdots , x_{\iota})$ . Nous allons
montrer que $\Delta$ ne contient pas de point de $E_{0}$ . Dans l’espace $(x_{\iota},$ $x_{2},$ $\cdots$ , $x_{l}$ ,

$y_{1},$ $y_{2},$ $\cdots$ $y_{m}$), consid\’erons des domaines

$D_{0}$ : $|x_{i}-x_{i}^{0}|<r_{i}(i=1,2, \cdots q)$ , $|x_{i}-\chi_{i}^{0}|<\rho_{i}(i=q+1, q+2, \cdots 1)$ ,

$|y_{j}|<R(j=1,2, \cdots , m)$ ;
$D_{k}$ : $|x_{i}-x_{i}^{0}|<r_{i}$ ($i=1,2,$ $\cdots$ , q) , $|x_{i}-x_{\dot{t}}^{0}|<\rho_{i}(q+1\leqq i\leqq l, i\neq k)$ ,

$\rho_{k^{\prime}}<|x_{k}-x_{k}^{0}|<\rho_{k}$ , $|y_{j}|<R(j=1,2, \cdots m)$ ;
$D_{l+s}$ : $|x_{i}-x_{i}^{0}|<r_{i}(i=1,2, \cdots q)$ , $|x_{i}-x_{i}^{0}|<\rho_{i}(i=q+1, q+2, \cdots 1)$ ,

$|y_{j}|<R(1\leqq j\leqq m, j\neq s)$ , $R^{\prime}<|y_{s}|<R$ ,

pour $k=q+1,$ $q+2,$ $\cdots$ , 1, $s=1,2,$ $\cdots$ , $m$ . Alors, on voit imm\’ediatement que le
polycylindre

$D:|x_{i}-x_{i}^{0}|<r_{i}(i=1,2, \cdots q)$ , $|x_{i}-x_{i}^{0}|<\rho_{i}(i=q+1, q+2, \cdots 1)$ ,

$|y_{j}|<R(j=1,2, \cdots m)$ ,

est contenu dans $(D, \gamma)$ et qu’aucun des domaines $D_{0},$ $D_{q+1},$ $D_{q+2},$ $\cdots$ , $D_{\iota},$ $D_{\iota+1}$ ,
... , $D_{\iota+m}$ ne contient de point de $E$ . De la pseudoconcavit\’e d’ordre $q$ de l’en-
semble $E$ et de la remarque faite au n’4, il r\’esulte que $D$ ne contient pas de
point de $E$ . Donc, la projection $\Delta$ de $D$ sur l’espace $(x_{1}, x_{2}, \cdots , x_{l})$ ne contient
pas de point de la projection $E_{0}$ de $E$ . Il est d’ailleurs facile de voir que $E_{0}$

est ferm\’e dans $D$ et que la propri\’et\’e de $E_{0}$ que nous venons d’\’etudier est
invariante sous toute transformation, biunivoque et biholomorphe. des coordon-
n\’ees $x_{1},$ $x_{2},$

$\cdots$ , $x_{l}$ . La projection $E_{0}$ de $E$ est, donc, pseudoconcave d’ordre $q$

dans D. $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
8. Theor\‘emes. D’apr\‘es le th\’eor\‘eme I que l’on vient d’obtenir, on va

\’etablir les th\’eor\‘emes suivants II, III et IV, qui correspondent respectivement
au th\’eor\‘eme de Hartogs et aux th\’eor\‘eme A et $B$ du \S 2.

TH\’EOR\^EME II. Soient $D$ un domaine dans l’espace de $q$ variables complexes
$x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots$ , $x_{q}$ et $D^{\prime}$ un domaine dans l’espace de $p$ variables complexes $y_{1},$ $y_{2}$ ,
... , $y_{p}(p\geqq 1)$ . Soit $E$ un ensemble pseudoconcave d’ordre $q$ dans le domaine
$(D, D^{\prime})$ de $p+q$ variables $x_{1}$ . $x_{2},$ $\cdots$ , $x_{q}$ , $y_{1},$ $y_{2},$ $\cdots$ , $y_{p}$ . Supposons que, pour tout
point $(\xi_{1}, \xi_{2}, \cdots , \xi_{q})$ de $D$ , il existe un et un seul point $(\eta_{1}, \eta_{2}, \cdots , \eta_{p})$ dans $D^{\prime}$

tel que $(\xi_{1}, \xi_{2}, \cdots , \xi_{q}, \eta_{1}, \eta_{2}, \cdots , \eta_{p})$ appartienne \‘a E. Alors, chaque coordonn\’ee
$\eta_{j}$ ($j=1,2,$ $\cdots$ , p) \’etant r\’egard\’ee comme fonction $\varphi_{j}(\xi_{1}, \xi_{2}, \cdots \xi_{q})$ des $\xi_{i}$ d\’efinie
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dans $D$ , les fonctions $\varphi_{j}$
$(x_{1}, x_{2}, \cdot.. , x_{q})$ ($j=1,2$ , $\cdot$ .. , p) sont des fonctions holo-

morphes dans D. Donc, $E$ est un ensemble analytique de dimension $q$ dans
$(D, D^{\prime})$ donn\’e par $y_{j}=\varphi_{j}(x_{1}, x_{2}, \cdots , x_{q})C=1,2,$ $\cdots$ , $p$).

En effet, soit $(x_{1}^{0}, x_{2}^{0}, \cdot.. , x_{q}^{0}, y_{1}^{0}, y_{2}^{0}, \cdot.. , y_{p}^{0})$ un point de $E$ . Soit $\gamma^{\prime}$ un poly-
cylindre, contenu \‘a l’interieur complet de $D^{\prime}$ , d\’efini par $\gamma^{f}$ : $|y_{j}-y_{j}^{0}|<\rho(j=1,2$ ,
... , $p$). D’apr\‘es la d\’efinition de la pseudoconcavit\’e (A) d’ordre $q$, on peut
trouver un polycylindre $\gamma$ , contenu dans $D$ , autour de ( $X_{1}^{0},$ $X_{2}^{0},$ $\cdots$ , x\S ) assez petit
pour qu’il existe un polycylindre $\gamma^{\prime\prime}$ : $|y_{j}-y_{j}^{0}|<\rho^{\prime}$ ($j=1,2,$ $\cdots$ , p) avec $ 0<\rho^{\prime}<\rho$ ,

de telle mani\‘ere que, pour tout point $(\xi_{1}, \xi_{2}, \cdots , \xi_{q})$ de $\gamma$ , il $y$ ait au moins un
point $(\eta_{1}, \eta_{2}, \cdots , \eta_{p})$ de $\gamma^{\prime\prime}$ tel que $(\xi_{1}, \xi_{2}, \cdots , \xi_{q}, \eta_{1}, \eta_{2}, \cdots , \eta_{p})$ appartienne \‘a $E$ .
Consid\’erons, pour chaque $j=1,2,$ $\cdots$ , $p,$ la projection $E_{j^{\prime}}$ de $E^{\prime}=E\cap(\gamma, \gamma^{\prime})$

l’espace de $q+1$ variables $x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots$ , $x_{q},$ $y_{j}$ . Alors, pour $E^{\prime}$ et $E_{j}^{\prime}$ , les conditions
du th\’eor\‘eme I sont v\’erifi\’ees. Il en r\’esulte que $E_{j^{\prime}}$ est pseudoconcave d’ordre
$q$ dans le polycylindre $(\gamma, |y_{j}|<\rho)$ . D’ailleurs, pour tout point $(\xi_{1}, \xi_{2}, \cdots , \xi_{q})$ de
$\gamma$ , il existe un et un seul point $\eta_{j}=\varphi_{j}$ $(\xi_{1}, \xi_{2}, \cdot.. , \xi_{q})$ dans le cercle $|y_{\mapsto}y_{j}^{0}|<\rho$

du $y_{j}$-plan. Gr\^ace au th\’eor\‘eme de Hartogs, on voit que $\varphi_{j}$
$(x_{1}, x_{2}, \cdots , x_{q})$ est

une fonction, holomorphe dans $\gamma$ , donc holomorphe dans $D$ tout entier.
$c$ . $q$ . $f.d$ .

TH\’EOR\‘EME III. Soient $D$ un domaine dans l’espace de $q$ variables complexes
$x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots$ , $x_{q}$ et $D^{\prime}$ un domaine dans l’espace de $p$ variables complexes $y_{1},$ $y_{2}$ ,

, $y_{p}(p\geqq 1)$ . Soit $E$ un ensemble pseudoconcave d’ordre $q$ dans le domaine
$(D, D^{\prime})$ . Supposons que la projection de $E$ sur l’espace $(y_{1}, y_{2}, \cdots , y_{p})$ se trouve
dans l’int\’erieur complet de $D^{\prime}$ et qu’il existe un ensemble $e$ dans $D$ de capacit\’e
non nulle, tel que, pour tout point $(\xi_{1}, \xi_{2}, \cdots , \xi_{q})$ de $e$ , la section $E(\xi_{1}, \xi_{2}, \cdots , \xi_{q})$

de $E$ par le plan lin\’eaire $x_{1}=\xi_{1},$ $x_{2}=\xi_{2},$ $\cdots$ $x_{q}=\xi_{q}$ se r\’eduise \‘a un nombre fini
de points. Sous ces hypoth\‘eses, l’ensemble $E$ est un ensemble analytique dans
$(D, D‘)$ dont toutes les composantes irr\’eductibles ont la m\^eme dimension $q$.

On pourra d\’emontrer ce th\’eor\‘eme et le suivant d’apr\‘es le th\’eor\‘eme I et
les th\’eor\‘emes A et $B$ , comme on 1‘a fait pour le th\’eor\‘eme II.

TH\’EOR\‘EME IV. Soient $D$ un domaine dans l’espace de $q$ variables complexes
$x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots$ , $x_{q}$ et $D^{\prime}$ un domaine dans l’espace de $p$ variables complexes $y_{1},$ $y_{2}$ ,
. , $y_{p}(p\geqq 1)$ . Soit $E$ un ensemble pseudoconcave d’ordre $q$ dans le domaine
$(D, D^{\prime})$ . Supposons que la projection de $E$ sur l’espace $(y_{1}, y_{2}, \cdots y_{p})$ se trouve
dans l’int\’erieur complet de $D^{\prime}$ et qu’il existe un ensemble $e$ dans $D$ de capacit\’e
non nulle, tel que, pour tout point $(\xi_{1}, \xi_{2}, \cdot.. , \xi_{q})$ de $e$ , la section $E(\xi_{1}, \xi_{2}, \cdots , \xi_{q})$

de $E$ par le plan lin\’eaire $x_{1}=\xi_{1},$ $x_{2}=\xi_{2},$ $\cdots$ , $x_{q}=\xi_{q}$ consiste en un nombre au
plus d\’enombrable de points. Sous ces hypoth\‘eses, l’ensemble $E$ est r\’eunion au
plus d\’enombrable d’ensembles analytiques g\’en\’eraux irr\’eductibles, de dimension
$q$ , dans $(D, D^{\prime})$ .

K\^onan Universit\’e
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