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LE THEOREME DE FROBENIUS FORMEL

JUNIA BORGES BOTELHO

Introduction

L'etude des algebres de Lie filtrees non transitives a fait apparaitre une
certaine classe d'algebres de Lie que semble avoir une grande importance dans
cette theorie. Geometriquement ces algebres de Lie correspondent aux pseudo-
groupes infinitesimaux associes aux distributions involutives, i.e., complete-
ment integrables. II serait done souhaitable d'avoir pour ces algebres de Lie
un theoreme correspondant au theoreme de Frobenius classique pour les dis-
tributions. Dans ce travail on montre que chaque telle algebre de Lie (appelee
distribution involutive) est isomorphe a une distribution "canonique". D'une
maniere plus precise, soit V un espace vectoriel de dimension finie et S(F*)
P algebre de series formelles a coefficients dans le dual F* de F. Considerons
Palgebre de Lie D(V) des derivations de S(V*) munie de la structure naturelle
de S(F*)-module. Une distribution involutive L sur V sera une sous-algebre
de Lie de D(V) qui est au meme temps un sous-module libre de D(V) satis-
faisant en plus a une condition de regularite. Le resultat principal de ce travail
est que L est egal, a un automorphisme de D(V) pres, a un sous-module de
D(V) engendre par des derivations de la forme d/dxx, , djdxv, oύ xt e V.
La preuve de ce resultat s'ecarte de ce qui serait une traduction formelle de
la demonstration du theoreme de Frobenius classique et on peut s'attendre a
ce que notre methoque puisse servir de point de depart pour P etude algebrique
des systemes diίϊerentielles avec des singularites. L'outil principal utilise est la
cohomologie de Spencer d'un sous-espace U de F a valeurs dans grD(F).
Dans le § 2 on montre que cette cohomologie est triviale. Dans le paragraphe
final on reduit le probleme, en se servant de resultats cohomologiques, a un
probleme de prolongement d'homomorphisme d'algebres de Lie transitives.
On en deduit notre theoreme en utilisant des resultats de Rim [7] et Hayashi
[5].

Comme application du theoreme formel de Frobenius on peut donner une
demonstration immediate du Troisieme Theoreme Fondamental de Cartan [3],
[8], dans le cas particulier oύ Γ algebre de Lie en consideration est une dis-
tribution involutive. D'ailleurs, nous croyons pouvoir Putiliser dans Petude
des algebres de Lie filtrees non transitives.
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Ce travail, efϊectue a ΓUniversite de Sao Paulo, contient les principaux re-
sultats de la these de doctorat de Γauteur, faite sous Γorientation du Professeur
Alexandre A. M. Rodrigues. Je tiens a exprimer ma profonde reconnaissance
a A. Petitjean pour des nombreuses conversations sur ce travail.

1. Distributions

Dans tout ce travail K representera un corps commutatif de caracteristique
nulle et V un £-esρace vectoriel de dimension finie n. Nous munirons K de la
topologie discrete.

Solent S(V*) Γalgebre locale des series formelles a coefficients dans le dual
F* de V et Jί son ideal maximal. On note Jίk, k > 0, la ke puissance de Jί on
posera Jtk = S(V*) pour k < 0. Alors {Jίk}k^z est une filtration decroissante
sur S(V*) et *S(F*) munie de la topologie associee a cette filtration est une al-
gebre topologique complete sur K.

Soit D{V) l'algebre de Lie des derivations de S(V*). Pour k € Z, on note
Dk(V) l'ensemble des X <Ξ D(F) tels que X(Jί) c Jίk+\ Alors {Dk(V)}keZ

est une filtration decroissante sur D(V) qui confert a D(V) une structure d'al-
gebre de Lie filtree transitive et complete. Si L est une sous-algebre de Lie de
D(V) on notera par {Lk}k€Z la filtration induite sur L par la filtration de D(V).
Par ailleurs, D(V) possede une structure naturelle de »S(F*)-module libre de
rang n dont la loi externe est definie par (fX)(g) = f-X(g), pour /, g β

1.1. Definition. Une distribution de rang p sur V est un sous-*S(F*)-mo-
dule libre L de rang p de D(V) tel que dim^ L/L° .= p. Si en plus la distribu-
tion L est une sous-algebre de Lie de D(V) on dira qu'elle est involutive.

Remarquons que si {Yl9 , Yv) est une base d'une distribution L de rang
p, la condition dim^ L/L° = p s'exprime en disant que π(Y^), , π(Yp) sont
lineairment independants dans V oύ π: £>(F) —> Z)(F)/Z>°(F) ~ F est la pro-
jection canonique.

On note Aut S(V*) (resp. Aut D(V)) le groupe des automorphismes de l'al-
gebre filtree S(Y*) (resp. de l'algebre de Lie filtree D(F)). II est facile de voir
que si H e Aut S(V*), alors H* : Z e £)(F) -+HoXoH~ι<=: D(V) appartient a
Aut D(F).

Rappellons [6, th. 2.5, p. 456] le theoreme
1.2. Powr ίowί /ι e Aut D(F), // βjcύ^ H 6 Aut 5(F*) ί̂ wn seul tel que

h = //^. II en resulte
1.3. Lemme. 5/ /ι € Aut D(V) et L est une distribution involutive de rang

p, alors h(L) est aussi une distribution involutive de rang p.
Demonstration. C'est une consequence immediate de 1.2 et de la formule

H*(ίX) = H(f)H*Q0 oύ H 6 Aut S(V*).
Si x € F, on note 9/d t la derivation suivant le vecteur x, c'est a dire, la

derivation de S(V*) definie par
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θx • θ*ζSKV*)-»Σ
ί = l

L'application injective x e V —> d/dx e D(F) nous permet d'identifier V a une
sous-algebre abelienne de D(V).

Soit {JC1? , Xp} une famille libre de vecteurs de V. II est immediat que le
sous-S(F*)-module de D(V) engendre par d/dxl9 ,d/dxp est une distribu-
tion involutive de rang p. Le but de ce travail est de montrer que toute dis-
tribution involutive sur V est de cette forme, a un automorphisme de D(V)
pres.

La proposition suivante nous donne une caracterisation des distributions in-
volutives.

1.4. Proposition. Une distribution L est involutive si et seulement si il
existe une S(V*)-base {X19 , Xp) de L telle que [Xi9 Xj\ = 0 pour 1 < /,

]<p.

Demonstration. La condition est evidemment suffisante. Reciproquement,
soit {Y19 - - , Yp} une base quelconque de la distribution involutive L. Par le
remarque au-dessus, il existe une base {d/dx19 >,d/dxn} du 5(F*)-module
D(V) dans laquelle xt = π(Yi) pour 1 < / < p, oύ π: D(V) -+ V est la pro-
jection canonique. On peut done exprimer Yό = 2ϊ=i cήdjdxk oύ a) e S(V*).
II est clair que la matrice carree (cφ^j^^ est inversible. Soit (bJ

r\<rJ<p son
inverse et posons, pour 1 < r < p, Xr = J] J=1 b

j

rYό, on verifie que {Z1? , Zp}
est une base de L et que l'on a Z r = d/d*r + Tin

k=v+1c
k

rdldxk oύ cj 6 S(K*).
II en resulte que [Xt, Xj] est une combinaison *S(F*)-lineaire de {d/dxp+1, ,
djdxn). D'autre part, puisque L est supposee involutive et {Xl9 , Xp} est une
base de L, on peut ecrire [Z ί 5 Z^] = Σ?=i KjXr °u nh £ S(V*). Compte-tenu
des expressions anterieures des Xr, [Xt,Xj] s'ecrit sous la forme [X^Xj] =
Σ?=i KfildXr + Σΐ=P+ι lkijdldχk et> P a r s u i t e o n ^ P o u r 1 < ' < P, Kj = 0>
e'est a dire [Xu Xj] = 0 pour tout 1 < i9 j < p.

2. Cohomologie de Spencer d'un sous-espace U
de V a valeurs dans gr D(V)

Soit gr D(V) = φk€Z gτk D(V) Γalgebre de Lie graduee associee al'algebre
de Lie fiΓtree D(V). On se propose de calculer la cohomologie de U a valeurs
dans gr D(V) oύ U est un sous-espace vectoriel de V.

Rappelons [6, p. 454] qu'il existe un isomorphisme canonique Φ de Γespace
vectoriel V ® S(V*) sur D(V) defini par φ(x (x) /) = fd/dx. Au moyen de Φ
on transporte sur V (g) S(F*) la structure d'algebre de Lie filtree de D(V). Le
crochet ainsi defini sur V ® S(V*) est done donne par [x®f,y®g] — y ®
•(/3g/3jc) -x®(gdf/dy) et la filtration par (F (g) »S(F*))fc =^F®^f f c + 1. On
identifiera par la suite les algebres de Lie filtrees D(V) et V ® *S(F*) au moyen
de Φ. II s'ensuit que gτkD(V) sera egale a 7(8)S*+1(K*). Plus precisement,
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un element Y e gτk D(V) s'identifϊera a Γelement de V ® (S f c + 1(F))* ~ V ®
Sk+1(V*) defini par

y r y*+i 6 s*+ 1(F) -> [y*+i, [ bΊ, Π •]] e F .

Soit maintenant C/ un sous-espace vectoriel de F et {x1? , xn) une base de
V telle que {xl9 , xp} soit une base de U. On note { t1, , xn) la base duale
de {xl9 , xn] et / Γinclusion de £/ dans V.

Definissons δk+1: F ® ,Sfe+1(F*) -> F (x) 5 f c(F*) (x) F * par ̂ fe+1(Z)(x) = [Λ:, X]
oύ J^ e 7®5* + 1 (K*) et x 6 F . On posera d*+1'° = (id®/*) o δk+1: F ® 5 f c + 1 ( F * )
-^ F ® 5 fc(F*) (x) t/* et Γon definira, pour 1 < m < p - 1, d*+i-m,m : ^ (8>

m ( ^ * ) (g) ^ m + l jr;* p a r ^Λ + l - m . m ^ ® w ) =

-m(^*) et w € Λ w ^ * On verifie que, pour
t (X) P (8) W 6 F ® 5* + 1 - ^ ( F * ) (g) y\m j / * j o n a f̂c + l-m.m^ (g) p ® W ) = 2 ? β l ί
® a P / a ^ (x) /*(JCO Λ w et par suite on peut ecrire dk+1-m>m = iάv <g) a f c + 1"m 'm

oύ afc+1-^'^ : sk+1-m(y*) (x) /\ w ί7* -> ,S fc-w(F*) ® Λ m + 1 c / * ? q
u e I'^n notera

simplementa, s'exprime par d(P(x)w) = 2 ? = 1 3 P / 3 ^ ® / * ( J C * ) Λ w. II est facile
de voir que

(2 1) sk+1(V*) - ^ sk(V*) ® ^ * -^-> ί*- 1 ^*) ® Λ 2 ^ * •

• — • sk+1~p(v*) ® Λ p ^ * — • o

est un complexe, i.e., 3o3 == 0. En plus dk+1~mim, que Γon notera simplement
d, n'est autre que Γoperateur cobord du complexe de Spencer d'ordre k de U
a valeurs dans gr D(V):

0 > V ® S f e + 1(F*) - ^ > F ® 5 fe(F*) ® U*

( 2 ' 2 ) - ^ > F ® Sk~KV*) ® Λ 2 1/* > ' '

— > v ® sk+1-*(y*) ® ΛP ^* —> °

et dont on notera Hsr(U, D(V)) la cohomologie en F ® 5 r (F*) ® f\s U*.
On va montrer que ces groupes de cohomologie sont nuls en considerant le

complexe dual de (2.1).
2.3. Lemme. Soit 3* : Sr~\V) ® f\ m + 1 U -> 5 r (F) ® Λ m ί7 Γapplication

transposέe de Γoperateur d de (2.1). S/ β € Sr"1(F)J OΛ a

d*{Q®xtlA ••• Λ O

= Σ ( - D J ' + 1 ( ^ β ) ® ^ Λ Λ ^ , Λ Λ x,m+1 .

La demonstration de ce lemme est immediate.
2.4. Lemme. Pour tout r > 1 et tout m > 1, fa sw/te suίvante est exacte:
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(2.5) ^ - χ ( F ) <g> Λ m + 1 u - ^ > Sr(V) ® AmU - ^ > S r + 1 (F) <g> A w - 1 #

Demonstration. La preuve se fait par recurrence sur dim U. Inexactitude
est immediate si dim U = 1. On suppose que (2.5) est exacte pour dim U =
s — 1. Soit maintenant £/ de dimension s.

On considere un sous-espace Vf de £/ de codimension 1 et Γon prend xs e
U — U'. Soit F' un sous-espace de codimension 1 de V contenant V et ne con-
tenant pas xs. Si t e S^F) ® /\fc E/' et JC € £/, on definit % t et ί Λ x de la faςon
evidente. En utilisant ces notations, posons Ar>m = Sr(V) <g> /\mU', Br*m =
xs.(Sr-ι(V) (x) Λm U') et C r ' m = (5r(F) <g) A™"1 U') A x8.

II est clair Sr(V) (g) /\m U = Ar^m φ β r ' w 0 C r ' m et que d*Ar'm C ^^+ 1^- 1,
g*5r,m c βr + Lm-l e t g*Cr'm C Br + ̂ m~l 0 C^1'771"1. Suit ί € 5r(F) ® Λ™ ^
t = tA + tB + tc oύ tA e Ar>m, tB e Br>m et tc e Cr>m. En ecrivant tB = xs fB

et tc = t'c Λ x89 on obtient d*t = d*tA + x8'd*fB + (-l)m+1xs>t'c + d*fc A
xs. Si d*t = 0, on a done 3*^ = 0, jcβ (3*4 + (- l ) m + 1 4) = Oetd% Λ x5

= 0 e'est a dire d*tA = 0, d*t'B + (-l)m+% = 0 et 9*4 = 0. D'apres l'hy-
pothese de recurrence, tA est un cobord, i.e., tA = d*5^ oύ ^^ € y4^~1'm+1. On
a alors *B + tc = jc. ίi + ( - l ) w a * ^ Λx s = (- l ) w d*(4 Λ JC,), done t =

On en deduit
2.6. Theoreme. Powr ίowί s > I et tout r > 0, # 5 ' r(l/, D(F)) = 0.

3. Theoreme de Frobenius formel

Soit L une distribution involutive de rang p sur V. Compte-tenu de la pro-
position 1.4, il existe une base {X19 , Xp} de L telle que [Z i ? Xj] = 0 pour
I < h ί < P' On se propose de construire une base du 5(F*)-module D(V)
en adjoignant a Xl9 - -,XP une suite Xp+l9 -,Xn telle que [Xi9Xj] = 0
pour 1 < /, / < n.

3.1. Proposition. Pour 1 < k < n, soient Xl9 . , Zfc_! e D(F) /̂.y ŵ̂
[Z ί ? Xj] = 0 powr 1 < i, j < k - 1 et {πίXJ, , πiX^)} soit libre surJK.
II existe alors X 6 D(V) tel que, pour 1 < i < k — 1, [XUX] = 0 et que
{πiXJ, , Tri^.i), ^(Z)} ^o/ϊ //Z?re sur K.

Demonstration. On note Xr <z V ® *Sr+1(F*) la composante homogene
d'ordre r d'un element X e D(V). Si Y e D(V), remarquons que la composante
homogene d'ordre r de [Y, X] est [Y~\ Xr+1] + [Y°, Xr] + . + [Yr+\ X'1].
Par suite, dire que [Y, X] = 0 equivaut a dire que, pour tout r > — 1,
[Y-\Xr+1] + [Y\Xr] + + [Yr+\X-1] = 0.

On cherche un element X de D(F) tel que, pour 1 < / < k — 1 et pour
tout r > -1

(3.i)r [^rS-arr+1] + [^?^r] + + [xr\x-ιλ = o .

Pour cela choisissons Z" 1 = xk oύ {JC1? , xn} est une base de F telle que,
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pour 1 <i<k- 1, xt = τr(X,). On definit X° e V® V* par X\xt) = X%xk)
pour 1 < i < k — 1 Z°(^) = 0 pour k < i < n. II est clair que (3.1)_! est
satisfaite. On continue par recurrence en supposant connues les composantes
X~\ X°, ., Xq~ι de X satisfaisant (3. 1\ pour / = 0, , q — 2 et on calculera
Xq. Soit U le sous-espace de V engendre par {χ19 , JC*^}. On considere le
complexe defini en (2.2)

0 > V ® Sq+1(V*) - ^ > F (8) 5«(K*) (x) t/*

- ^ > F <g) ^ ( F * ) (x) Λ2 ί/* >

La condition (3.1)9_! nous amene a definir Z^e V ® 59(F*) (x) t/* par

β % X*--1] , 1 < / < it - 1 .
S=-l

Un calcul direct montre que dZq = 0. (Rappelons que dZ« € F ® S9"1^*) (x)
Λ2 U* s'exprime par dZq(xt A Xj) = [xi9Z*(xj)] - [x^Z^x,)]). D'apres le
theoreme 2.6, il existe Xq e V (x) 5Q+1(F*) tel que JZ« = Zq. II est alors im-
mediat que X~\ X\ - , Z ^ 1 , Xq verifient (3.1)e_x.

De ce qui precede et de la proposition 1.4, il resulte
3.2. Corollaire. Sozϊ L wπe distribution involutive de rang p sur F. //

existe une base {Xl9 , Xn) de D(V) telle que {Xl9 , Xp} soit une base de
L et que [Xi9 Xj] = 0, pour 1 < /, / < n.

On peut maintenant enoncer et demonstrer notre resultat central.
3.3. Theoreme de Frobenius formel. Soit L une distribution involutive

de rang p sur V. Si {yl9 , yn} est une base de F, // existe un automorphisme
h de D(V) tel que h(L) soit engendre par {d/dyl9 , d/dyp}.

Demonstration. Soit {Xl9 , Xn) une base de D(V) satisfaisant aux con-
ditions du corollaire 3.2. On considere les sous-espaces vectoriels M et N de
D(V) engendres par {Xl9 , Xn) et {d/dy19 , d/dyn} respectivement. II est
clair que M et N sont des sous-algebres de Lie abeliennes et transitives de D(V).
On considere Γisomorphisme hλ\ M -+ N d'algebres de Lie filtrees defini par
h^Xi) = d/dyi9 pour 1 < i < n. D'apres [5, th. 1, p. 8] il existe une exten-
sion unique de hλ en un automorphisme h de Γalgebre de Lie filtree D(F).
D'apres 1.2 la distribution involutive h(L) est engendree par {d/dyl9 , djdyv).

3.4. Exemple. Soient F un espace vectoriel de dimension 2, {xl9 x2} une
base de F et {x\ x2} sa base duale. Soit L = S(V*)X1 oύ X, = d/dx, + x1d/dx2.
II est clair que L est une distribution involutive de rang 1 qui ne contient au-
cune derivation de la forme d/dx avec xzV. Soit H 1'automorphisme de S(F*)
defini par

H(xι) = xι , H(x2) = — (JC1)2 + x2

Posons h = H*. Alors la distribution involutive h{L) est engendree par djdxλ.
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4. Notations

S{V*): algebre des series formelles a cofficients dans le dual F* d'un
espace vectorial V

Jt: ideal maximal de S(V*)
{Jί%ιZ\ filtration de S(F*)
D(V): algebre de Lie filtree des derivations de S(V*)

{D(V)}kez filtration de D(F)
Aut S(V*): groupe des automorphismes de Γ algebre filtree S(V*)
AutD(F): groupe des automorphismes de algebre de Lie filtree D(V)
gr (V) = Θ grk D(V): algebre de Lie graduee associee a D(V)
Xr: composante homogene d'ordre r d'un element X de D(V)
{Lk}kζZ - filtration sur la sous-algebre L de D(V) induite par {D(V)}kζZ

gτk L: noyau de Γepimorphisme canonique L/Lk —» L/Lk~λ

gr L = 0 grfc L: algebre de Lie graduee associee a {Lk}k<ίZ

d: operateur cobord du complexe (2.1)
d: operateur cobord du complexe de Spencer de U a valeurs dans

grD(F)
Hsr(U, D(V)): cohomologie du complexe de Spencer de U a valeurs dans

π: projection canonique de D(V) sur D(V) /D°(V)
H* : automorphisme de D(V) derive de H e Aut S(F*)

Bibliographic

[ 1 ] N. Bourbaki, Algebre commutative, Hermann, Paris, 1950, chap. 3.
[ 2 ] , Algebre, Hermann, Paris, 1967, chap. 4.
[3 ] H. Goldschmidt, Sur la structure des equations de Lie: I. Le troisieme theoreme

fundamental, J. Differential Geometry 6 (1972) 357-373.
[ 4 ] V. Guillemin & S. Sternberg, An algebraic model of transitive differential geo-

metry, Bull. Amer. Math. Soc. 70 (1964) 16-47.
[ 5 ] I. Hayashi, Embedding and existence theorems of infinite Lie algebras, J. Math.

Soc. Japan 22 (1970) 1-14.
[ 6 ] A. Petitjean, Prolongements d'homomorphismes d'algebres de Lie filtrees transi-

tives, J. Differential Geometry 9 (1974) 451-464.
[ 7 ] D. S. Rim, Deformations of transitive Lie algebras, Ann. of Math. 83 (1966)

339-357.
[ 8 ] A. M. Rodrigues, Theoreme de realisation pour les algebre de Lie filtrees transi-

tives, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. A-B, 270 (1970) A192-A194.

UNIVERSIDADE DE SAO PAULO






