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LE THEOREME DE FROBENIUS FORMEL

JUNIA BORGES BOTELHO

Introduction

L’étude des algebres de Lie filtrées non transitives a fait apparaitre une
certaine classe d’algebres de Lie que semble avoir une grande importance dans
cette théorie. Géométriquement ces algébres de Lie correspondent aux pseudo-
groupes infinitesimaux associés aux distributions involutives, i.e., complete-
ment intégrables. Il serait donc souhaitable d’avoir pour ces algebres de Lie
un théoréme correspondant au théoréme de Frobenius classique pour les dis-
tributions. Dans ce travail on montre que chaque telle algebre de Lie (appelée
distribution involutive) est isomorphe a une distribution ‘“‘canonique”. D’une
maniére plus précise, soit ¥ un espace vectoriel de dimension finie et S(V/*)
I’algebre de séries formelles a coefficients dans le dual V* de V. Considérons
I’algebre de Lie D(V) des dérivations de S’(V*) munie de la structure naturelle
de S(V*)-module. Une distribution involutive L sur V sera une sous-algebre
de Lie de D(V) qui est au méme temps un sous-module libre de D(V) satis-
faisant en plus a une condition de regularité. Le résultat principal de ce travail
est que L est egal, a un automorphisme de D(V) pres, a un sous-module de
D(V) engendré par des dérivations de la forme 9/dx,, - - -,3/dx,, ou x; € V.
La preuve de ce résultat s’écarte de ce qui serait une traduction formelle de
la démonstration du théoréme de Frobenius classique et on peut s’attendre a
ce que notre méthoque puisse servir de point de départ pour I’étude algébrique
des systemes différentielles avec des singularités. L’outil principal utilisé est la
cohomologie de Spencer d’un sous-espace U de V & valeurs dans gr D(V).
Dans le § 2 on montre que cette cohomologie est triviale. Dans le paragraphe
final on réduit le probléme, en se servant de résultats cohomologiques, a un
probleme de prolongement d’homomorphisme d’algébres de Lie transitives.
On en déduit notre théoréme en utilisant des résultats de Rim [7] et Hayashi
[5].

Comme application du théoréme formel de Frobenius on peut donner une
démonstration immédiate du Troisiéme Théoréme Fondamental de Cartan [3],
[8], dans le cas particulier ou I’algébre de Lie en considération est une dis-
tribution involutive. D’ailleurs, nous croyons pouvoir I'utiliser dans 1’étude
des algebres de Lie filtrées non transitives.
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Ce travail, effectué a I’Université de Sdo Paulo, contient les principaux ré-
sultats de la thése de doctorat de I’auteur, faite sous 1’orientation du Professeur
Alexandre A. M. Rodrigues. Je tiens a exprimer ma profonde reconnaissance
a A. Petitjean pour des nombreuses conversations sur ce travail.

1. Distributions

Dans tout ce travail K représentera un corps commutatif de caractéristique
nulle et ¥ un K-espace vectoriel de dimension finie n. Nous munirons K de la
topologie discréte.

Soient S(VV*) I’algebre locale des séries formelles a coefficients dans le dual
V*de V et # son idéal maximal. On note .#*, k > 0, la k° puissance de .# ; on
posera M = S(VF) pour k < 0. Alors {#*},. , est une filtration décroissante
sur S(V*) et §(V*) munie de la topologie associée a cette filtration est une al-
gebre topologique compléte sur K.

Soit D(V) I’algebre de Lie des dérivations de S(V*). Pour k ¢ Z, on note
D%(V) I’ensemble des X e D(V) tels que X(#) C 4**'. Alors {D*(M)}iez
est une filtration décroissante sur D(V) qui confert & D(V) une structure d’al-
gebre de Lie filtrée transitive et compléte. Si L est une sous-algébre de Lie de
D(V) on notera par {L*},. ; la filtration induite sur L par la filtration de D(V).
Par ailleurs, D(V) possede une structure naturelle de S(V*)-module libre de
rang n dont la loi externe est définie par (fX)(g) = f-X(g), pour f, g ¢ S*)
et X e D(V).

1.1. Definition. Une distribution de rang p sur V est un sous-S(V*)-mo-
dule libre L de rang p de D(V) tel que dimy L/L" = p. Si en plus la distribu-
tion L est une sous-algebre de Lie de D(V) on dira qu’elle est involutive.

Remarquons que si {Y, - - - -, Y} est une base d’une distribution L de rang
p, la condition dim, L/L® = p s’exprime en disant que #(Y,), - - -, n(Y,) sont
linéairment indépendants dans V ou n: D(V) — D(V)/D'(V) =~ V est la pro-
jection canonique.

On note Aut S‘(V*) (resp. Aut D(V)) le groupe des automorphismes de 1’al-
gebre filtrée SW*) (resp. de I’algebre de Lie filtrée D(V)). 1l est facile de voir
que si H e Aut S(V*), alors H,:XeD(V)— HoXoH'eD(V) appartient a
Aut D(V).

Rappellons [6, th. 2.5, p. 456] le théoréme

1.2. Pour tout h e Aut D(V), il existe H e Aut S(V*) et un seul tel que
h = H,. Il en resulte

1.3. Lemme. Sihe AutD(V) et L est une distribution involutive de rang
p, alors h(L) est aussi une distribution involutive de rang p.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de 1.2 et de la formule
H,(fX) = H(HH(X) ot H e Aut S(V'*).

Si xe V, on note 9/ox la dérivation suivant le vecteur x, c’est a dire, la
dérivation de S(V*) définie par
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k A
0,0, € SEV*) - X 0,(x)0,- -0, -0, € S(V*) .
i=1

L’application injective x € V' — 9/dx ¢ D(V) nous permet d’identifier ¥ a une
sous-algebre abélienne de D(V).

Soit {x,, - - -, x,} une famille libre de vecteurs de V. Il est immédiat que le
sous-S(V*)- module de D(V) engendré par 9/dx,, - - -,d/0x, est une distribu-
tion involutive de rang p. Le but de ce travail est de montrer que toute dis-
tribution involutive sur V est de cette forme, & un automorphisme de D(V)
pres.

La proposition suivante nous donne une caractérisation des distributions in-
volutives.

1.4. Proposition. Une distribution L est involutive si et seulement si il
existe une S(V*)-base {X,, ---,X,} de L telle que [X;,X;] =0 pour 1 < i,
i<p.

Démonstration. La condition est évidemment suffisante. Réciproquement,
soit {Y,, -+, Y} une base quelconque de la distribution involutive L. Par le
remarque au—dessus il existe une base {d/dx,, - --,d/9x,} du S(V*)-module
D(V) dans laquelle x; = z(Y;) pour 1 < i < p, ou z: D(V) — V est la pro-
jection canonique. On peut donc exprimer Y ; = 31%_, d%0/ox, ou d* e S(*).
Il est clair que la matrice carrée (a%),<; ;<, st mvers1ble Soit (b? )19, j<p SON
inverse et posons, pour 1 <r < p, X, = >;?_,b]Y ;; on vérifie que {Xl, .
est une base de L et que 'on a X, = 8/dx, + Y% ,.,¢%/dx, ol cke S(V*)
Il en résulte que [X, j] est une combinaison S(V*)-linéaire de {0/0x,,40, ++ -,
d/0x,}. D autre part, puisque L est supposée involutive et {X,, -+, X,} est une
base de L, on peut écrire [X;, X;] = X 2_, hj;X, ou h; e S*). Comptc-tenu
des expressions antérieures des X,, [X,, X j] s’écrit sous la forme [X;, X ;] =

P hi0/0x, + k- l0/0x, et, par suite on a, pour 1 < r < p, hl; =0,
c’est a dire [X,;, X;] = O pour tout 1 < i, j < p.

2. Cohomologie de Spencer d’un sous-espace U
de V a valeurs dans gr D(V)

Soit gr D(V) = @, gr, D(V) ’algebre de Lie graduée associée a I’algébre
de Lie filtrée D(V). On se propose de calculer la cohomologie de U a valeurs
dans gr D(V) ou U est un sous-espace vectoriel de V.

Rappelons [6, p. 454] qu’il existe un isomorphisme canonique @ de I’espace
vectoriel ¥V ® S(V*) sur D(V) défini par O(x ® f) = fd/ox. Au moyen de @
on transporte sur V ® S(V*) 1a structure d’algebre de Lie filtrée de D(V). Le
crochet ainsi défini sur ¥V ® S(V*) est donc donné prx®fyRgl=y®
(fog/ox) — x &® (gdf/dy) et la filtration par (V ® SNt =V ® A**'. On
identifiera par la suite les algébres de Lie filtrées D(V) et V & S(V*) au moyen
de @. 11 s’ensuit que gr, D(V) sera égale a V @ S**'(V*). Plus précisement,
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un élément Y e gr, D(V) s’identifiera a I’élément de V Q@ (S**'(V)* =~ V ®
Sk+1(V*) défini par

Vit Vs €8V = [y, [+ [y, Y- Tl e V.

Soit maintenant U un sous-espace vectoriel de V et {x,, - - -, x,} une base de
V telle que {x,, - - -, x,} soit une base de U. On note {x', - - -, x"} la base duale
de {x,, - - -, x,} et i I’inclusion de U dans V.

Définissons ¢¥*': V' ® SEH{(V*) — V Q@ S¥(V*) @ V* par 6 1(X)(x) = [x, X1
ouX e VRS (FV*)etx e V. On posera d**10 = (id®i*) o 6¥+1: V Q SE+1(V*)
— V& S¥(V*) Q@ U* et 'on définira, pour 1 < m < p — 1, detl-mm: P ®
SkH-m(p*) ® /\m U* -V Q@ S™V*) ® /\m+1 U* par dEti-mm (X @ w) =
a1 X) Awou X e V@ SH-m(V*) et we /™ U*. On vérifie que, pour
tQPRQweV RS mV*)Q® AN™U*, on adt ' ™ "tQPRw) = Y7t
® 6P /ox; ® i*(x*) A\ w et par suite on peut écrire d¥+'-™™ = id, ® gk*i-mm
ou gk+t-mem; SEHI-m(PE) @ A ™ U* — SE-m(V*) @ A™ U*, que ’on notera
simplement 9, s’exprime par d(P®@w) = >;7_,0P/ox; ®i*(x*) A w. Il est facile
de voir que

2.1) SEV*) —3—) SE(V*) ® U* —a—) S V) ® /\2 U* —>
e _)Sk+1_p(V*) ® /\p U* N 0

est un complexe, i.e., d0d = 0. En plus d**'~™™, que 1’on notera simplement
d, n’est autre que I’operateur cobord du complexe de Spencer d’ordre k de U
a valeurs dans gr D(V):

0>V RS s ¥ @ SHV*) @ U

2.2) YRS ® NUF —> - ..

—> VRSP (VHRQ NP U* —0
et dont on notera H*"(U, D(V)) la cohomologie en ¥V @ ST(V*) ® A*® U*.
On va montrer que ces groupes de cohomologie sont nuls en considerant le
complexe dual de (2.1).
2.3. Lemme. Soitd*:S5"'(V) @ A™"'U—S(V)® A™U Iapplication
transposée de I’operateur 3 de (2.1). Si Q e S"'(V), on a

FQ®x, A e A X))
m+1 R
= ]-Z=:1 (__1)f+1(xijQ) ®xi1 AN e A Xy, A e A Xipor »

La démonstration de ce lemme est immédiate.
2.4. Lemme. Pour tout r > 1 et tout m > 1, la suite suivante est exacte :
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25 ST @ AMU s )@ AU —5 SHF)R@ AU .

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur dim U. L’exactitude
est immédiate si dim U = 1. On suppose que (2.5) est exacte pour dim U =
s — 1. Soit maintenant U de dimension s.

On considére un sous-espace U’ de U de codimension 1 et 1’on prend x; ¢
U — U’. Soit ¥’ un sous-espace de codimension 1 de ¥ contenant U’ et ne con-
tenant pas x,. Sit e S/(V) @ A* U’ etx e U, on définit x-zet ¢t A x de la fagon
évidente. En utilisant ces notations, posons A”™ = S* (V) ® A™ U, B"™ =
XS MR A™U) et Co™ = (ST R A™ T U) N %,

Il est clair ST (M) @ A™ U = A»™ @ B»™ @ C™™ et que 9*4A™™ C A™*H"7,
a*Br,m C Brtlim-l et a*Cr,m C Brttm-1 @ C7'+1,m~1' Soit £ e Sr(V) ® /\m U,
t=1t,4+tg+toout,e A”™, tze B™ et tp e C™. En écrivant tp = x,-t}
et 1o =t /\ x,, on obtient 9%t = 9%t + x,-0%tp + (—D)™*lx,-tp + 0%, A
x,. Si 0%t = 0, on a donc 9*t, = 0, x,- 0%ty + (—1)™*t;) = 0 et 0*t; A x,
= 0 c’est a dire 9*t, = 0, 0%ty + (— D™, = 0 et 9*t, = 0. D’apres 1’hy-
pothése de récurrence, ¢, est un cobord, i.e., t, = d*p, ouy, € A”""™*, On
a alors 1z + tg = x,-ty + (—1D)™3*ty N\ x, = (—=1)"3*(tz N\ x;), donc ¢ =
0ma + (— D™ A x,).

On en déduit

2.6. Théoréme. Pour touts > 1 et toutr > 0, H>"(U,D(V)) = 0.

3. Théoréme de Frobenius formel

Soit L une distribution involutive de rang p sur V. Compte-tenu de la pro-
position 1.4, il existe une base {X, - - -, X} de L telle que [X;, X,;] = O pour
1 <i, j < p. On se propose de construire une base du S(V*)-module D(V)
en adjoignant a X,, ---, X, une suite X,,,, ---, X, telle que [X;,X;,] =0
pour 1 <i,j< n.

3.1. Proposition. Pour 1 < k < n, soient X,, --+,X;_, € D(V) tels que
(X, X;]=0pour 1 <i,j<k—1et{nX,),-,n(X;_)} soit libre surlK.
Il existe alors X e D(V) tel que, pour 1 <i<k —1, [X,,X] =0 et que
{n(X), - - -, 7(X;_), n(X)} soit libre sur K.

Démonstration. On note X" eV ® S™*'(V*) la composante homogéne
d’ordre r d’un élément X ¢ D(V). Si Y e D(V), remarquons que la composante
homogene d’ordre r de [Y, X] est [Y™!, X7*'] 4+ [Y°, X1 4+ -+ + [Y"*, X 1].
Par suite, dire que [Y,X] = 0 équivaut a dire que, pour tout r > —1,
Y4Lx*1+[Y,x1+. ... +[Y*,X'1=0.

On cherche un élément X de D(V) tel que, pour 1 < i < k — 1 et pour
tout r > —1

(3.1, X7 X + [XL X'+ -+ + [X7", X1 =0.

Pour cela choisissons X! = x, ou {x,, - - -, x,} est une base de V telle que,
que,
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pour 1 <i<k — 1, x; = n(X;). On définit X’ ¢ V ® V* par X°(x;) = X%Ux;)
pour 1 <i<k—1;X%,) =0pour k < i< n.lIlestclair que (3.1)_; est
satisfaite. On continue par récurrence en supposant connues les composantes
X1, X% ..., X% de X satisfaisant (3.1); pouri =0, - - -, g — 2 et on calculera
X Soit U le sous-espace de V engendré par {x,, - - -, x;_,}. On considére le
compléxe défini en (2.2)

d
00— VRSHT*) — VR SUV*) R U*
d
— VRSV N U* —>
La condition (3.1),_, nous améne a définir Z? ¢ V ® S4(V*) ® U* par

Zq(x)—Z[X*X"“] I1<i<k-—1.
Un calcul direct montre que dZ? = 0. (Rappelons que dZ% ¢ V ® STY(V*) ®
A\ U* s’exprime par dZ%(x; N\ x;) = [x;, Z%x,)] — [x;, Z4(x,)]). D’ aprés le
théoreme 2.6, il existe X% e V ® S4*(V*) tel que dX? = Z¢. 1l est alors im-
médiat que X', X°, - - -, X97', X9 verifient (3.1),_,.

De ce qui précéde et de la proposition 1.4, il résulte

3.2. Corollaire. Soit L une distribution involutive de rang p sur V. Il
existe une base {X,, - - -, X,} de D(V) telle que {X,, - - -, X} soit une base de
LetquelX;,X;] =0, pour1<i,j<n.

On peut maintenant énoncer et démonstrer notre résultat central.

3.3. Théoréme de Frobenius formel. Soit L une distribution involutive
derang psur V. Si{y,, - - -, y,} est une base de V, il existe un automorphisme
h de D(V) tel que h(L) soit engendré par {3/0y,, - - -,3/0y,}.

Démonstration. Soit {X, - - -, X} une base de D(V) satisfaisant aux con-
ditions du corollaire 3.2. On considére les sous-espaces vectoriels M et N de
D(V) engendrés par {X,, ---,X,} et {3/dy,, - - -, 0/3y,} respectivement. Il est
clair que M et N sont des sous-algébres de Lie abéliennes et transitives de D(V).
On considére I’isomorphisme k,: M — N d’algebres de Lie filtrées défini par
h(X;) = 8/dy;, pour 1 < i< n. D’apres [5, th. 1, p. 8] il existe une exten-
sion unique de A, en un automorphisme 4 de 1’algebre de Lie filtrée D(V).
D’aprés 1.2 la distribution involutive A(L) est engendrée par {3/dy,, - - -, /0y ,}-

3.4. Exemple. Soient VV un espace vectoriel de dimension 2, {x,, x,} une
base de V et {x!, x?} sa base duale. Soit L = SW*)X, ou X, =0/0x, + x'8/0x,.
Il est clair que L est une distribution involutive de rang 1 qui ne contient au-
cune dérivation de la forme /dx avec x ¢ V. Soit H I’automorphisme de Sw*)
défini par

H@EY) = 1, H@Ex) = %(xl)z 4 x?.

Posons & = H,. Alors la distribution involutive A(L) est engehdrée par d/ox,.
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4. Notations

SW#): algébre des séries formelles a cofficients dans le dual V* d’un
espace vectorial ¥V

M idéal maximal de S(V'*)

{ M} ez filtration de S(V*) A

D). algébre de Lie filtrée des dérivations de S(V'*)

{(D(M}ez: filtration de D(V) )

Aut S(V*):  groupe des automorphismes de 1’algebre filtrée S(V*)

Aut D(V):  groupe des automorphismes de algébre de Lie filtrée D(V)
gr (V) = @ gr, D(V): algebre de Lie graduée associée a D(V)

X composante homogéne d’ordre r d’un element X de D(V)

{L*hez: filtration sur la sous-algébre L de D(V) induite par {D(V)}ic 2

gr, L: noyau de I’épimorphisme canonique L/L* — L/L*"!

grL = ®@gr, L: algebre de Lie graduée associ€e a {L"}c ,

9: operateur cobord du complexe (2.1)

d: operateur cobord du complexe de Spencer de U a valeurs dans
grD(V)

Hs"(U,D(V)): cohomologie du complexe de Spencer de U a valeurs dans
gr D(V)

w: projection canonique de D(V) sur D(V)/ D"(I/)

H,: automorphisme de D(V) derivé de H e Aut S(VV'*)
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