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ANNEAUX D’ENTIERS DANS LE MEME GENRE

PAR
JacQuEs QUEYRUT!

Soit Z I’anneau des entiers et Q son corps des fractions. On fixe une cldture
algébrique Q de Q. Si N est une extension finie de Q incluse dans Q, on note
Gy le groupe de galois de Q sur N et Z,, 'anneau des entiers de N.

Soit I' un groupe fini.

On note &(T") 'ensemble des extensions finies N de Q incluses dans Q telles
que I' soit isomorphe a un sous-groupe du groupe des Q-automorphismes de
N. I‘Si N e &), Z,, a une structure de Z[I']-module de rang défini r =
[N :Ql

THEOREME A. Soient N et N’ deux extensions finies de Q et soit I' un groupe
fini. On suppose que:

(1) N et N’ appartiennent a &(T');

(2) Z, et Z,,. sont des Z|T'}-modules localement isomorphes.
Alors il existe un Z[T'}-module X de type fini sans Z-torsion et un isomorphisme
de Z[I'l-module de Z,, ® X dans Z,,, & X.

Ce résultat peut s’exprimer de la fagon suivante: soit ®© un ordre de Z dans
Q[T'], on note ¥,(D) le groupe de Grothendieck de la catégorie des ®-mod-
ules de type fini sans Z-torsion, modulo les suites exactes scindées (voir [6]).
Alors sous les hypothéses du théoréme 1, [Z ] = [Z,.] dans G (Z[T')).

Ce résultat a été conjecturé et démontré dans un cas particulier par S.M.J.
Wilson [12]. Dans le cas ou Z,, est un Z[I']-module projectif (cas modéré), Z
et Z[I']” sont dans le méme genre d’aprés un résultat de Swan [S] et A.
Frohlich a démontré le résultat plus précis suivant: pour tout N € &(I') tel
que Z,, soit un Z[T']-module projectif, alors [Z ] = r[Z[T']] dans %, (Z[T']) [3]
(voir [7], corollaire 1 au théoréme 1).

Dans le cas général le genre de Z, est encore mal connu. Toutefois, on
démontre ici qu’un théoréme de Leopoldt [5] se généralise sous la forme
suivante:

Pour tout idéal premier p, de N, on pose pour tout entier i,

T(by) = {y€T,v(x) —x € Py L,V x € Z,),
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e(py) =T} “lZyenfy ou |I}| désigne I'ordre de I et avec la convention que
e(py)=1si Ti(by) = {1}.

Soit ® = D(Zy,Q[I']) l'ordre de Z dans Q[I'] engendré par Z[I'] et les
idempotents e;(p,) pour tous les idéaux premiers p, et pour tout entier i
supérieur ou égal i 1. Pour tout Z[T'}-module M, on note M® le plus grand
sous-module de M stable par D.

On note enfin Toryr(Zy) le groupe de torsion donné par la suite exacte

0 - Toryry(Zy) — D(Zy,Q[T]) ®zrly — D(Zy,Q[T])Z, - 0.

THEOREME B. On suppose que T est cyclique, alors pour ® = D(Z,, Q[T)),
on a dans G4(D) I’égalité:

[Z%] - r[Z[r]SD] = Z‘[(ei+1(pN) - ei(’pN))TorZ[I‘/I‘,(pN)](ZII&(pN))].

bysi

Remarque. Si T est un D-module de torsion, on note [10] I’élément de
Y,(D) égal a [M]—[M'] ou M, M’ et T sont liés par une suite exacte
0> M - M->T-0et Met M’ sont des D-modules sans torsion.

En fait, Leopoldt traite le cas ou NT = Q; il montre de plus que
D(Zy,Q[T]) = {A€Q[T],AZy Cc Zy)

et que Z,, est libre sur D(Z,, Q[T']) engendré par un élément construit & I'aide
des sommes de Gauss associées aux caractéres de I'. Ce dernier résultat ici est
généralisé sous la forme du théoréme 3.1.

Dans le premier paragraphe, on définit la notion d’espaces résolvants et de
modules résolvants comme étant des éléments des groupes de Grothendieck
relatifs définis dans [8]. Il est donc fait largement appel & cet article pour toutes
les notions algébriques nécessaires ici. En particulier le théoréme A est démontré
en utilisant le diagramme (9) de [8].

Dans le deuxiéme paragraphe, on rappelle la définition des sommes de
Gauss galoisiennes et on leur associe un élément dans les groupes de
Grothendieck relatifs dont il est question ci-dessus.

Dans le troisiéme paragraphe, on étudie le cas des extensions cycliques; le
cas général du théoréme A en est déduit dans le dernier paragraphe. Comme
d’habitude la clé de la démonstration est le théoréme 3.1 qui donne le lien
entre les modules résolvants et les sommes de Gauss.

1. Espaces et modules résolvants

Soit N une extension séparable finie d'un corps K et soit I' un groupe
d’automorphismes de N laissant K fixe (K c NT).
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L’algébre K[I'] est munie d’une involution, notée A — A, définie par

A= DAY sid= Y Ay

yel yeTl’

On construit a partir de lapplication trace, notée iry g, une forme
hermitienne Try x de N sur K[I'] en posant

Tryx(x, y) = )y ryk(xy(»))y, ¥Yx,yeN

yeI‘
Onadonc: Try,x(v(x),y) =vTryx(x,y),

T"N/K(X’Y(J’)) = T"N/K(X, »)y!

pour tout y € T,

Soit Isg(N, K), 'ensemble des K-isomorphismes de N dans une cldture
séparable K de K contenant N; T est donc un sous-ensemble de Is . (N, K).

Soit G le groupe de Galois de K sur K, I'application qui & g € G associe
la restriction de g & N, notée Res¥(g), donne une bijection de ’ensemble des
classes Gx/G)y dans Isg(N, K). Par la suite on identifiera ces deux ensembles.

On note K[Isgx(N,K)] le K-espace vectoriel de base les éléments de
Isx (N, K), Vv € Is (N, K), voy~! appartient a Is . (N, K) pour tout y € T}
K[Isx(N, K)] a donc une structure de K [I']-module, telle que

y(zv:xvu) = zv:xv,yv = §xv(v°y"1).

Soit r le degré de NT sur K; r est le rang de N et de K[Is (N, K)] en tant
que K[I'J-modules.

On munit K[Isg (N, K)] d’'une forme hermitienne sur K[I'] en posant:

Vx=Yxp, Vy=Xyv, h(x,y)= X x,»,/r(v,w)
1 v

v, w
ou I est application de Is (N, K) dans K[T'] définie par:

Ir(v,w)=7y siw=vy avecyel
=0 sinon.

On a pour tout v dans T,
h(v(x),») =vh(x,y), h(x,v(y))=h(x, y)y~"
Enfin, on note Ty . l'application de K ® N dans K[Is (N, K)] définie par

Tyx(k®x)=k Y  v(x)v.

v€lsg(N,K)
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PROPOSITION 1.1. L’application Ty, i est une isométrie de K ®yN sur
K[Is ¢ (N, K)] munis respectivement des formes hermitiennes obtenues par exten-
sion des scalaires a partir de Try i et h.

Démonstration. Le fait que Ty x est une application bijective vient de
I’égalité des dimensions sur K et du théoréme d’indépendance des K-isomor-
phismes de N dans K. Il est clair que I’on a pour tout x, y € N,

h(TN/K(x)’TN/K(y)) = ZU(X)W(J’)IF(U’W)
=2 X o(x)vv(y)y

v yeT
= TrN/K(x’ ).

Soit (g, . . ., 6,) un systeme de représentants des orbites de I' dans Is . (N, K )
c’est une base orthogonale et normale de K [Is (N, K)] sur K[T] (h(s;, 0, ;) =
si i #j et h(o,0,)=1). L’application de K[Is (N, K)] dans K[F]’ qui a
A =X, associe (T A, .,y '), ,est une isométrie si on munit K[T']" de
la forme hermitienne canonique suivante:

((xi)i-

1,..., r’(yl i=1,. )—) nyz
i=1
Soit X, g,k (K[I]) le groupe de Grothendieck relatif, défini dans [8, § 2],
permettant de classifier les objets formés des triplets [V, a, W] ou V et W sont

des K[T']-modules de type fini et a est un K[I'}-isomorphisme de K ® (V" dans
K&, W

DEFINITION 1.2. L’élément [N, Ty g, K[Isg (N, K)]] de Ko,z x(K[T]) est
appelé espace résolvant de N dans K[Isg (N, K)]. On le note t x;r(N/K), ou
plus simplement r(N/K).

La proposition 1.1 montre que K ® kN est isomorphe a K[Isx(N, K)).
Comme I'extension des scalaires de K & K donne une injection de X,(K[I'])
dans J,(K[T)) [6, § 2], N est un K[I'}-module isomorphe & K[Is. (N, K)l.
Soit ¢ un tel isomorphisme.

Soit 8g,x I'homomorphisme de X(K[T)) dans Ko, z/x(K[T] qui, a
[K[T), a], associe [K[T], a, K[T']] et rend la suite suivante exacte (voir [8, § 1]):

H(K[T]) > #(RIT]) S oy g (K[T]) 0.
On a

SI?/K([I?[ISK(N’ I?)]’ Ty, °q’-1]) = [N’ Ty ks K[ISK(N, I?)]]
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Soit R(I") le groupe des caractéres virtuels de T', identifié & H(K[T)). Le
groupe X (K|[T']) est alors isomorphe 4 Hom(R(T'), K *) par I'application Det
(voir [8, § 1]). Si V est un K[I'}-module de caractére p,

Detp([I?[ISK(N, K)|, Ty/x° ‘Pﬁl])

est le déterminant de 'endomorphisme de Hom g (¥, K [Is (N, K )]) défini
par Ty, g ° e !

Soit R(K[T']) le sous-groupe de torsion de X}, g, x(K[I']). Le groupe G¢
opére sur X, g, x(K[I']) et sur R(K[I')).

ProposiTiON 1.3. (1) L’espace résolvant tyir(N/K) appartient a
R(K[T]Cx.

(2) L’application ¢ de ® = Hom(Gy, X (K[T'])) associée a t gr(N/K)
(voir [8, § 2, proposition 2.3)) est définie par

¢(g) = [K [Isg (N, K)], 8]
ol g € G opeére sur Isg(N, K) parv — gov.
(3) Soit Wy ,.(p) la partie infinie de la constante de I’ équation fonctionnelle

des séries L d’Artin (voir [13, définition 7.2]). Pour tout caractére symplec-
tique p,

— -1
Det, ([Q[Iso(N. Q)] Ty q° ¢ ] ) Wo, (IndSer(p))
est un nombre totalement réel et positif quel que soit ¢.

Remarque. D’aprés la proposition 1.3 de [8], r (N /Q) est déterminé de
fagon unique par la proposition 1.3 ci-dessus.

Démonstration. Soit N’ la cldture galoisienne de N sur K dans K. Par

restriction & N’ ® ¢ N (inclus dans K ® ¢N), Ty ,x définit un K[T'] isomor-
phisme de N’ ® ;N dans N '[Is, (N, K)]. On a

[N’ ®xN, Ty, x, N'[Isg (N, K)]| = n[N, Ty, x, K [Isx (N, K)] = 0
si n=[N’: K]. Donc tgr(N/K) appartient & R(K[T']).

Soit g € Gy; on note g* I'endomorphisme de K[Is (N, K )] qui, & XA 0,
associe ©,g (A ,)v. Par définition de P’action de Gy sur X (K[T]), on a

g([I?[ISK(N’ K)], Ty x (P_I])
[K[1sx (N, K], g% Tyx o9 o (%) 7.
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Soit (a,...,0,) un sytéme de représentants des orbites de T dans Is (N, K),
on a

g* °TN/K°q)_1 °(8*)_1(°i) = 8*°TN/K(1 ® (P_l(oi))

= g*(Zv(w‘l(oi))v)

v

=2 (g7 eveg ) (o0

= g(Tx o 97 (0;)).

On en déduit donc que

g([E[ISK(N’ K)], Ty/k e ‘P_I])
[K[Isg (N, K)], ] + [I_{[ISK(N’ K)], TN/K°(P_1]-

Comme 8%, ([K[Isx(N, K)], g]) = 0, cette relation achéve la démonstration
de la premiére partie de la proposition. La deuxiéme partie est alors immédiate.
La troisiéme partie se déduit de la proposition 2.5 de [4] en utilisant la base
(97%0));-1,..,, de N sur QIT].

Soit Ax un anneau de Dedekind de corps des fractions K et soit A, la
cloture intégrale de Ay dans N.

Soit ?Qrel(A x[T']) (resp. X 4(Ax[T]) le groupe de Grothendieck relatif
permettant de classifier les objets formés des triplets [M,a, M’] ou M et M’
sont des A4 [I']-modules de type fini sans torsion (resp. projectifs) et a est un
K|[T'J-isomorphisme de K ® , M sur K ® , M’ (voir [8, § 3]).

DEFINITION 1.4. Soit M un Ag[I']-module de type fini sans torsion (resp.
projectif) qui soit un réseau de A5 dans N et soit I un Ag[I']-module de type
fini sans torsion (resp. projectif) qui soit un réseau de A sans K[Isg (N, K)].
On appelle module radical de M dans I 'élément [M, Ty ¢, I] de ?e,‘,el(A %D
(resp. (‘%,rel(AK[P])))'

On le note r, r)(M, I) ou plus simplement r(M, I).

11 est clair que I'image par extension des scalaires de Ax a K de t,, (M, I)
dans X, g, x(K[T']) est égale & r g 1(N/K).

Soit Ry(F(Ak[T]) le sous-groupe de G o (Ax[I']) formé des €léments
[M,a, M’] tels que [K ®, M,a, K ®, M’] appartienne a R(K[T]DC* (voir
[8, § 2 et 3]). Daprés la proposition 1.3, rt, r)(M,I) appartient a
R o(€(A[T)).

Nous allons maintenant établir quelques propriétés fonctionnelles des mod-
ules résolvants.
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Restriction aux sous-groupes K—NT—N*—N

PROPOSITION 1.5.  Soit A un sous-groupe de T et soit Res2 I’homomorphisme
c{_e X, E/K(K[r]) (resp. ge, re(Ag[T]) dans xo,i('/K(K[A]) (resp.
Yo, ra(Ax[A)) obtenu a partir de la restriction des scalaires de T' a A. Alors

Res%(rK[r](N/K)) = rK[A](N/K)a
RCS%(I‘AKIF](M,I)) = rAK[A](M, I)

pour tous modules M et I vérifiant les conditions de la définition 1.4.

La démonstration est une conséquence immédiate des définitions.

Restriction aux sous-corps F—K—NT—N.

Soit F un sous-corps de K; si s est le degré de F sur K, N a une structure de
F[T']-module de rang rs.

LEMME 1.6. Soit 7, 7,,...,T, un systéme de représentants des classes de Gy
modulo G. Soit € l’isomorphisme

K ® K [Isg(N,K)] - I?[ISF(N K)],

k®z?\v—>k2 Z -(A,) 70,
v i=1
(1) L’élément [K([Isg(N, K)), g, F[Isg(N, K)]] de %K/F(F[F]) appar-

tient @ R(F[T])°F et ne dépend pas du choix du systéme de représentants de G .
modulo G.

(2) La fonction ¢ de ® = Hom(Gp, X1(K[T'])) associée est donnée par

¢(g) = r[F[Isp(K,K)].g]

ou g € G opére sur IsF(K,I?) parv > govetr=[NT: K)).
(3) Soit rg ,q le caractére de la représentation de G dans G/ Gq. Pour tout
caractere symplectique p, Det (K [Isg (N, K)), €° qa'l])WQ w(rx/ )d‘m" est un

nombre totalement réel et posmf pour tout Q[I'] isomorphisme ¢ de Q[IsQ(N 0)]
dans K(Is (N, K))].

Démonstration. 11 suffit de remarquer que
[& [Isx (N, K)], e, F[Isp(N, K)]] = ’[K’ Tx/r, F [Is£(N, I?)”

dans X, g, r(F[I']). Le résultat découle alors de la proposition 1.3.
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PROPOSITION 1.7. Soit Resk [’homomorphisme de R(K[T])°* (resp.
R (€ (AT %) dans R(F[T]F (resp. Ro(F(AL[T))OF) obtenu a partir
de la restriction des scalaires de K a F et Ay a A (voir [8,85]). Alors

l‘F[r](N/F) = Resﬁ(rK[r](N/K)) + [K[ISK(N’K)]’E’F[ISK(N’I?)]]'

Pour tout réseau M de Ay dans N stable par I, pour tout réseau I (resp. J) de
Ay (resp. Ag) dans K(Is (N, K)] [resp. F[Isg(N, F)]] stable par T', on a

v,y (M, ) = Res (v (M, T)) +[Le, J].
Démonstration. Par définition de ’homomorphisme Res¥,
Resk (v gry(N/K)) = [N, Tk, K [Isg (N, K)]]

ou Ty i est I'isomorphisme rendant le diagramme suivant commutatif:

K®.N s »K ® K [Isx (N, K)]
s _ fl @ o Tumo(n) sf _ _
@D (K ®xN) —= > @ 7*(K ® K [Isg(N, K)]).
i=1 i=1

On a donc Vk € K,Vx € N, Ty x(k ® x) = k¥, c 1 (v, r0(x) ® v. Dol
eo Ty, x = Ty, p- On en déduit la relation

[N, Ty, 5, F[Isz(N, K)]| = [N, Ty, &, K [Isx (N, K)]]
+[K [Isg(N,K)], e F[Isg(N, K)]].

Le reste de la proposition est alors évident.

COROLLAIRE 1.8. Supposons que K = NT, on a alors dans ?e’ a(AeTD
1’ égalité

l:AF[I‘](IM’ J) = RCS§(I’,‘AK[I~](M, I)) + [19 €, J]
pour tout réseau I, J, M, vérifiant les hypothéses de la proposition 1.7.

Restriction aux sous-groupes et aux sous-corps

K———FE
N N,

N.
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PROPOSITION 1.9.  Soit A un sous-groupe de T et soit E une extension de K
telle que K ¢ E € N%; on a dans Yo, ra(Ak[A]) I’égalité suivante:

RCS%(I’AK[F](M,I)) = RCSg(l‘AE[A](M,I)) +[I’£’ J]

pour tout réseau M de Ay dans N stable par Ag[T'], et pour tout réseau J de Ay
dans K[Isx (N, K)] (resp. I de Ay dans E[Isg(N, K)]) stable par T (resp. A).

La démonstration est une conséquence immédiate des propositions 1.5 et
1.7.

Passage au quotient.

Soit A un sous-groupe distingué de I', le foncteur produit tensoriel par
K[I'/A] sur K[TI'] (resp. par Ag[T'/A] sur A¢[T']) donne un homomorphisme
de R(K[TD% sur R(K[T/A)x (resp. Fg, q(AxIT) sur T q(Ax[T/A)]
que l'on note 0 .

ProOPOSITION 1.10. On a les deux égalités

or/A(rK[rl(N/K)) = rx[r/A}(NA/K),
or/A( I'A,([r‘](ju’ I)) = rAK[I‘/A](trN/NA(M)’( > 8)1)
del
pour tout réseau M et I, vérifiant les conditions de la définition 1.4.

Démonstration. Soit wy = L 40. L’application ¢ ® v — ow,(v) induit par
isomorphisme de K [T /A] ® x(pV sur wy(V) = V pour tout K[I'}-module V.

On veut maintenant étudier le passage du cas global au cas local. On
suppose que K est une extension de degré fini de Q et que A, est égal &4 Z
I’anneau des entiers de K. On note #(Z ;) ’ensemble des idéaux premiers de
Z . L’indexation par un élément p de P(Zy) désignera la complétion en p.

Soit x € R H(F(Z4[T']), par définition il existe un entier n tel que 'image
de nx dans R(K[T]) est triviale. Il existe donc y € F, (Z,[T]) tel que
Pimage de y dans R 4(%(Z [T])) soit égale & nx. On définit ainsi un homomor-
phisme, noté j, de

m@(%(zK[F])) dans ge,rel(ZK[r]) ®20

(voir [8, §3]). Ro(C(Zk[T]) est alors le produit fibré de R(K[T'])% et de
Yo,ra(Zk[T']) ® zQ au-dessus de G, ,(Zk[T']) ® 2(Q/Z).

Soit N’ la cloture galoisienne de N sur K dans K et soit n = [N’: K],on a
ici

Htagr(M, 1)) = [Zyy ® 2, M, Ty, 2y ®5,1] ® %
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Par complétion, on obtient un isomorphisme de

Yoa(Zx[T]) ©,Q dans @ Fo (24 [T]) ©,Q
peP(ZLg)

(voir [6, proposition 1.12]).
Si F est un sous-corps de K, on a alors le diagramme commutatif suivant:

E
Resk

g@,rel(zl([r]) > g@,rel(zF[r])

/ /

e Y Res

A€P(Lr) p/q

O Yo u(Zy[T]) @ o a(Z5[T]).
pEP(Zy) a€P(Lr)

En particulier, on a dans 9, ,(Zg [I']) I'égalité suivante:

j(rzkm(M,I))p = %% [Zng ® 2, M, Ty, Ly, ®2,1] ® 071
BeP(Zy)

Extension du groupe de décomposition.

Pour tout idéal premier B de Z,, on note I'(*B) le groupe de décomposition
de B dans I'.

On suppose que K = NT.

L’application y ® v = v oy~ ! est un isomorphisme de

K,[T] @ ryK, [Isk(Ng. K,)| dans K, [Is(N, K)].

L’application

1ex—> Y y®yl(x)
yeT/T(®)

est un isomorphisme de K, ® (N dans K,[I'] ® ¢ irsyNo-
PROPOSITION 1.11. On suppose que K = NT. Soit Extlfw) I’homomor-

phisme de G o(Z . [T(B)]) ® 2Q dans G (L [T']) ® ,Q obtenu a partir de
1’ extension des scalaires de T'(B) a T'. Alors

f(rz,([r‘](M, I))p = EXtI;‘(éB)(j('th[r(ﬂa)](Msa, I%)))[F: r(s)]™
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pour tout réseau My (resp. Iy) de Ly dans Ny (resp. K [IsK (Ng, K, oD
stable par T'(B) et tout réseau M (resp. 1 ) de Ly dans N (resp. K [Is «(N, K)])
stable par T tel que

Zg[T]® 2, r@nls (resp. Zg ® zKM)
soit un Z g [TI'J-module isomorphe a

b

Zg,®z,1 (resp. va[F] ® prlr(%)lM%)

par 1’isomorphisme précédent.

Démonstration. On vérifie que le diagramme suivant est commutatif

Nw/ »

Ny ®¢ K, [T] ®k,remyNe— Np @ K, [T] ®k,rnKp [ISK Ny, K )]

Ny ® K, ®N Tyk Ng ®xK|[Isg (N, K)].

2. Sommes de Gauss galoisiennes

Soit K un corps de nombres (i.e. une extension finie de Q incluse dans Q.
On note #(K) 'ensemble des places de K.

Soit J(K) le groupe des ideles de K; pour tout p € #(K) on plonge K *
dans J(K) et K* dans la diagonale de J(K).

La définition des sommes de Gauss galoisiennes fait intervenir la théorie du
corps de classes. L’application d’Artin est normalisée de telle sorte que les
Frobenius géométriques, que 'on note Fy ,, correspondent aux uniformi-
santes. La théorie du corps de classes donne donc un homomorphisme de
J(K)/K* dans G£, le quotient de Gy par 'adhérence de son sous-groupe des
commutateurs.

Pour la suite, on fixe un caractére additif non trivial { du groupe A(K)/K

dans Q* ou A(K) est le sous-groupe des adéles de K. On note Vg, Sa
restriction & K

K, - A(K)/Kl”» Q*.

Soit d,(ou d) un générateur de I'idéal p"Zg_ ou n est le plus petit entier tel
que Y p( P "Lg)=1 L’idéal p"Z N, ost appelé le conducteur de ¢ ,. On



168 JACQUES QUEYRUT

normalise Y ,, de telle sorte que son conducteur soit égal a la différente de K,
sur Q,,.

Soit p un caractére de Gy de dimension 1; on appelle somme de Gauss
abélienne 1'élément 72°(p) de Q* défini par

()= TI £%(p)
peEP(Ly)
avec

2h.(0)= X p(x/vd,) i, (x/vd,)

x€ U,/ UM,

ou U, = (Zg ,)*, U =1+ p"Zg , pour n > 1.
p, est la composée des applications

K* - J(K)/K* > G2 5 Q%

n est égal au produit scalaire de p et du caractére d’Artin (C’est la valuation en
p du conducteur d’Artin de p); y est un générateur p"Z K,

11 existe une unique application 7 de U KCQR(GK) dans Q* ot R(Gy)
désigne le groupe des caractéres de Gy et ou K parcourt 'ensemble des
sous-extensions de Q de degré fini sur Q, vérifiant:

1) 7x(p) =11, e 2z )7k, v (P), VP € R(GK)’ VK c Q.

@ Tx(P) Tk p(P) = T (P + ), Vo, 0’ € R(Gy), VKC Q, Vp €
P(Ly).

(3) Si p € R(Gg) est de dimension 1, 74 ,(p) = 7¢ p(p)

(4) Soit Gy un sous-groupe ouvert d’indice fini de G et soit p € R(Gf)
de dimension 0, on note Ind%(p) le caractére de G induit par p; on a

TK,p(Inle((p))= 11 e (0).
BeP(Lr)

F
B/p

Soit I' un groupe fini et N € &(I'). Le groupe I' est donc isomorphe au
groupe Gpr/Gp. On en déduit un homomorphisme injectif de R(I') dans
R(Gyr).

11 existe un unique isomorphisme, noté Det, de 2¢;(Q[T']) sur Hom(R(T'), Q*)
caractérisé par la propriété suivante; soit ¥ un Q[I']-module et a un Q[T)-
automorphisme de V; soit p € R(T) le caractére d’'un Q[I']-module W; alors
Det,([V, a]) est le déterminant d’un Q-endomorphisme de Homgr(V, W)
défini par a.

Soit K un corps contenu dans NT.

On note 7Tgr)(N/K) (resp. Tgr),,(N/K)) Iélément de X,(Q[T]) image
par (Det)~! de ’homomorphisme de R(I") dans Q* donné par le composé des
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homomorphismes suivants:

R(T) » R(Gyr) 28 () KSR ) 5,

On choisit un plongement = de Q dans C; cela revient A choisir une place
archimédienne de Q prolongeant la valeur absolue de Q. Si p € R(Gx), on
note Wy (7p) la constante de 'équation fonctionelle des séries L d’Artin pour
le caractére mp de G (a valeurs dans C). On définit ainsi un homomorphisme
de R(Gg) dans C*. Pour tout p € #(Zg), on note Wy ,(7(p)) la p-com-
posante de Wy (voir [2] ou [10]). On a

WK(W(p))=pel;!K)Wx,p(W(p)) et Wy, (7(p)) = 7(7x ,(p))fix,,(0)

ol fx ,(p) désigne la norme de K sur Q de la p-composante du conducteur
d’Artin de p (voir [7, §1]).
Soit A ’homomorphisme injectif de

Homg,, ,(R(T), J(Q))/Hom¢ (R(T),U(Q)) dans R4 (% (Z[T]))
défini dans [8, théoréme 4.3], ou HomgQ(R(I‘ ), U(Q)) désigne I’ensemble des
f € Homg (R(T),U(Q))

tels que pour tout caractére symplectique p de I', f(p) est un idele totalement
réel et positif.

On note Wy (N/K) (tesp. Wyr(N/K, b)) I'élément de Ro(F(Z[T'])
image par A de ’homomorphisme w’ (resp. w, défini de la fagon suivante: on
considére tout d’abord w (resp. w,) le composé des homomorphismes suivants:

R(T) > R(Gyr) 0% r(G,) — oty (L, ) P W)

ou, par abus de notation, 7 désigne encore ’homomorphisme de
R(Gg) = XO((_)[GK]) dans %(C[GK])

obtenu & partir du plongement 7 de Q dans C choisi.
On pose alors: pour tout caractére p irréductible et non symplectique de T',

w(p) =1;
pour tout caractére p irréductible et symplectique de T,

W/(P)p =
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si p est une place non-archimédienne,

w'(p), = gm~}(w(7g(p)))
si p est une place archimédienne correspondant au plongement 7g~! de Q

dans C (resp. wy(p), = g7~ '(w,(mg~(p))).
On a

Wyr(N/K) = Y Wy (N/K, D),
peP(K)

et pour tout & € G, 'image par h de I'idele w'(h~p) a pour hp-composante:
h((w’(h‘lp)p))hp = h(w’(h_lp)p) = hgr Y w(wg h "))
=w(p)np-

Donc la fonction ¢ de ® = Hom(Gq, #3(Q[I'])) associée a Wy (N/K) est
triviale.

PROPOSITION 2.1.  Avec les notations et définition de [8], on a:
1) 75 (N/K) appartient & Ro(Q[T']) pour

® = Hom(GQ, o,(Q[T])).

L’espace radical 8g,o(75r/(N/K)) appartient donc a R(Q[T])C.
(2) La fonction ¢ associée a Ty (N, K) est définie par

¢(g) = ResR([K [Isg (N, K), g]])

(voir proposition 1.3).
(3) Pour tout caractére symplectique p,

Det, (7o) (N/K)) W, (Indgx: (0)) B~ (Wyr) (N/K))(p)
est un ideéle totalement réel et positif.
Démonstration. La premiére et la deuxiéme partie découlent de la formule:
g"’K(g_l(P)) = TK(p)detp °VerK/Q(g)

pour tout g € G et pour tout p € R(Gg), o Verg q désigne le transfert de
Gk 4 Gg. La troisiéme partie découle de la formule:

Tk (P) Wk oo (0) = Wi (p)yx(p)
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pour tout p € R(Gg) ol

fx(@)= TI fx,(p)

peP(Ly)

COROLLAIRE 2.2. Pour tout corps K tel que K C NT, les espaces radicaux
ResR (rx(ry(N/K)) = 8g/0(ar)(N/K)) et Ext§(Wyr)(N/K))
sont égaux.

Démonstration. Les fonctions ¢ de ® = HomG (R(T), #1(Q[T'])) associées
a ces deux espaces radicaux sont les mémes (proposmon 1.3, proposition 2.1).
L’élément

Res (tx(r)(N/K)) = 85 ,0(15r)(N/K)) — ExtQ(Wyr (N/K))

appartient donc & I'image de

#,(Q[T]) °/,(Q[T]) dans Ao, & /K (Q[T])?° [8, proposition 2.3].
Ce groupe par l'application Det est isomorphe &
Homg (R(T),Q*)/Hom{ (R(T),Q¥).

Le résultat découle alors des propositions 1.3 et 2.1.
Dans [7], 1a démonstration du théoréme 1 est basée sur la proposition 1.1 et
la proposition 1.7. Or la proposition 1.1 est fausse (pour un contre-exemple

voir [1], proposition 4.3). La proposition suivante achéve la démonstration du
théoréme 1 de [7].

PROPOSITION 2.3. Soit 93(Z[T]) le groupe de Grothendieck de la catégorie
des Z[T'-modules de type fini et sans Z-torsion, relativement aux suites exactes
scindées au dehors de S (voir [6, définition 1.1]). On suppose que S contient les
nombres premiers p congrus @ —1 modulo 4 et tels que Z N, 1€ soit pas un Z,I]
module projectif; alors I’image de Wy (N /K) dans 9, S(Z[l"]) est triviale.

Démonstration. Soit HS(%(Z[T'])) le sous-groupe de Homy (R(T), J(Q))
formé des éléments f tels que:

Si p €S, f(p), est une unité pour les caractéres de Ime,, Pensemble des
caractéres p tels que p(y) = 0 lorsque 'ordre de vy est divisible par p.

Si p & S, p non-archimédienne, f(p), est une unité pour tous les caractéres
p deT.
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Si p est la place archimédienne de Q, f(p), est totalement réel et positif
pour tous les caractéres p symplectiques de I'.
11 suffit donc de montrer que pour tout p € £(K), w, appartient a

Hom ,(R(T), Q) HS(¢(Z[T])).

Si p est une place infinie ou si p est une place telle que Z N, soit un
Z [T'l-module projectif (p est la caractéristique de Z/pZg), alors pour tout
caractére p symplectique (donc a valeurs réelles et de déterminant 1), on a

Wi o(8(p)) = Wy ,(p) = £1

pour tout g € Gg, d’ou w, appartient & H S(#(ZIT']). Si p est une place non
archimédienne telle que p = —1 (mod4), p = Card(Zy/pZy), on utilise la
relation

Weo(p) = 1.0 ()0 (P)) -

Si, de plus fg ,(p) est un carré alors Wy ,(g(p)) = W ,(p)= 1 et w,
appartient & H>(%(Z[T'])). Sinon il existe dans Q(/p) = Q(//fx, ,(p)) une
unité de norme sur Q égale & —1, on choisit comme dans [4, proposition 6.1},
une unité ayant le signe de Wy ,(p) et construit un élément w,” dans
?%I;IGQ(R(F)’Q*) tel que w;(w;’)‘l € H5(%(Z[T)) (voir [7, proposition

Enfin, si p est telle que p = —1mod4 et Z N, D€ soit pas un Z,[I'}-module
projectif, avec p = Card(Zy/pZy); il existe une puissance de p telle que
P"R(I') = Ime, ® Kerd, ou Kerd, est I'ensemble des caracteres de I' nuls
sur les éléments d’ordre premier & p, la décomposition étant stable par action
du groupe des Q-automorphismes; on note w,” la puissance p"-iéme de la
restriction de w; & Ime,,. Le fait que les caractéres de Ime,, soient combinaison
linéaire de caractéres induits par des caractéres & valeurs réelles sur des
groupes de Galois d’extension modérément ramifiées, entraine que w,’ €
HS(¥(Z[T))); et par suite, il en est de méme pour w;.

Soit [Q[T'], a] € #,(Q[T]), I'élément [1, a, I] de ¥, ,4(Z[T]) ne dépend pas
du choix du réseau I de Z dans Q[I'] stable par . On en déduit un
homomorphisme § rendant la suite suivante exacte:

Ro(QIT]) > Ro(€(ZIT])) - o (ZIT]) - H,(@QIT])

ou @ = Homcq(GQ, A1(QIT'])) (voir [8, diagramme (9)]).
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Le probléme de I'étude de la structure galoisienne des anneaux d’entier
revient 4 déterminer 1’élément

UZ{I‘](N/K) = Res%(rZK[F](ZN’ZK[IS(N’ 6)]))
_S(TQ[I‘](N/K)) - WZ{F](N/K)

de %g ,q(Z[T]. On sait donc que cet élément par définition appartient a
R 5(Z(Z[T']) et que son image dans R(Q[I'])@ est triviale. Il appartient donc
4 95 a(ZIT']). Le théoréme 11 de [3] montre que Uz (N/K) = 0 dans le cas
ou Z, est un Z[I'}-module projectif.

On montre tout d’abord que E(TQ[FI(N /K)) et Wgr(N/K) ont les mémes
propriétés fonctionnelles que Res%(rsz(M , I)).

Restriction aux sous-groupes.
PROPOSITION 2.4. Soit A un sous-groupe de T'.
Rest (8(ngury(N/K))) = 8(reqa)(N/K)),
Res2(Wyr(N/K)) = Wya(N/K).

Démonstration. Le résultat découle de la commutativité du diagramme 17
de [8].

Restriction aux sous-corps.

PROPOSITION 2.5. Soit F un sous-corps de K.

8(7qury(N/F)) = 8(rgry(N/K))
+Res@([Zk [Isx (N, K)], e, Z,[Isp(N, K)]),
Wzm(N/F) = WZ{F](N/K)'

Démonstration. Le résultat découle des théorémes 8.1 (iii) de [13] et de
Pinvariance par induction de la constante de ’équation fonctionnelle des séries
L d’Artin.

Passage au quotient.

PROPOSITION 2.6. Soit A un sous-groupe de T.

0r/A(S("'G[r](N/K)) = 3("‘(‘)[I‘/A](NA/K))’
ol"/A(WZ[I‘](N/K )) = WZ{I‘/A](NA/K))'
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Démonstration. Cela résulte de la définition de 7g(N/K) et de
Wyr(N/K).

Extension du groupe de décomposition.
Il est clair que j(Wgr(N/K))=0 car 2Wyr(N/K)=0 (pour les
caractéres a valeurs réelles Wy (p) = +1).

PROPOSITION 2.7. On suppose que NT = K; soit n=[N:K]. Avec les
notations de la proposition 1.11, on a

j(S(T‘Q[r](N/K))p = Q’EXtII:(SB)(j(TO[F(%)],p(N’ Nr(%)))p[r: F(%)] -

3. Structure galoisienne des anneaux d’entiers d’extensions cycliques

Dans tout ce paragraphe, I' est un groupe cyclique d’ordre n et N est une
extension finie de Q incluse dans Q telle que I' soit isomorphe 4 un groupe
d’automorphismes de N. On étudie la structure de Z,, en tant que Z[I'}-mod-
ule.

Soit ® = D(Zy, Q[T']) I'ordre de Z dans Q[I'] obtenu en adjoignant & Z[T']
les idempotents e;(B) pour tout idéal premier B de Z,, et tout i supérieur ou
égal a 1.

LeMME 3.1. Tout idéal de Z, stable par © est un ©D-module localement
libre.

Démonstration. Soit B un idéal premier de N au-dessus du nombre
premier p. Soit ¢ le plus grand entier tel que I,(®B) soit non trivial. La
démonstration se fait par récurrence sur ¢. Si t < 0, D(Zy, Q[T]), = Z,[T] et
Pextension N/N T est modérément ramifiée en b ~» tout idéal de z, est un
Z[T']-module localement libre en p[U]. Si ¢ > 0, T,(®B) est cyclique d’ordre
premier p et (1 — e,)D(Zy,Q[T]), est isomorphe & un produit d’anneaux
d’entiers d’extensions cyclotomiques de Q,,, donc pour tout idéal U de Z,,
stable par D(Z,, Q[T'],(1 — e,)U est localement libre en p. Enfin ¢,11 est un
idéal de NT'® et on applique ’hypothése de récurrence.

Par le lemme de Schanuel (voir [6, lemme 1.4]), ’inclusion de la catégorie des
D-modules de type fini sans torsion dans la catégorie de tous les ©-modules de
type fini donne un isomorphisme des groupes de Grothendieck correspondant.
On identifie ces deux groupes et on pose [M,1, N] = [M/N] dans 9, (D).
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THEOREME 3.1. Dans ?e’ (D), on a I’égalité suivante:

Resg([zl?j, TN/K’ZK [ISK(N’ 6)191) - S(T(_)[I‘](N/K))

=) [(ei+1(pN) - ei(pN))TOTZ[r/r,.(pNn(Zzl:/(p”))]

P,

pour D = D(Zy, QIT)). (Ici Wyry(N/K) = 0).

Démonstration. D’apreés les propositions 1.7 et 2.5, on peut supposer que
K = NT. On utilise le diagramme 10 de [8]. Il suffit de démontrer que la
relation est vraie dans R 4(%(9D)). En effet, d’aprés les propositions 1.3 et 1.7
et le lemme 1.6 d’une part, et la proposition 2.1 d’autre part, la relation est
vraie dans R (Q[I'])%2 aprés extension des scalaires de Z 4 Q. Il reste donc a
démontrer que la relation est vraie dans %, (D) ® ;Q apreés application de j.
Comme %, (D) est isomorphe & &, ¢ pz) %6, (D ,), On se place dans la
situation locale en utilisant les propositions 1.11 et 2.7. Pour la suite de la
démontration on garde les mémes notations, N sera donc une extension finie
de Q, et B, lidéal de Z, au-dessus de p. On démontre le résultat par
récurrence sur le nombre t d’idempotents e,(B,) non triviaux. On a un
isomorphisme entre g, (D) et & G ((e;11(By) — €;(By)Z,[I']).Siz <0,
Pextension N de K est modérément ramifiée et le résultat est bien connu ([3] et
[7D. Si ¢t > 0, on pose A = I',(By); c’est au groupe cyclique d’ordre p. On
pose ey = €,(By), wy = pe,, Kerw, = {x € Zy, wy(x) = 0}. L’ordre

(1-e)®=(1-e)Z,[I]

est maximal. Les deux suites suivantes de (1 — e,)®-modules sont exactes et
scindées:

0 — Kerwy = Zy/Zy - Za/pZ — Z/mZy — 0,
0 > Zi/WZy = Zy/WaLy > Ly/Lh — 0.
Comme (1 — e,)Z,[I'] ®z,irZLy est isomorphe 4 Z/w,Z, et que

(1 - eA)Z% = Kel‘ WA,

on a le lemme suivant.
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LEMME 3.2. Dans .‘ZB, ret((1 = €3)Z,[T']) on a les égalités suivantes:

[ = )2, (0] @ 5,20, Tojis (1 = €0)Z,[T] @ 5 1y Zi [14 (N, Q)]
= [ - e)23. T/, (1 = €2)Z [15, (N, Q)] 7]
= [Za/Z5 Ty Zic[Is (N, Q)] /mZ [ (N, Q)]
+[(1 = ea)Torg, ry(Zy)]-
De plus [(1 — ey)Torg ry(Zy)] = [H*(A, Zy)].
Le théoréme 3.1 découle alors du lemme suivant.

LeEMME 3.3.

Res%’([ZN/Zﬁ,, Ty/x>Zx [Isx (N, Q)] /maZk [Isg (N, 6)”)
= 8(rqry (N/K)

dans Gg, (1 — ey)Z,[T).

Démonstration. Soit T, le p-sous-groupe de Sylow de T' et soit ' le
sous-groupe de I' d’ordre premier & p. Comme I' = I'’ X I, I'algébre

(1 -e)z,[T)
est isomorphe 4
(1-eZ,[T,] ®Z,[I].
Par restriction des scalaires de (1 — e,)Z,[I'] 2 Z,[I''] on obtient donc un
homomorphisme, noté Res-’ de Yo,ra(1 — €4)Z,[T']) dans g (Z,[T]). En

utilisant le fait que ces deux ordres sont maximaux et les descriptions de [6], on
obtient un diagramme commutatif:

r
Resp

ge,rel((l - eA)zp[r]) %ge,re](zp[r,])
s |s
— F =
Homg, (R, Q})/Homg, (R, U,)——Homg, (R(I"),Q})/Homg, (R(I"),U,)

ou Q » €st une cloture algébrique de Q, de groupe de Galois Gq,; U, est le
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groupe des unités de I'anneau des entiers de (jp; R(T) est le groupe des
caractéres de I'’; R est le Z-module libre de base ¢px* ou ¢ parcourt les
caractéres irréductibles de I'’, x est un caractére irréductible et fideéle de ', et w
parcourt le groupe de Galois Gal(Q,(x)/Q,). Enfin I'image par F de f est
Papplication qui a ¢ associe

= e

weGal(Q,(x)/Q,

I1 est alors clair que F est injective.
Posons

X= ResKP([Z /Z N/K’ZK[ISK(N Q)]/WA [ISK(N’ Q)”)
—8( gy (N/K)).
Les propositions 1.3 et 2.1, montrent que X € %, ,((1 — eA)Z [T']). Comme

T’ ne contient pas d’automorphisme sauvagement ramifié¢ Resr(X ) = 0 d’apres
les résultats de Frohlich [3].

PROPOSITION 3.4. Soit M un ordre maximal de Z dans Q[T] et Ext¥r

1’homomorphisme obtenu a partir d’extension des scalaires de Z[T'] a I de
ge, re](Z[r]) dans g@, re](we); alors

EXt%r]( rZ[l"](ZN’Z[ISQ(N’ Q)]) - s("‘(5{1‘](1\’/10)) =[7]
ou I est un module de torsion qui ne dépend que du genre de Z,.

Démonstration. On reprend les notations utilisées dans la démonstration du
théoréme 3.1. Soit = un sous-groupe de I' contenant A d’indice p?, (2 =
T;_1(Pn)); (ea — €5)Z,[T] est un ordre maximal de Z, dans (eA —e3)Q, [F]
(ea — e3)Z,[T] ®z, [F]Z est isomorphe 4 Z, /Ker wA + ZZ et (ey — ez)Z
est isomorphe 4 Z% 4/(Z%). On obtient une suite exacte de (e, — es)Z,[T']-
modules,

0- {x € Zy,wy(x) E Z2 }/KerwA + wz/A(Z ) - Z,/Kerw, + Z3
= Z25/2% > Z5/71% + wy(Zy) — 0.
Les classes des deux groupes de torsion

[{x € Zy,wy(x) € 23} /Kerw, + wz/A(Z,f,)]
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et
[24/23 + wa(Zy)]

ne dépendent que du genre de Z .
La démonstration se fait alors par récurrence sur 'ordre de T'.

4. Démonstration du théoréme A

On utilise les notations et hypothéses du théoréme A. Soit
Uzgr)(N/Q) = v,y (Zn, Z[1(N, Q)]) = 8(rgyr) (N/Q)) — Wyry(N/Q).

THEOREME 4.1. Dans Y, (Z[T)), on a, pour N et N’ appartenant a &(T')
tels que Ly et L. soient des Z[T'}-modules localement isomorphes, Uy (N /Q)
= Ugyr(N’/Q).

L’élément Uz (N/Q) ne dépend donc que du genre de Z .

Démonstration. Soit X I'ensemble des sous-groupes cycliques de I'. L’ho-
momorphisme de ¥, (Z[']) dans &, ¢ x ¥ (Z[A]) donné par la somme
des restrictions de I' & A pour A parcourant X est injective. Les propositions
1.5 et 24 permettent de se ramener au cas ou I' est cyclique. Par hypothése
Uziri(N/Q) — Ugzr(N’/Q) appartient au noyau de 'homomorphisme de
Yo, re(Z[T]) dans &,9,(Z,[T']) qui & [M, a, N}, associe ([N,] — [M,]),. Or, la
restriction de I’extension des scalaires de Z[I'] 4 un ordre maximal ¢ de Z
dans Q[I'] & ce noyau est injective. Le théoréme 4.1 est alors une conséquence
de la proposition 3.4.
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