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Introduction

Soit X un espace localement compact & bace dénombrable, et soit & une
mesure de Radon positive et partout dense dans X. Rappelons quun noyau
de Dirichlet (relatif & X et 4 &) est un noyau d’espace de Dirichlet au sens de
A. Beurling et J. Deny (cf. [1]). Dans cette note, on se propose de montrer
I’existence des noyaux d’ordre fractionnaire associés au noyau de Dirichlet.
Cela est une généralisation des noyaux de Riesz-Frostman dans la théorie du
potentiel. En utilisant la méme maniére que dans [4], pour un noyau de
Dirichlet NV, on fournira un coéne convexe des noyaux de Dirichlet qui con-
tient tous les noyaux d’ordre fractionnaire associés au noyau N.

1. Préliminaires

Commencons avec quelques notations. On désigne par L? espace hil-
bertien des fonctions &-mesurables dans X, & valeurs réelles et dont les carrés
sont sommables, et muni de la norme usuelle. My est la totalité des fonc-
tions &-mesurables, bornées dans X, a valeurs réelles et & support compact, et

+ est son sous-ensemble des fonctions non-négatives. Cx est l'espace des
fonctions finies, continues dans X et & support compact, et muni de la topolo-
gie usuelle. On désigne aussi par C% son sous-ensemble des fonctions non-
négatives.

Noyaux: Soit E la c-algébre constituée par tous les ensembles é-mesura-
bles sur X. Un noyau (relatif & X et a &) est, par définition, une application
de Ex E sur lintervalle fermé [0, oo ] telle que, quel que soit e, un ensemble
relativement compact de E, les applications E 3 e—>N(e,, e) et E 3 e—>N(e, ey)
soient complétement additives et absolument continues par rapport a la
mesure £. Il est symétrique si, quels que soient e; et e, de E, N(ey, e3)
=N(€2, 61). Voir [5].

Potentiels: Pour une fonction f de M} et pour un ensemble e de E, I'in-

tégrale S f(y»N(e, dy) a un sens, et 'application E 3 e—»S f(y»)N(e, dy) est com-
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plétement additive et absolument continue par rapport a &. Sa densité s’ap-
pelle le potentiel de f par rapport au noyau N. Le potentiel de fe Mg est
défini par la différence des potentiels de f* et de f~. En général, si, pour

une fonction &-mesurable f dans X, Papplication E 3 e—»S f(y)N(e, dy) est
définie et si elle est complétement additive et absolument continue par rap-

port a &, sa densité s’appelle aussi le potentiel de f par rapport au noyau N,
et s’écrit Nf.

Multiplication des noyaux: Soient N; et N, deux noyaux. Alors, quels
que soient e;, e; de E, l'intégrale SNl(el, dy)Ny(dy, es)= gNlcl(y)Nzcz(y)dE(y)

a un sens, ol ¢; est la fonetion caractéristique de e;(i=1, 2) et N; est la sy-
métricité de V;. Si ’application

EXE3 (o1, e~ | Niles, d)Na(dy, e)

est un noyau, il s’écrit N;-N, et s’appelle la multiplication de N, et de N,.
On remarque ici que, pour deux noyaux symétriques N; et Nj, N;-IN, n’est
pas toujours symétrique.

Topologie sur les noyaux: On note [N ]la totalité des noyaux symétri-
ques. Une suite (V,) de [ V] converge vers N € [ N ] dans [ V] avec n— oo si,
quelle que soit f de Mk et quel que soit K un compact de X,

HEESK | N, f— Nf|dé = 0.

Il est évident que [ V] est compléte par cette topologie.

Espaces fonctionnels: Un espace fonctionnel H (relatif & X et a &) est
un espace hilbertien dont 1’élément est une fonction localement £-sommable
dans X, a valeurs réelles et qui satisfait a la condition suivante:

(1) A un compact K de X, on peut associer une constante positive 4(K)
telle que, quelle que soit » de H,

[ lulde< a0 ul.

Cela est la définition de J. Deny (cf. [2]). On note ||-]| et (-, +) la norme
de H et le produit scalaire associé.

D’apres le théoréme de Riesz, a une fonction f de My, on peut associer
une fonction u; de H, et une seule telle que, quelle que soit v de H,

(uys, v)= Svfd{f.
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On connait que l'adhérent de I'’ensemble {u;e€ H; fe My} dans H joue un
grand role, et son élément s’appelle le potentiel pur dans H. Si tout le po-
tentiel pur dans H est non-négative, H est dit d’étre & noyau positif. Il est
bien connu qu’a un noyau symétrique N de type positif (resp. un espace
fonctionnel H a noyau positif), on peut associer un espace fonctionnel H a
noyau positif (resp. un noyau symétrique N de type positif), et un seul tel
que, quelle que soit f de Mg, Nf=u;.

On dit que N est le noyau de H. Un noyau N est de type positif si,
quelle que soit f de Mk,

[Npeoeden = ooV, ap=o.

Définition 1. On dit qu’un espace fonctionnel H est faiblement régulier
(resp. régulier) si HNL? est dense dans H (resp. HN\Cg est dense dans H et
dans Cg). Un noyau symétrique N de type positif est faiblement régulier
(resp. régulier) si ’espace fonctionnel au noyau N est faiblement régulier
(resp. régulier).

Prorosition 1. Soient H; un espace fonctionnel a noyau positif et N; son
noyau (i=1, 2). Il existe alors Uespace fonctionnel Hy, au noyau N;+ Na, et il
satisfait aux conditions sutvantes:

(1) Silona ue H,alors u € Hyz et ||ul|lg,=||ulla,,

(2) H,,= {u1+u2; u; € H;(L“—'l, 2)}

(8) St H; est faiblement régulier (resp. régulier) pour i=1, 2, alors, Hi,
Dest ausst.

DEmonsTrATION. L’existence de H;, résulte du fait que N+ N, est
symétrique et de type positif. Soit » une fonction de H;, et considérons
Papplication

N\ f+Nof € Higsf € Mg} 3 Ny f -+ Ny f>Fu(Ny f+ Ny f) = Sufdé.
Alors

| fufde | llulla, IN £l Sl 1N+ N £l

Du fait que {N, f+N,f € Hiy;f € Mg} est dense dans H,,, F, peut étre pro-
longée sur H;,, et cela est linéaire et bornée sur H;,. Il existe donc une
fonction u’ de H;, telle que, quelle que soit f de Mk,

W\ N f+ N o, = (ufde,
d’ott w'=u. On a évidemment ||u||z,=||ullg,,

D’aprés la démonstration ci-dessus, on a Hi,D {u;+us; u; € H(i=1, 2)}.
Soit u une fonction de Hy,. Alors il existe une suite (f,) de Mx telle que
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(N1 fu+ Nz f) converge fortement vers u dans H;, avec n—oco. Ayant, quels
que soient n, m,

HNifn—IV—ifm“flféanfn+N2fn’_N1fm_N2fm”H” (l=1, 2);

il existe donc une fonction u; de H; telle que (; f,) converge fortement vers
u; dans H; avec n—co. Par conséquent, (IV;f,) converge vers u; et (Nif,
+ N, f,) converge vers u presque partout pour & sur X, d’ou u=u;+ u..

Montrons finalement 1’énoncé (8). D’aprés ci-dessus, il suffit de montrer
que H;, est faiblement régulier si H;(i=1, 2) I’est aussi. Pour une fonction
u de Hy,, on peut écrire u=u;+u;y ol u; € H; et us€ Hy,. Soit (u;,) une
suite de HN\L? et qui converge fortement vers u; dans H; avec n—>co. Alors
on a

T | et ) — G+ 02) ity < T [l ey T [0 sl
— o0 N—ro00 — 00

glim llul,n—ulllyl—}—lim |IZL2,”_‘ uz||H2=0,

n—oo n

d’ott HNL? est dense dans H;,. La démonstration est compléte.
Dans la proposition 1, si H;\H,= {0}, H;, est la somme directe de H; et
de Hz.

Définition 2. Soit H un espace fonctionnel. On dit que H est fort s’il
existe une constante ¢ >0 telle que, quelle que soit f de Mk, ||u/||2;cg | £12ds,

ol u; est le potentiel dans H.

ProrosiTion 2. Soit H un espace fonctionnel fort. Alors HD L%, et a une
fonction u de H, on peut associer une fonction f de L% et ume seule telle que,
quelle que soit v de HN\L*=L?,

(u, v)= gvfdé‘.
DEMONSTRATION. Soit z une fonction de L?, et considérons l’application
{us € Hif € Mg} 2 us— Sufd{-‘.
Alors elle est linéaire et bornée, car

furas|=(§ruiae ) (§ir2ae) < (§ w7 ) .

De la méme maniére que dans la proposition 1,on a u € H et

lulp=—= ({1 2de ).

c
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Soit » une fonction de H. Alors il existe une suite ( f,,) de Mg telle que (uy,)
converge fortement vers u dans H avec n—>co. Ayant, quels que soient n, m,

1
(15— altas = pus,~us, 2

il existe alors une fonction f de L? telle que l'on ait limg | fa—f1?dé=0. On

a done, quelle que soit v de L2,
(u, v) ngfdf.

L’unicité de f en résulte immédiatement, et la démonstration est ainsi com-
pléte.
Posons, quels que soient ej, e, de E,

Ules, e5) :S de,
ejNey
U est le noyau de I’espace fonctionnel L2 Un espace fonctionnel H & noyau
positif est fort si et seulement si N—cU est de type positif, oll ¢ est une con-
stante positive, et ou NNV est le noyau de H.

Contractions normales: Soient u et v fonctions sur X. On dit que v est
une contraction normale de u si, quels que soient x, y de X, |v(x)|=|u(x)]
et |v(x)—v(y)|=|u(x)—u(y)|, et les contractions normales opérent dans un
espace fonctionnel H si, quelle que soit » de H et quelle que soit v une con-
traction normale de u et & valeurs réelles, v € H et ||v||<[||z|l. On dit, en
particulier, que la contraction module opére dans H si, quelle que soit u de H,
|u| appartient & H et si sa norme est <||u]|.

Un espace de Dirichlet est, par définition, un espace fonctionnel régulier
et dans lequel les contractions normales opérent (cf. [17]).

Principe de domination relatif: Soient N; et N, deux noyaux. On dit
que N, satisfait au principe de domination relatif & N, si, quelles que soient
f> g de M, N, f<N,g presque partout pour ¢ sur X des que la méme inéga-
lité a lieu presque partout pour & sur {x € X; f(x)>0}.

En particulier, si N=N;=N,, cela devient le principe de domination
ordinaire, et un noyau NV satisfait au principe complet du maximum si et
seulement si, quelle que soit ¢ une constante non-négative, N satisfait au
principe de domination relatif a N+ c.

On connait qu’un noyau symétrique N est de type positif si NV satisfait
au principe de domination ordinaire (cf. [5]).

Il est bien connu que la contraction module (resp. les contractions nor-
males) opére dans un espace fonctionnel H, il faut et il suffit que H soit a
noyau positif et que son noyau satisfasse au principe de domination ordinaire
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(resp. au principe complet du maximum) (cf. [2] et [3])).

Noyaux élémentaires et famailles résolvanetes: Un noyau N est, par défini-
tion, élémentaire s’il existe une constante positive ¢ et un autre noyau N tels

que
N=¢ > (V)"
n=0

ol (V)°=U ou (N)°=0 d’accord avec N=+0 ou N=0, et ou (N)"=(N)""}.N
(n=1).

On dit que N est le générateur de N. 1l est évident que N est symétri-
que si et seulement si /V est symétrique.

Remarque. Un noyau élémentaire et symétrique est de type positif, car
il satisfait au principe de domination ordinaire.
Une famille (V,),=, est dit d’étre résclvante si, quels que soient p=0,

q>0,
Ny—N,=(q—p)N,-N, (Equation résolvante).
Pour un noyau N, s’il existe une famille résolvante (IV,) avec lim N,=N,=N,
cela est unique et s’appelle la résolvante associée au noyau V. o
Remarque. Si, pour un noyau N, il existe la résolvante associée au no-
yau N, alors, quel que soit p un nombre positif, NV —|—~;;—U est élémentaire.

Cela résulte immédiatement de 1’équation résolvante.

2. Les noyaux d’ordre fractionnaire

On commencera d’abord avec les noyaux d’ordre fractionnaire associés
au noyau élémentaire et symétrique:

TutoriMmE 1.  Soit N un noyau symétrique, élémentaire et dont le généra-
teur est de type positif. Alors il existe une famille (Na)o<a=1 des noyaux
symétriques et élémentaires, et une seule telle que l'on ait Ny=U, Ny=N et,
quels que sotent =0, 3=0 avec a+ 5 <1,

NgNg=Ng, s,
et que Uapplication «=0—>N, soit continue pour la topologie dans [ N].

LemME 1. Soit N un noyau symétrique et de type positif. Si U— N est
de type positif, (N)*—(N)*** Pest aussi.
En effect, soit f une fonction de Mx. Alors, quelle que soit g de My,
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- 1/2 - 1/2
<((Freof@aee) ([Fagtdem)

<(f1r17ae)"(f1512a)™

La fonction g étant quelconque, on a Nf € L? et S]Nfl 2de < S | f12ds. My est

I OEOLS

dense dans L? et donc, quelle que soit f de L? Nf est défini et on a Sl Nf|*de
gg | f1?dé. Si n=2m, on a, quelle que soit f de Mg,

[y ss@dse - [ iref e

= W@ (U, dy)—N(da, dy) 0.

Dans le cas ou n=2m+1, il suffit de montrer que N —(V)? est de type positif.
On a, quelle que soit f de My,

[af @ e — @y fefedse)
= | e - (@ (o) de)
+{ (@ = RN = RGN, dy)

=[( s ae — (W) e ae=0.
DimonsTRATION DU TuEoOREME 1. On peut supposer que N est de la forme

N= i(ﬁ)n’

n=0

ol NV est le générateur de N. Pour un nombre 0 <=1, on pose

]v;:i(_l)n—l a’(a—l)(a—n+1) (N)”,

n!

et alors, cela est un noyau symétrique. U— N est évidemment de type posi-
tif, et en utilisant le lemme 1, quel que soit n un entier positif, (]V;)” a un
sens, et on obtient que (V )”—(Z’V\;)” est de type positif. Par conséquent,
quelle que soit £ de L?, ]V; f est défini et appartient & L2. D’aprés 'inégalité
glf\fa f |2degg| f12d¢, il existe un noyau symétrique, élémentaire et de la

forme
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N,= ”(ﬁ).

Soient «, B nombres posmfs avec a+F<1. La multiplication J\’/':ﬁ,; a un
sens et N, N3=N,-N;. On a donc
~ ~ N
(U=Ng)*(U—Ng)=U—Ng,p.

Montrons que la multiplication N,-Nsz a un sens. Pour un entier positif n,

g .
N,-(Ng)" a un sens. D’aprés le calcul élémentaire, on a, quel que soit m un
entier positif,

M§

N— N,- 0( ,3)‘ ég‘:fln(ﬁ)n,

ol a, est une constante positive, et par suite, N,-N; a un sens. Par consé-
quent, il en résulte immédiatement que

Na'ngzNa.,.ﬂ.

L’application a—N, est évidemment continue pour la topologie dans [ N, et
on peut construire ainsi une famille (IV,)o<o<: des noyaux symétriques, élé-
mentaires, et qui satisfait aux conditions de notre théoréme.

Montrons finalement 'uncité de cette famille. Soit (Vi)o=e=1 une autre

famille qui satisfait aux mémes conditions que ci-dessus, et soit N le géné-
e 1
rateur de N;. Il suffit de montre que, pour un nombre positif ag—z—, N,

=N, dés que N;,=N},. Ecrivons

Z(N’)”

Cq n=
ou ¢, est une constante positive, alors,
(U—N2)-(U~Np)=ci(U~Na)-(U~No)=U— Naay
. ~N TN\~ N~ ~ ~ ~ ~~
et, d’aprés Ny-Noo=Nyo*Niyy, No*Nyo=N4-N,. On a donec

(U—Jﬁ—camcaﬁé)-(zf Net calVe ) 0.
14+cq

L’égalité N,= N, résultera évidemment du lemme suivant:

LemME 2. Soient N, et N, deux générateurs de noyau élémentaire. S’ils
sont symétriques et Ni-No= N,- Ny, alors, quel que soit 0<c <1, cN;+ (1A —c)N:
est aussi un générateur de noyau élémentaire.

En effect, on pose, pour une fonction u de Mg,

HHHc:(S |u|?dé — cgﬁlu(x)u(x)d{-‘(x)—(l — c)S Nou(x)u(x) dé (x))é

-
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et alors, cela est une norme sur My, car ||u||, et ||z||, sont également les nor-
mes sur Mg. Par conséquent, My est un espace pré-hilbertien par la norme
[l+]lc. Pour un compact K de X, il existe deux constantes positives 4,(K) et
A:1(K) telles que, quelle que soit v de Mg,

[ luldesa@lluloet { ulde=a®llull,
car il existe un espace fonctionnel au noyau i (V)" (i=1, 2), et par suite,
n=0

[ 10l de=(cu®)+ 1= ) s K)]ull.

Par conséquent, la complété H, de My par la norme [|-||. est un espace fonc-
tionnel, et donc, il est facile de voir que le noyau

E M+ A—oN"

est défini et qu’il est le noyau de H..
D’apreés le lemme 2, la démonstration du théoréme 1 est compléte.
On dit que N, est le noyau d’ordre « associé au noyau N.

TutoriME 2. Soit N un noyau faiblement régulier (resp. régulier) et
satisfaisant au principe de domination. Il existe alors une famille (N)o=a=1
des noyaux faiblement réguliers (resp. réguliers), qui satisfont au principe de
domination, et une seule telle que l'on ait No=U, Ny=N et, quels que soient «,
B mombres non-négatifs avec o+ <1,

Na'NB:Na+B

et que Uapplication (0, 1] 3 a—N, soit continue pour la topologie dans [N .
On préparera d’abord quelques lemmes.

LemMmE 3. Soit N un noyau symétrique. Alors, pour qu’il existe la résol-
vante (Ny)p=o associée au noyau N, il faut et il suffit que N satisfasse au prin-
cipe de domination ordinaire et que N soit faiblement régulier.

On connait que la condition est nécessaire (cf. [6]). Montrons que la
condition est suffisante. D’apres la proposition 2, pour un nombre positif p,

I’espace fonctionnel H, au noyau N +%U contient L? et L? est dense dans H,

(cf. la proposition 1). Soit e un ensemble relativement compact de E. Alors
Nc, € Hy, ol ¢, est la fonction caractéristique de e, et, quelle que soit f de

1 R NPT
W Nf+ P f<Nc, presque partout pour ¢ sur X dés que la méme inégalité a

lieu presque partout pour & sur {x € X; f(x)>0}. Nc, est donc un potentiel
pur dans H,, et par suite, il existe une fonction non-négative f,, de L? et
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une seule telle que, quelle que soit v de L%,

(Ne,. v)u, = Svfp,eds,

ol (-, + )u, est le produit scalaire de H,. D’autre part, Nf, . a unsens et Nc,
=Nfpe+ %fp,,,, car, quelle que soit f une fonction de M} et avec f<f, ., on
a, pour toute v >0 de H,,

(Nce> v)Hp\é(Nf+ f9 ”)Hp,

1
p
. s . 1 1 .

d’ou Ne, =Nf+ Ff. On a donc Nf,,. +;f,,,e € H, et, quelle que soit v de H,,

(Nce> ”)Hp:(pr,e +—;“fp,e, U)Hp,

N 1
d’ou Ncesz,,,e—l—?f,,,e, car L? est dense dans H,.

Posons, pour une couple (ey, e,) des ensembles relativement compacts de
E,

Nb(ely 62):%—5 fp,ezdeg

alors, N, peut étre prolongé sur Ex E, et cela est évidemment un noyau re-
latif & X et & £&. Soient e;, e; ensembles relativement compacts de E. Alors

S Ne, (x)dé(x) = (Ncel, Ne,, + —;—~cez )Hp:(Ncel, Ne,)u,+ Ny(ez, e1)
et
S Ne, (x)dé(x) = (Ncez, Ne,, + —]1)—c,,1 >Hp:(Nce2, Ncel)Hp—I-N,,(el, €z).

D’aprés la symétricité de N, N, est aussi symétrique. La multiplication
N-N, est définie et
N=pN-N,+N,.
Par conséquent, quels que soient p>0, ¢>0,
Ny—N,=(g—p)NN,.

On a donc, quelle que soit f de Mk,

0=p [N fefaee <1 f1%ae,
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et, du fait que N est iaiblement régulier, il résulte immédiatement que

lim N,=N, d’ou la famille (V,) est la résolvante associée au noyau N.
0

LemMmE 4. Sotent N, et N, deux moyaux symétriques et élémentaires, et
soient Ny et N, leur générateurs. Supposons enswite qu’il existe ume con-
stante positive c <1 telle que, quelle que soit f de Mg,

o=fmr@r@ae@=clirirae =12
et que Ni-Ny;=N,-N:. Si N,—N, est de type positif, alors, quel que soit
0<a<<1, (NV1)a— (IN2), est aussi de type positif, on (N;). est le noyau d’ordre o
associé au noyau N; =1, 2).
On désigne par (N.-)a le générateur de (IV), (i=1, 2;0<a<1), et on écrit
Ni=c; i (]Vi)ns

n=0
ou c; est une constante positive. On a alors

a a N

(Ni)a =cCy ”Z___:O((Ni)a)n'

On a, quelle que soit f de Mk,

[N fde ) — | o fldf (o) de o)
= {1 v, o) 128 o) = {1 (V2 £ ) 122 0)

= | { A @D, = W) (V3 + Vo)1), ),

car Ni-N,=N;-N,. D’aprés le lemme 1, on a, quel que soit » un entier posi-
tif,

o={Wyr e fnde@= | fwdsn) (=1, 2,

et done, la multiplication ci-dessous a un sens et on a

= 7 Vo1 (Nre+V ca (Vv V'
4 2)1)2 4 1
Tar e (U (0 = . TS (e e ooy v

=U.

Pour une fonction f de M, on pose
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I N7 — TN
Ver (V)12 4+ e (NV)1e )1 >”f,

1 1/2U ]/V\/ U ]/V\/ i
o~ (vorgve) W00 B((Se e

et alors, g1 appartient & L? et on a
2

favos oo fde o = (Vo e f (e

= Mgy (g1 (a2 —{ Mags (g3 (0 de()=0.

De la méme maniére que ci-dessus, on obtient que, quel que soit » un entier
positif, (V1);,20— (Nz)1)2» est de type positif. Soient n» un entier positif et m
un autre entier positif <2”. Alors (Ny)mgn— (N2)m2n est de type positif.
Cela résultera du fait que, quels que soint n, n’ entiers positifs,

(N aznsyjznry— (Vo) jansnjany
= (V1) 120 (ND)1j207 — (N2)1y20) + (N2) 11207 (V1) 1j20 — (N2)1/20)
= (N 1y@n+yy  (N1j2v — (N2)1j20) * (N1)1)(2n 1y
+ (NV2)1)ganr+1ys (V11727 — (V2)1/20) * (V2)1 20741,

d’ol (N1)jzni127y— (N2)1j2ns1/2n) €st de type positif. D’aprés la continuité
des applications a—(V,), et a—(N,), pour la topologie dans [ N], on arrive a
la conclusion que, quel que soit 0<a<<1, (V). — (V). est de type positif.

LemMmE 5. Soit N un noyau symétrique, élémentaire et dont le générateur
est de type positif. Alors, pour un nombre 0<a<1 et pour un nombre positif
¢, c*U+N,—(N+cU), est de type positif.

En effet, on peut écrire
&y,

0

M

N=

1

n

ou N est le générateur de NV, et on peut supposer qu’il existe une constante
positive ¢ <1 telle que, quelle que soit f de M,

[a s e =cf i 1ade,
car, lorsque 4,1,
U+ E N S ORI +cV)a>e Ut Na—(N+ D)

On a done, quelle que soit f de L%, Nf est défini et
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finsas=( oL ) s

D’aprés le calcul élémentaire, on a

—~—
U+ Na= N+ cD)a=Nor(e*(U= N+ U= (c+D(U = (- F5)a))

—N, ((c +1—(c+1)*U—c*)N, +(c +1)* ( +1 )>

ol
=0 .
"N = (@—1. (a—n+l)/ N
— _1y—1al@—1l)...(d—n "
(c-l-l )a—nz—:l( b n! c+1/°
On a done
T~
(c"‘+1—(c+1)“)U—c“Na+(C+—1)a

—(c+1—(c+1)%)U— z( prla—D(a—n+Da_ (o4 1ya-myyn,

n!

D’aprés le lemme 1, on obtient que
~ N
(c®+1—(c+ 1)) U—c*Not(c + 1)fr(~—_chl )a

est de type positif, d’ou c*U+N,— (N+cU), est de type positif.

LemMme 6. Soit N; un noyau symétrique tel que, quelle que soit f de Mk,
Nif € L? et qu’il existe la résolvante (N{?),-, associée au noyau N; (i=1,2). Si
N;—N; est de type positif et st Ni-Ny=N,- Ny, alors, quel que soit p>0, N{¥ —
NP est aussi de type positif.

En effet, d’apres Péquation résolvante, on a

N+Ltu=L Toney =12,
P P n=0

En utilisant N;-N;=N;Nj,ona NP-NP=NP.N{? et donc
NP — NP =(N,—N3)-(U—pNP)-(U—pNP).

Cela indique que N{¥ — N est de type positif.
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DfMonsTRATION DU THEOREME 2. On remarque d’abord que, quel que soit
p un nombre positif, N —I—;—U est un noyau symétrique, élémentaire et dont

le générateur est de type positif, car, d’aprés le lemme 3 et I’équation résol-
vante,

N+ Ltu="L 5 noy,
P p A=

ou (N®),_, est la résolvante associée au noyau N. D’aprés le théoréme 1, il
existe le noyau <N +=U ) d’ordre a(0<<a<1) associé au noyau N + 1 U.

Montrons que, quel que soient p>0 et ¢>0, (N + ?U > <N +—=U )
est de type positif si p<<g. Soit ¢ un nombre positif <p. On a alors

&) 1 — 1 5 _ (P)yn
NOt—LU=—1 5 (p—N?)
et
Nor 1y 1 $g—enoy
g—¢ g—¢ A%

D’aprés le lemme 1, <N 4 U > <N 4 U > est de type posi-

‘I
tif, et faisons e—>0, on obtient que <N+ ; U)a—<N+ ? U)a est de type

positif.
Soient p et ¢ nombres positifs avec p<g. Alors, quelle que soit f de My
et quel que soit K un compact de X,

o 3 0)a-Grs o
- S<<N+ _11)_ U)af—(V+ % U)ef)fude

+ S(<N-I— % U >af~<N + % U >af>fzd$

(v 20w )es)rae V(v £0)er

_<N+ % U>a f1> fi d$>%
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B L)

<2(({(V+ U )ef 0 fx)ds )

Dol

-{( N+—U (x)f(x)d{-‘(x)> (f(+ ; Lu), fK<x>fK<x>de<x>)%,

ou fx est la fonction caractéristique de K, et ol f; et f, sont respectivement

les fonctions caractéristiques de {x €eK; <N+ % U) of (%) —<N+ % U> o f(x)
>O} et de {x €K; <N+%U>af(x) —<N+—€11—U>af(x)<0} . Par conséquent,
il existe un noyau symétrique N, tel que <N + % U )a converge vers N, dans

[N] avec p—oo. Soit a<% On a alors
1 _ 2
Sl(N+7U>af N, f12dé

(Wt 0 e ) ) — [N fl) ) de ) 0

avec p—oo, et par suite, quels que soient 0<ac_£_% et 0< ﬁgé,

Na,Hg:Na'Ng.

. s 1
Seient «, 8 nombres positifs avec a+5 <1, et supposons a>5. On a,
d’apreés ci-dessus,
Na+ﬂ=N1/2'N(ﬁ+a—112)=N1/2‘N(a—1/2)'N/3=Na'NB-

Montrons ensuite que l’application (0, 1]3 a—N, est continue pour la
topologie dans [V ]. D’apres le lemme 5, quels que soient p>0 et ¢>0,

(B vs(rs L) w1,

est de type positif, et donc, en faisant g—co, on obtient que

(—’15—>aU+Na—<N+ %U)a

est de type positif. Pour une fonction f de Mg et pour un nombre 0 <a=1,
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(vt _}{_ U) fG)f G [N fl) ) deC)
et
1 1y
S<N+ U ). f<x>f<x>de<x>—(7) g £ Zde/XNaﬂx)f(x)de(x)
avec p oo, et par suite, I'application

0,175 a—»SNaf(x)f(x)dS(x)

est continue. Soient « et 8 nombres positifs g%. On a alors
(1 f = Naf12de = [ Nae fl)f ()8

2 Newoy S 5)dE o) + [ Nas f) () dE),

et donc, lorsque —a, Nyf converge fortement vers N, f dans L% d’ou I'appli-
cation (0, 1] 3 a— N, est continue pour la topologie dans [N]. L’unicité de
la famille (V,) résulte de la méme maniére que dans le théoréme 1.

(q)
Soit (<N + —}1) U ) ! > , la résolvante associée au noyau <N + —}1) U )a.
a /qz

. . . . 1 ()
D’aprés le lemme 6 et de la méme maniére que ci-dessus, (N + ] U ) con-
a

verge vers un noyau symétrique N dans [/N] avec p—>co. Soit ¢>0.
Alors, d’aprés I’équation résolvante,

(@) ()

:q(N+ %U)a-(zw %U)

o (e 20 )

Pour deux nombres positifs p; < p, et pour une fonction f de Mg, on a, d’ap-
rés le lemme 6,

a a

(v+ %U)a—(J\H- %U)

S (~+ _PITU):’) F@—(N+ %U)Z” A2 de(x)
§$<N+ _;—U)Z” N+ %U ):” O f(x)dE(x)

_ S(N-}— 7}Z_U):') : <N+ %U)Z) f(x) f(x)dE(x),
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)]
et donc, <N + —]]JLU > f converge fortement vers N f dans L? avec p—»oco.
Ayant, quel que soit p>0 et quelle que soit /' de Mk,

(v v )orep@ s =10

(@
on obtient que, quelle que soit f de L2 (N +%U >q f est défini et que

()]
<N +;1.7U ) f converge fortement vers N f dans L? avec p—oo. Soit a un

nombre positif <1. Alors

(v+ %U)x—(z\w %U)m o(v+ —;—U)a-(N+ %Uy‘”

a a

I

|

(Nt 20 ) (N4 0 )0 (N4 20 )

P 2 P P 2

@)
D’aprés la remarque ci-dessus, quelle que soit f de Mk, (N + %U ) o,
<N+%U)a,2f converge fortement vers N¥-N,, f dans L? avec p—»>co. Par
conséquent,
Na_Ng]):gNa/Z'Nizq)'Nam:qNa'NEf)-

Ayant, quel que soit p>0 et quelle que soit f de Mk,

N N N S () ) Zq Vet (N 20 ) 7N £ ) ()0

avec ¢g—0, (N{),zo est la résolvante associée au noyau N,, d’ou N, est faible-
ment régulier et satisfait au principe de domination.

On montrera finalement que si N est régulier, IV, ’est aussi. Voyons
HNL?*CH, pour tout 0<<a<1, oul H et H, sont respectivement les espaces
fonctionnels au noyau N et au noyau N,. Pour cela, il suffit de supposer qu’il
existe un constante positive C telle que, quelle que soit f de L? Nf soit défini
et

[N reor@as@=cl) f12ae.

En effet, soient (N?),-, la résolvante associée au noyau N et (N@), le
noyau d’ordre « associé au noyau N®. On a, quelle que soit f de L,

SN(p)f(x)f(x)de(x)g_%_S \f12de
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et HNL*=H®, ou H® est I’espace fonctionnel au noyau N®. D’aprés le

lemme 4, N, — (N?), est de type positif, et, de l]a méme maniére que dans la

proposition 1, on a H, D H, ou H{ est ’espace fonctionnel au noyau (N ®),.
Soit u une fonction de HNL? Alors il existe une suite (f,) de Mx telle

que (Nf,) converge fortement vers u dans H avec n—co. Ayant, quels que
soient m et n entiers positifs,

S | Nz fn— Nz ful*dé = SN(fm — ) (@) (fu(x) — fulx)) dé (),

la suite (Vy2f,) converge fortement vers une fonction ff,, dans L? avec

n—co.  Soit % <a=1. Alors (N.f,) converge aussi fortement vers une

fonction f, dans L? avec n—>co, car, d’aprés le lemme 4, quelle que soit f
de L% Ny-1,2 f est défini, et on a

SN(a_uz)f(x)f(x)dE(x)é CW*W)S |f1?dé et Nuof = Nia—1/2°N1j2 f-
Pour un nombre 0<a <1, on considére I’application
{Nwf € Hos f € M} > Nof>Tim (No_ao fo(0) N f(3) dE ().
La limite ci-dessus existe, d’aprés
[N fuoN o ) de ) = (NFu) fl) 2 o).
On a, d’autre part,
[N fuloONe fr )
([N AN folw)de (| Ne flf (o) de )2
et
lim Mo (Vo0 f) ONa-o fu@) 6 = 1 /oy | 2.
Par conséquent, il est facile de voir u € H, car
furde=tim | Mo fu(@) N f2) d2 ()
pour toute f de Mx. On obtient ainsi que, quel que soit 0<a <1, CxN\H, est

dense dans Cx. Pour que CxN\H, soit dense dans H,, il suffit de montrer le
lemme suivant:
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LemMme 7. Soit H un espace fonctionnel dans lequel la contraction module
opére. Si H est faiblement régulier et si Cx N\H est dense dans Cx, H est ré-
gulier.

En effet, on note H, ’adhérent de Cx " H dans H, et alors, H, est aussi
un espace fonctionnel dans lequel la contraction module opére. Pour une
fonction u de H,, il existe une suite (¢,) de CxNH qui converge fortement
vers u dans H avec n—co. On a |¢,| € CxN\H et sa norme est <||¢,||, d’ou
|u| € Hy et sa norme est <||u|l. Soient N et N, respectivement les noyaux
de H et de H,. En utilisant la résolvante associée au noyau N si c’est néces-
saire, on peut supposer HC L2. Soient H’ et H| respectivement les espaces
fanctionnels au noyau N+ U et au noyau N,+ U, alors, quelle que soit u de
H’ (resp. H}),

1
H’é(SI u |2d$>5<+oo (resp. ||u|

llul

w=(flulrae)t <+,

et H; est évidemment un sous-espace de H’. Soit » une fonction de H'.
Alors il existe une suite (u,) de H, qui converge fortement vers u dans L?
avec n—oo, car CxN\H est dense dans Cx. D’aprés ci-dessus, (u,) est de
Cauchy dans Hj, d’ou u € H;,. Par conséquent, H' = H, et done, N=N,, d’ou
CxNH est dense dans H.

La démonstration du théoréme 2 est ainsi compléte.

COROLLAIRE. St un noyau symétrique N est faiblement régulier et satis-
fait au principe complet du maximum, alors, quel que soit 0 <a <1, le noyau
N, d’ordre o associé au moyau N satisfait aussi au principe complet du
marimum.

On connait bien qu’un noyau symétrique et élémentaire N satisfait au
principe complet du maximum si et seulement si son générateur N est
sous-markovien (cf.[2] et [5]), et done, pour quun noyau symétrique et
faiblement régulier NV satisfasse au principe complet du maximum, il faut et
il suffit que, quel que soit p>0, pN? soit sous-markovien, (N®) est la résol-
vante associée au noyau N. Il est facile de voir que si pN® est sous-
markovien, alors, quel que soit » un entier positif, (pN®)” ’est aussi. On ob-

tient donc que, quel que soit p >0, <N + %U )a satisfait au principe complet
@
du maximum, et par suite, pour tout ¢>0, g(N +%U ) ! est sous-markovien,

@
ou <(N + %—U ) ) > , est la résolvante associée au noyau (N + %U )a. Fai-
=

a
sant p— oo, on obtient que ¢/N? est sous-markovien, ot (N®),., est la résol-
vante associée au noyau N,, d’ou N, satisfait au principe complet du
maximum.
De la méme maniére que dans [47], on a le théoréme suivant:
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TuforEME 3.  Soit N un noyau symétrique faiblement régulier (resp.
régulier) et qui satisfait au principe de domination, et soit N, (0=a<1) le
noyau d’ordre a associé au noyau N. Pour une mesure positive u(=0) sur

[0, 1], N, = SN“ du(c) est ausst faiblement régulier (resp. régulier) et satis-
fait au principe de domination.

DEMONSTRATION. On peut supposer que N est un noyau symétrique et
élémentaire, car, quel que soit p>0, si S(N + %U )a du(a) est un noyau fai-
blement régulier et satisfait au principe de domination, N, posséde les mé-
mes propriétés que pour S(N + %U >a du(a). Par conséquent, on peut sup-
poser

N= ,,Z:O(N)n’

ol IV est un noyau symétrique et de type positif. D’aprés le lemme fonda-
mental du [4], on connait que, pour 0"t <1,

(g det@ )t =({an Ja— Zaw,

ol a, est une constante non-négative et } a,<<1. D’aprés le lemme 1,

n=1

37 a,(N)" est un générateur de noyau élémentaire, et on a évidemment
n=1

[Nednte)= 5 Eanmrym.

Lorsque N est régulier, il résulte, de la méme maniére que dans la démonst-
ration du théoréme 2, que N, est régulier.

D’aprés ci-dessus, si N est un noyau de Dirichlet, N, ’est aussi. Pour
un noyau de Dirichlet NV, on pose

C(N)={N, =SN,1 du(a); 1 est une mesure de Radon positive (2¢0) sur [0, 1]}
et alors, C(IV) est le plus petit cone convexe fermé qui contient la famille

fractionnaires (NV,)o<.=1 de N. On ne connait pas s’il existe autres cones
convexes fermés qui sont constitués par noyaux de Dirichlet et contiennent

(Na)0§a$1~
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